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Leopold Kronecker. 
Von 


H. Weser in Gittingen*). 


Seit der letzten Versammlung der Deutschen Mathematiker-Ver- 
einigupvg hat unsere Wissenschaft einen unersetzlichen Verlust zu 
beklagen. 

Leopold Kronecker ist nicht mehr unter uns, der wihrend 
der letzten Jahrzehnte eine so beherrschende Stellung im Kreise der 
deutschen Mathematiker eingenommen hat; dessen Geist so deutlich 
und eindringlich den Weg gewiesen hat fiir den Gang der Forschung. 

Dass er es nicht verschmihte, als die deutschen Mathematiker vor 
zwei Jahren zu einer Gesellschaft zusammentraten, in diese Bestrebungen 
mit einzutreten, sie durch das Ansehen seines Namens zu stiitzen, das 
war von vorn herein fiir die junge Genossenschaft ein giinstiges Omen, 
und an uns ist es daher vor allem, am heutigen Tage seiner und seiner 
Verdienste in dankbarer Erinnerung zu gedenken. 

Der Vorstand unserer Vereinigung hat mir die Ehre erwiesen, 
mich zu dieser Gediichtnissrede aufzufordern; ich wollte mich dieser 
Aufgabe nicht entziehen, wenn ich auch nicht ohne Bedenken daran 
gegangen bin, und ich muss mit der Bitte um Nachsicht beginnen 
bei dem Versuch, den ich mache, ein Bild des Mannes und seines 
Wirkens zu entwerfen. 

Ich habe nicht als Student zu Kronecker’s Fiissen gesessen, 
und wenn ich auch die Schriften des Meisters viel studirt und ihm 
viel zu verdanken habe, so bin ich doch nicht in alle Seiten seiner 
so vielseitigen Forschung gleichmissig eingedrungen, und ich zweifle, 
ob es mir gelingen wird, sie allseitig richtig zu wiirdigen. 

Spat erst bin ich mit ihm persénlich bekannt geworden; aber wer 
unter uns ist, der nicht gleich mir in dem schénen Hause in der 
Bellevue-Strasse gastliche Aufnahme gefunden, der nicht in dem reich 


*) Abgedruckt aus dem ,,Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Ver- 
einigung* 2. Band, 1892. 


Mathematische Annalen, XLIII. I 











9 H. Weser. 


belebten Familienkreise herzlich willkommen geheissen und Anregung 
und Arbeitsfreude von da mitgenommen hatte? So steht wohl den 
meisten unter uns sein Bild noch lebendig vor der Seele, wie er nach 
eingehenden wissenschaftlichen Gesprichen, reich an Gedanken und 
Ausblicken, die Unterhaltung auch auf andere Dinge, auf Fragen der 
Kunst und Literatur oder des 6ffentlichen Lebens zu lenken und geist- 
voll zu beleben wusste. — 

Durch freundliches Entgegenkommen des iltesten Sohnes und des 
Bruders des Verstorbenen ist es mir méglich gewesen, mir auch iiber 
meine persénliche Erinnerung hinaus ein lebendiges Bild von dem 
Lebensgang und dem geistigen Wesen des ausserordentlichen Mannes 
zu machen; moge es mir gelingen, Ihnen am Faden der Erzihlung 
seines Lebens dies Bild zu tibermitteln und zugleich eine Wiirdigung 
der Hauptmomente seines wissenschaftlichen Schaffens hinein zu ver- 
weben. 

Leopold Kronecker wurde am 7. December 1823 zu Liegnitz 
geboren. Sein Vater, der dort ein kaufminnisches Geschift betrieb 
und, wie der Briefwechsel mit dem Sohne ergiebt, ein Mann von 
bedeutender, namentlich auch philosophischer Bildung war, der dem 
Sohne die sorgfaltigste Erziehung gab, liess ihn anfangs durch einen 
Hauslehrer unterrichten. Spiiter trat der junge Leopold in die Vor- 
schule des Conrectors Werner ein, der auch in der Folge auf dem 
Gymnasium sein Lehrer war, und nachst Kummer den grdéssten 
Einfluss auf seine Entwicklung tibte. Namentlich von Werner’s 
Unterricht in der philosophischen Propiideutik und in der christlichen 
Religionslehre, an dem er — obwohl Jude — theilnahm, sprach er 
stets mit grosser Begeisterung. 

Auf dem Gymnasium zeichnete er sich in allen Fachern durch 
Fleiss und Talent aus: aber schon hier zeigte sich seine besondere 
Begabung und Neigung fiir die Mathematik, in der Kummer sein 
Lehrer war. Hier schon kniipfte sich die Beziehung an, die so ent- 
scheidend auf Kronecker’s Entwicklung einwirkte und der Anfang 
einer bis zum Tode ungetriibten innigen Freundschaft war. 

Als Kronecker im Friihjahr 1841 die Universitit bezog, hatten 
die mathematischen Studien in Deutschland unter dem Linfluss der 
grossen Manner, deren Namen die erste Hialfte des Jahrhunderts zieren, 
einen neuen Aufschwung genommen. Er horte in Berlin’ die Vor- 
lesungen Dirichlet’s, Jacobi’s, Steiner’s und spiiter in Breslau 
seines alten Lehrers Kummer, der inzwischen als Professor dorthin 
berufen worden war. 

Wenn auch von vorn herein die Mathematik Kronecker’s Haupt- 
studium und nie aus dem Auge verlorenes Ziel bildete, so beschriinkte 
er sich doch keineswegs einseitig auf das Fachstudium; ausser Natur- 
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wissenschaften trieb er philosophische Studien in den Vorlesungen von 
Werder und Schelling, und auch in die Hegel’sche Philosophie 
hat er sich durch das Studium der Werke theilweise eingearbeitet. 

Auch die Sprachen des classischen Alterthums, die er auf dem 
Gymnasium mit grosser Liebe betrieben hatte, hat er auf der Uni- 
versitiit nicht aus dem Auge verloren. 

Manche fiir das Leben wichtige Verbindung kniipfte sich in der 
Studienzeit an. Die Freundschaft mit seinem Schulgenossen Hugo 
Riihle, dem vor einigen Jahren verstorbenen Bonner Kliniker, brachte 
ihn mit Medicinern in Verbindung, unter denen ihm L. Traube fiir’s 
Leben ein treuer Freund blieb. 

Wichtig fiir Kronecker war auch der Verkehr im Hause des 
Banquiers Alexander Mendelssohn, in dem er durch Dirichlet 
Zutritt gefunden hatte, wo er unter anderm mit Felix Mendelssohn 
Bartholdy und mit Alexander von Humboldt Beziehungen an- 
kniipfte. 

In schéner, ideal verklirter Erinnerung stand ihm stets die kurze 
Bonner Studienzeit. Sie fiel noch in die Zeiten, in fenen die burschen- 
schaftlichen Bestrebungen an den Universitiiten verdichtig und nach 
oben hin anriichig und die Farben Schwarz-Roth-Gold streng verpént 
waren. Ks waren aber nicht die Schlechtesten unter der studirenden 
Jugend, die den Gedanken der Burschenschaft noch hochhielten und 
neu zu beleben suchten, und mancher Name vom besten Klang ist 
darunter zu finden. So war auch Kronecker in Bonn an der Be- 
griindung einer burschenschaftlichen Verbindung Friedericiana hervor- 
ragend thitig, an der sich Manner wie Geibel, Kinkel, Palleske, 
der Schillerbiograph und Becker (der sogenannte rothe Becker, 
spiter Biirgermeister von Kéln) betheiligten. Die neue Verbindung, 
die bald mehr als ein Zehntel der ganzen Bonner Studentenschaft und 
darunter die fleissigsten und tiichtigsten umfasste, fand einflussreiche 
Freunde und Beschiitzer unter den Professoren, darunter der damalige 
Rector Naumann, F. Chr. Dahl mann, Nitzsch und E. M, Arndt, 
Deren Einfluss und Vermittlung war es zu danken, dass eine in Berlin 
beabsichtigte politische Untersuchung unterblieb. 

Im Jahre 1845 wurde Kronecker in Berlin unter Béckh’s 
Decanat mit Auszeichnung zum Doctor der Philosophie promovirt. 
Diesen Khrentag mit dem sich anschliessenden Doctorschmaus, an dem 
auch Béckh theilnahm, rechnete Kronecker stets, nach den Be- 
richten seines Sohnes, zu den schénsten Erinnerungen seines Lebens. 

Indem ich aber die Dissertation ,,de unitatibus complexis“ beriihre, 
muss ich mit einigen Worten an die Geschichte der Wissenschaft jener 
Tage erinnern. 

Seit dem Erscheinen von Gauss’ zweiter Abhandlung iiber die 
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biquadratischen Reste (1832) war der Zahlentheorie eine neue weit- 
greifende Aufgabe gestellt, der Ausbau der Theorie der complexen, 
allgemeiner der algebraischen Zahlen. Im fiinften Jahrzehnt des Jahr- 
hunderts bewegten diese Fragen die Gemiither besonders lebhaft, und 
neue Bahnen wurden damals eingeschlagen. 

Es war die Zeit, da Jacobi nach seiner italienischen Reise sich 
in Berlin niedergelassen hatte und sich viel mit zahlentheoretischen 
Fragen beschiftigte, da Dirichlet, der mit Jacobi in Italien zu- 
sammengetroffen war, seine unsterblichen Untersuchungen bekannt 
machte, und da Kummer seine folgenreichen Arbeiten durch die 
»Disputatio de numeris complexis, qui unitatis radicibus et numeris 
realibus constant“ erdffnete. Hier trat nun Kronecker in einen 
Gedankenkreis ein, der seiner Denkweise vorziiglich angemessen war, 
in dem er spiiter besonders seine Grésse entfalten sollte. 

Bereits seine Dissertation befasst sich mit einem Gegenstand, der 
fiir die Theorie von fundamentalster Bedeutung ist, und noch im 
Jahre 1882 hielt sie der gereifte Verfasser mit Recht eines neuen 
Abdrucks fiir wiirdig, der im Journal fiir Mathematik zugleich mit 
den Schlussparagraphen, die, obwohl gleichzeitig entstanden, bei der 
ersten Publication nicht mit abgedruckt waren, erschienen ist. 

Es handelt sich um die Theorie der Einheiten in einem alge- 
braischen Zahlkérper; ich bediene mich dieses jetzt allgemein ver- 
stindlichen und immer mehr gebriuchlichen Ausdrucks, obwohl er 
von Kronecker abgelehnt wurde. Die Theorie der Kinheiten fallt 
in dem einfachsten Fall der quadratischen Kérper im wesentlichen 
zusammen mit der Theorie der Pell’schen Gleichung, deren Be- 
griindung eine der schénsten Leistungen von Lagrange auf dem Gebiete 
der Zahlentheorie ist. Die Aufgabe ist die, das ganze System der 
Kinheiten, deren es, mit wenigen Ausnahmen besonderer Natur, in 
jedem Kérper unendlich viele giebt, als eine Gruppe, um mich der 
modernen Terminologie zu bedienen, darzustellen, und zwar als eine 
unendliche Gruppe vertauschbarer Elemente mit einer endlichen Basis, 
deren Elemente die fundamentalen Einheiten genannt werden. 

Dirichlet hat wihrend seines Aufenthaltes in Italien diese Frage 
nach Ueberwindung mannigfacher Schwierigkeiten in volliger All- 
gemeinheit und grossartiger Einfachheit zur Entscheidung gebracht; 
aber zur Zeit, da Kronecker seine Untersuchungen anstellte, waren 
die Resultate von Dirichlet noch nicht bekannt, und so war Kro- 
necker’s Arbeit, die fiir Kreistheilungszahlen die Frage erledigte und 
die bei diesen besonderen Zahlenarten bestehenden Verhiiltnisse klar- 
legte, immerhin von grosser Bedeutung. In den spiiteren Uniter- 
suchungen von Kummer iiber die allgemeinen Classenzahlen spielen 
diese Kinheiten dieselbe Rolle, wie die Lésungen der Pell’schen 
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Gleichung bei den Classenzahlen der quadratischen Formen, und hier- 
durch gewannen diese Fragen noch ein erhdhtes Interesse. Es zeigte 
sich, dass die wirkliche Durchfiihrung im einzelnen, d. h. die wirkliche 
Bestimmung eines Systems fundamentaler Hinheiten, selbst in den 
einfachsten Fallen zu den unzugiinglichsten und dornenvollsten Auf- 
gaben der Mathematik gehért, wodurch wesentlich der Ausbau der 
Theorie gehemmt wurde. 

Es traten nun im Leben Kronecker’s Verhiiltnisse ein, durch 
die er zu Beschiaftigungen gezwungen wurde, die von seinen mathe- 
matischen Interessen- weit ablagen. Aber auch hier bewies er sein , 
Talent und seine Tiichtigkeit. Im Interesse der Familie betrieb er die 
Landwirthschaft und ordnete mit grosser Gewandtheit das Geschift 
eines verstorbenen Oheims, des Vaters seiner spiiteren Frau, wodurch 
er der Familie ein nicht unbetrachtliches Vermégen rettete. 

Im Jahre 1848 verheirathete er sich mit seiner Cousine Fanny 
Prausnitzer, einer liebenswiirdigen, geistig bedeutenden und tiichtigen 
Frau, die an den geistigen dnteressen des Mannes und an seinen Er- 
folgen den lebhaftesten Antheil nahm. Dreiundvierzig Jahre, bis zu 
dem kurz vor seinem eigenen Ende erfolgten Tod der Gattin lebte er 
mit ibr in gliicklichster Khe, der sechs Kinder entsprossen, von denen 
noch vier, drei Séhne und eine Tochter, am Leben sind. 

Der Erziehung und Berathung seiner Kinder widmete sich Leopold 
Kronecker im Verein mit seiner Gattin mit grésster Hingebung. 
Auch seines um siebzehn Jahre jiingeren Bruders Hugo, der jetzt 
Professor der Physiologie in Bern ist, hat er sich in fast viterlicher 
Weise angenommen und ihn menschlich und wissenschaftlich geférdert. 

Der Lebensabschnitt, in dem Kronecker’s Thiatigkeit gréssten- 
theils Familienangelegenheiten gewidmet war, in dem er tiberdies noch 
durch kérperliche Beschwerden gehindert war, ist gekennzeichnet durch 
eine Liicke in der Reihe der Publicationen. 

Zwischen den Jahren 1845 und 1853 finde ich keine Verdffent- 
lichung zu verzeichnen. Dass er aber in dieser Zeit auch wissen- 
schaftlich nicht miissig war, und dass hier vielleicht gerade die Zeit 
der wissenschaftlichen Entwicklung und Reife zu suchen ist, das be- 
weist der Erfolg, auch wenn wir nicht wiissten, dass er waihrend der 
ganzen Zeit eine eifrige wissenschaftliche Correspondenz, namentlich 
mit seinem Freunde Kummer, unterhielt. 

Die Arbeit, mit der er zuerst wieder an die Oeffentlichkeit trat, 
iibergab er im Mai 1853, als er auf einer Reise nach Paris in Berlin 
weilte, an Dirichlet, der sie am 20. Juni desselben Jahres der Berliner 
Akademie vorlegte, in deren Sitzungsberichten sie erschienen ist. 

Es ist die beritihmte Abhandlung iiber die algebraisch auflésbaren 
Gleichungen, eine Arbeit, die in ihrer Kiirze und in ihrem Gedanken- 
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reichthum eine Fille von Vorarbeiten voraussetzt, tiber die uns vielleicht 
noch die zu hoffenden Publicationen aus dem Nachlass Aufschluss geben 
werden. 

Kronecker kniipft in dieser Arbeit an die nur fragmentarisch 
iiberlieferten algebraischen Untersuchungen Abel’s an, dessen Sitze 
er zunichst zu beweisen sucht. Es ist mir zweifelhaft, ob die Arbeiten 
von Galois Kronecker damals schon bekannt waren. Diese fiir 
die Algebra so wichtigen Arbeiten waren zuerst erschienen in den 
Jahren 1828—30, aber wenig beachtet und bekannt, bis Liouville 


-im Jahre 1846 einen neven Abdruck in seinem Journal herausgab. 


Galois wird von Kronecker zuerst in einem Brief an Dirichlet 
vom 3. Marz 1856 und in der Arbeit, die am 14. April 1856 von 
Kummer der Berliner Akademie vorgelegt wurde, erwihnt, so dass 
die Vermuthung nahe liegt, dass er erst wihrend seines Pariser Aufent- 
halts im Jahre 1853, wo er mit den bedeutendsten franzésischen Mathe- 
matikern, namentlich mit Hermite und Bertrand, enge Beziehungen 
ankniipfte, mit Galois’ Arbeiten bekafint-wurde. Wie dem aber 
auch sei, Kronecker’s Arbeiten haben die Algebra iiber den Stand- 
punkt hinaus geférdert, auf den sie durch Galois’ geniale Schépfung 
gehoben war. Galois hatte in der einer Gleichung eigenthiimlichen 
Substitutionsgruppe den Kernpunkt aller tiefer eindringenden alge- 
braischen Untersuchungen erkannt, und hatte damit die Grundfrage 
der Algebra in einfachster und allgemeinster Weise formulirt; damit 
ist aber zunichst nur die. formale Seite getroffen. Das andere Ziel 
ist die Erforschung der Eigenschaften der durch die Gleichungen 
definirten Zahlenarten, die Anwendung der allgemeinen Grundsiitze 
auf besondere Gleichungsarten, die tiefer gehende, jedem besonderen 
Falle angepasste Hiilfsmittel erfordert. Hierzu finden sich bei Galois 
zwar Ansiitze, z. B. in seinen Ausspriichen iiber die Modulargleichungen 
der Transformation 5ten, Tten, 11 ten Grades, aber keinerlei weitere 
Ausfiihrungen. Mehr in dieser Richtung weisen die Siitze von Abel, 
die sich in einzelnen seiner algebraischen Fragmente finden, und vor 
allem in den Untersuchungen von Gauss iiber die Kreistheilung. 

Die Frage, die die Algebraiker in erster Linie beschiftigte, die 
wohl auch den Anstoss zu allen diesen Untersuchungen gegeben hat, 
war die nach der algebraischen Auflésbarkeit der Gleichungen, d. h. 
der Reduction auf reine Gleichungen. Diese Fragestellung, die von 
einem héheren Standpunkte betrachtet, etwas Willkiirliches hat und 
spaiter weiter fortgebildet werden musste, war durch die elementare 
Algebra gegeben, und so bewegen sich auch Kronecker’s algebraische 
Arbeiten zunichst in dieser Richtung. Wie kommt es, dass die héheren 
Gleichungen in diesem Sinne nicht mehr auflésbar sind, und welche 
Eigenschaften miissen die besonderen Gleichungen haben, die eine 
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Auflésung gestatten? Galois hat auf diese Fragen, wenigstens fiir 
Gleichungen von Primzahlgraden, eine Antwort aus der Natur der 
Gruppe abgeleitet, und dadurch ein Mittel gefunden, das wenigstens 
principiell in jedem besonderen Fall die Entscheidung giebt, wenn es 
auch meist nicht praktisch durchfiihrbar sein wird, Kronecker lést 
die Aufgaben vollstiindiger, indem er einen algebraischen Ausdruck 
aufstellt, in dem alle Wurzeln auflésbarer Gleichungen von gegebenem 
Grad eines beliebigen Rationalitiitsbereichs, und nichts anderes, ent- 
halten sind, einen Ausdruck, der tibrigens fiir Gleichungen fiinften 
Grades schon von Abel ohne Beweis angegeben war. 

Durch diesen allgemeineren Ausdruck wird die Aufgabe zunichst 
zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der Wurzeln einer sogenannten 
Abel’schen Gleichung, und die Siitze, die Kronecker iiber die 
letztere Gleichungsart bereits in seiner ersten Abhandlung mit voller 
Bestimmtheit ausspricht, und die sich dahin einfach zusammenfassen 
lassen, dass im absoluten Rationalitaitsbereich, in dem nur die ratio- 
nalen Zahlen als bekannt vorausgesetzt sind, alle Abel’schen Glei- 
chungen unter den Kreistheilungsgleichungen enthalten sind, gehéren 
mit den zu ihrem Beweis néthigen und zu schaffenden Hiilfsmitteln 
und mit dem, was weiter sich daran anschloss, zu den bedeutendsten 
Leistungen Kronecker’s. Hierzu findet sich auch bei Abel noch 
kein Ansatz, und es war auch erst durch die von Kummer begriindete 
Theorie der Zerlegung der algebraischen Zahlen in ihre Primfactoren 
miglich, an solehe Fragen heranzutreten. 

Am Schlusse der Abhandlung eréffnet Kronecker noch eine 
Perspective auf die Erweiterung dieser Sitze tiber Abel’sche Glei- 
chungen fiir den Fall, dass nicht der absolute Rationalitatsbereich, 
sondern der der Gauss’schen complexen Zahlen zu Grunde gelegt 
wird, in dem an die Stelle der Kreistheilungszahlen, die aus der 
Lemniskatentheilung stammenden Zahlen treten. So finden sich auch 
die Untersuchungen tiber die singuliren Moduln der elliptischen Func- 
tionen, die in den spateren Arbeiten Kronecker’s eine so wichtige 
Rolle spielen, hier im Keime schon angedeutet. 

Nachdem im Jahre 1855 die geschiiftliche Thitigkeit ihren Ab- 
schluss gefunden hatte, siedelte Kronecker nach Berlin itiber, und 
hier schloss sich der enge Freundschaftsbund, dem die Wissenschaft 
so viel verdankt, zwischen vier Minnern, die zu den ersten Vertretern 
der Mathematik in Deutschland zihlen. Zwar hatte Dirichlet Berlin 
kurz vorher verlassen; aber statt dessen wurde Kronecker’s alter 
Freund Kummer nach Berlin berufen, und kurze Zeit darauf Weier- 
strass. Zu diesem Kreis gehérte auch Borchardt, der seit Crelle’s 
Tod die Herausgabe des Journals fiir Mathematik leitete und im 
Jahre 1856 in die Akademie der Wisseuschaften aufgenommen wurde. 
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Kronecker, der 1861 in die Akademie eintrat, lebte in Berlin in 
gliicklicher Musse seinen wissenschaftlichen Idealen, und reiche Friichte 
und innere Befriedigung krénten diese Thitigkeit. 

Aus den ersten Jahren des Berliner Aufenthalts besitzen wir den 
wissenschaftlich und persénlich werthvollen Briefwechsel mit Dirichlet, 
den Schering in den Géttinger Nachrichten verdéffentlicht hat, und 
dessen Originale die Géttinger Bibliothek aufbewahrt, der uns iiber 
Kronecker’s Arbeiten in jener Zeit Aufschluss giebt. 

Am 17. Mai 1857 schreibt er an Dirichlet: ,,lch habe so manche 
sehr interessante Sachen gefunden, und da ich mich zuniichst dadurch 
so unabhingig fiihle, dass mich keine Spur irgend welchen Ehrgeizes 
quilt, da ich vielmehr einzig und allein meine Freude in der Erkenntniss 
des Wahren habe, so kommt es mir wenig darauf an, wozu ich gerade 
meine Zeit verwende, wenn ich sie nur iiberhaupt gut benutze.“ 

Und iiber die divinatorische Art seines Schaffens giebt ein Brief 
vom 26. Juni 1856 Aufschluss. 

»Aber ich bin vielfach in der hoffnungsvollen Fernsicht dem, was 
ich beweisen kann, vorausgeeilt, und habe dabei Anschauungen von 
der Natur der Gleichungen gewonnen, die, wenn sie sich bewihren, 
ein ganz neues und erhebliches Interesse gewihren diirften. Bei der 
giinzlichen Neuheit des Feldes aber, auf welchem ich jetzt arbeite, 
und bei der kaum zu bewiiltigenden Complicirtheit, glaube ich, dass 
ich jahrelanger Arbeit bediirfen werde, ehe ich zu stricten Resultaten 
komme.“ 

Kronecker hatte schon friih herausgefiihlt, und die Abhandlung 
aus dem Jahre 1853 enthilt dariiber bereits eine Andeutung, dass niichst 
den Gleichungen, die wir jetzt in etwas weiterem Sinne, als Kronecker 
diesen Ausdruck urspriinglich brauchte, Abel’sche nennen, und die, 
wie Kronecker zuerst erkannt hat, alle durch die Einheitswurzeln 
gelést werden, die aus der sogenannten. complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen stammenden Gleichungen von fundamentaler 
Bedeutung sind, dass gewissermassen die nichst héhere Zahlenart durch 
sie definirt wird. Diesen Gleichungen wandte sich daber im natiirlichen 
Fortschritt seiner Untersuchungen sein hauptsiichlichstes Interesse zu. 
Die Fortschritte, die wir Kronecker auf diesem Gebiete verdanken, 
gehéren zu den werthvollsten Bereicherungen der Algebra. 

Abel hatte in seinen Untersuchungen iiber elliptische Functionen 
die Frage gestellt, unter welchen Bedingungen eine algebraische Multi- 
plication der elliptischen Functionen mit einem andern als ganzzahligen 
Multiplicator méglich sei; es ergiebt sich leicht, dass die Bedingung 
dafiir die ist, dass die Perioden einer homogenen Gleichung zweiten 
Grades geniigen, so dass das Periodenverhiiltniss durch die Quadrat- 
wurzel aus einer negativen ganzen Zahl ausgedriickt ist. Abel hatte 
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auch erkannt, dass fiir den Modul der elliptischen Functionen hieraus 
eine algebraische Gleichung resultirt; und hat spiiter ohne Beweis aus- 
gesprochen, dass diese Gleichung zu den algebraisch lésbaren gehdre. 

Zu diesen Siitzen hat Kronecker zuniachst die Beweise gesucht, 
und wurde dadurch zu den merkwiirdigsten Eigenschaften und Be- 
ziehungen dieser Gleichungen und der durch sie definirten algebraischen 
Zahlen gefiihrt. 

Der Kernpunkt dieser Ergebnisse ist die enge Beziehung zur Theorie 
der quadratischen Formen, eben jener Formen, deren Wurzeln die 
singuliren Periodenverhiiltnisse sind. Es zeigt sich, dass zu jeder 
negativen Determinante cine algebraische Gleichung mit rationalen 
Coéfficienten gehért, deren Wurzeln die von Kronecker so genannten 
singuliiren Moduln sind, so dass jeder Wurzel dieser Gleichung eine 
Classe iiquivalenter quadratischer Formen entspricht, und dass sonach 
der Grad dieser Gleichung der Classenzahl fiir die betreffende Deter- 
minante gleich ist. Die Gleichung ist irreducibel im absoluten Rationali- 
tiitsbereich, zerfaillt aber in Factoren, wenn die Quadratwurzeln aus 
den in der Determinante aufgehenden Primzahlen adjungirt werden, 
und zwar entspricht jedem dieser Factoren ein Geschlecht von Formen- 
classen. 

Die Gleichung ist, von einigen besonderen Fiillen abgesehen, im 
absoluten Rationalitiitsbereich keine Abel’sche; sie wird es erst durch 
Adjunction der Quadratwurzel aus der Determinante; dann aber ent- 
spricht ihre Gruppe genau der von Gauss entdeckten Gruppe der 
Composition der Classen quadratischer Formen; die Gleichung ist als 
Abel’sche algebraisch lésbar. 

Dass diese Zahlen fiir die Abel’schen Gleichungen im quadra- 
tischen Rationalitiitsbereich mit negativer Discriminante dieselbe all- 
gemeine Rolle spielen, wie die Einheitswurzeln fiir den absoluten 
Rationalititsbereich, d. h. dass die Wurzeln aller Gleichungen, die 
nach Adjunction einer imaginiren Quadratwurzel Abel’sche Glei- 
chungen sind, durch diese Zahlen rational darstellbar sind, hat 
Kronecker mehrfach ausgesprochen. Den Beweis dafiir und ebenso 
die Uebertragung auf positive Discriminanten, mit der sich Kronecker 
gleichfalls beschiftigt hat, suchen wir noch vergeblich. 

Indem ich so in den grossen Ziigen die Hauptmomente der Theorie 
der complexen Multiplication auffiihre, erkennt man leicht, wie sie 
volistiindig parallel liuft mit der Theorie der quadratischen Formen 
von negativer Determinante, so dass diese auch aus der complexen 
Muitiplication abgeleitet und bewiesen werden kann, und so zwischen 
zwei auf ganz verschiedenem Boden gewachsenen Disciplinen ein 
ebenso unerwarteter als merkwiirdiger und fruchtbarer Zusammenhang 
hergestellt ist. 
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Noch mannigfache Resultate und Erscheinungen der Algebra und 
Zahlentheorie haben diese Untersuchungen zu Tage gebracht; ich 
erwihne die merkwiirdige Beziehung zu der Pell’schen Gleichung, 
zum Beweis des Satzes, dass eine primitive quadratische Form unend- 
lich viele Primzahlen darstellen kann, die merkwiirdigen Relationen 
zwischen den Classenzahlen quadratischer Formen verschiedener Deter- 
minanten und anderes, was sich hier nicht gut ausfiihren lisst. Die 
Anfinge dieser Arbeiten fallen, wie der erwahnte Briefwechsel mit 
Dirichlet zeigt, schon in die fiinfziger Jahre, und vielleicht noch 
friiher. Es zieht sich aber das Interesse an dem Gegenstand durch 
das ganze wissenschaftliche Leben Kronecker’s, und noch in den 
Abhandlungen ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen“, die seit dem 
Jahre 1883 bis kurz vor des Verfassers Tod in lingerer Reihe in den 
Sitzungsberichten der Berliner Akademie erschienen sind, werden diese 
Fragen beriihrt. 

Daneben geht noch eine andere Art der Anwendung der elliptischen 
Functionen auf die Zahlentheorie, die sich von der Theorie der singu- 
laren Moduln wesentlich dadurch unterscheidet, dass der Modul variabel 
bleibt; die Entdeckung dieser Beziehung geht auf Dirichlet zuriick, 
der sie in seiner beriihmten Abhandlung ,,Recherches sur diverses 
applications de l’analyse infinitésimale 4 la théorie des nombres“ 
zuerst beriihrt und die in dem erwahnten Briefwechsel schon Gegen- 
stand der Besprechung ist; diese Untersuchungen, die auch auf das 
Gebiet der Thetafunctionen zweier Verinderlicher hiniiberspielen, und 
auch fiir dieses bemerkenswerthe Resultate und Beziehungen zu 
elliptischen Thetafunctionen ergaben, werden von Kronecker in seinen 
letzten Publicationen in sehr merkwirdiger Weise verallgemeinert. Es 
ist mit aber hier nicht méglich, von dem Gedankeninhalt dieser Um- 
formungen, die wohl noch einer weiteren Verarbeitung wiirdig wiren, 
in kurzen Worten eine Vorstellung zu geben. 

Um eine formale Seite der Kronecker’schen Forschungen zu 
erwihnen, die in seinen spiiteren Jahren mehr und mebr von ihm 
betont wird, will ich auf sein Bestreben hinweisen, invariante Eigen- 
schaften mdglichst, wie er sich ausdriickt, in Evidenz treten zu lassen, 
d. h. die Formeln in eine Gestalt zu bringen, in der ihre invarianten 
Eigenschaften unmittelbar in die Augen springen. Als Beispiel will 
ich die Formeln erwihnen, die ihn noch in seiner letzten Zeit be- 
schiftigt haben, mittels deren er die elliptischen Functionen durch 
Fourier’sche Doppelreihen darstellt, die eine grosse Eleganz und 
Einfachheit der Form haben, und die die doppelte Periodicitaét un- 
mittelbar erkennen lassen; freilich auf Kosten einer andern Kigenschaft, 
die darin. verdeckt ist, nimlich Functionen complexen Arguments 
zu sein. 
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Kronecker hatte seine algebraischen Untersuchungen nicht mit 
dem glinzenden Erfolge fiihren kénnen, wenn er nicht tiber ein Hitlfs- 
mittel verfiigt hatte, auf das ich jetzt Ihre Aufmerksamkeit lenken 
miéchte. 

Durch die Einfiihrung der complexen Zahlen hatte Gauss der 
Zahlentheorie ein grosses neues Forschungsgebiet erdffnet. Zuniichst 
veranlasst durch die Untersuchung der biquadratischen Reste hatte 
Gauss einen Zahlkérper betrachtet, der ausser den rationalen Zahlen, 
vierte EKinheitswurzeln enthailt. Auf diesen Zahlkérpern lisst sich die 
rationale Zahlentheorie in allen wesentlichen Punkten, namentlich der 
Satz tiber Theilbarkeit und Zerlegung in Primfactoren, ohne Schwierig- 
keit tibertragen, und dasselbe gelang auch bei anderen Zahlkérpern, 
z. B. dem, der aus cubischen Einheitswurzeln abgeleitet ist. Wie aber 
diese Betrachtungen weiter verfolgt und auf Kinheitswurzeln héherer 
Grade tibertragen wurden, trat eine Erscheinung zu Tage, die zuniichst 
ein uniiberwindliches Hinderniss eines weiteren Fortschritts schien. 

Wiihrend nimlich im rationalen Zahlkérper die Primzahlen die 
doppelte Eigenschaft haben, nicht weiter in Factoren zerlegbar zu 
sein, und ein Product mehrerer Factoren nur dann zu theilen, wenn 
sie wenigstens einen der Factoren des Products theilen, woraus dann 
folgt, dass eine Zahl nur auf eine Art in Primfactoren zerlegbar ist, 
treten in den héheren Zahlkérpern Zahlen auf, die zwar nicht weiter 
zerlegbar sind, aber doch ein Product theilen kénnen, ohne einen 
seiner Factoren zu theilen, so dass eine Zahl auf mehr als eine Art 
in unzerlegbare Factoren zerfillt werden kann. Diese unzerlegbaren 
Factoren haben also noch nicht den Charakter wahrer Primfactoren. 
Kummer hat fir die Kreistheilungszahlen diese Schwierigkeit tiber- 
wunden durch die Schépfung der idealen Factoren, indem er definitions- 
weise sagt, eine Zahl ist durch einen gewissen idealen Factor (der 
keine selbstiindige Existenz hat) theilbar, wenn sie einer gewissen 
Congruenzbedingung geniigt. : 

Diese Methode war aber nur den Kreistheilungszahlen angepasst 
und bedurfte der Verallgemeinerung auf beliebige Zahlkérper, Es ist 
klar, dass eine allgemeine Zahlentheorie, die zugleich die Algebra 
umfasst, erst dann sich entwickeln kann, wenn diese Schwierigkeit 
iiberwunden ist, und dass sie nur dadurch itiberwunden werden kann, 
dass man den Begriff der Theilbarkeit durch einen anderen ersetzt, 
aus dem die gewdhnliche Theilbarkeit als specieller Fall abgeleitet 
werden kann. 

Auch in der Theorie der algebraischen Functionen einer oder 
mehrerer Veriinderlichen herrschen analoge Gesetze wie in der Theorie 
der Zahlen, und eine allgemeine Theorie der Theilbarkeit muss auch 
diese umfassen, 
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Eine Verallgemeinerung eines Begriffes ist aber nach verschiedenen 
Seiten hin denkbar und méglich. So sind auch auf verschiedenen 
Wegen Kronecker und Dedekind zu einer gleich vollstindigen 
Lésung dieser Aufgabe gelangt, Dedekind indem er nicht einzelne 
Zahlen, sondern Systeme von Zahlen betrachtet, die als Specialfall das 
System aller Multipla einer festen Zahl enthalten, die er Ideale nennt. 
ein Name, der aber nur historischen Ursprung hat, und zu Ehren der 
Kummer’schen Schépfung gebildet ist. Nachdem Multiplication und 
Theilbarkeit dieser Ideale definirt ist, wird bewiesen, dass jedes Ideal 
auf eine einzige Weise in Primfactoren, d. h. Primideale, zerlegbar 
ist, in voélliger Uebereinstimmung mit den Gesetzen der Theilbarkeit 
bei den rationalen Zahlen. 

Kronecker hat seine Theorie, von der er lingst Gebrauch ge- 
macht hatte, im Zusammenhang verdffentlicht in der Festschrift, die 
er dem alten Freund Kummer zum fiinfzigjihrigen Doctorjubilium 
am 10, Sept. 1881 mit warmen Worten der Dankbarkeit und Anhiinglich- 
keit iiberreichte, die zugleich auch im Journal fiir Mathematik ab- 
gedruckt wurde. 

Es ist unméglich, in der Kiirze und ohne Anwendung mathe- 
matischer Formeln einen Ueberblick iiber den Inhalt der gedanken- 
reichen und schwer geschriebenen Festschrift zu geben. Vielleicht 
aber gelingt es mir, von dem Grundgedanken wenigstens eine ungefiihre 
Vorstellung zu geben, wenn ich an ein Beispiel aus der Functionen- 
theorie ankniipfe, wo die Verhiiltnisse durch die Benutzung der 
Riemann’schen Mittel anschaulicher werden und auch ohnehin wohl 
der Mehrzahl unter Ihnen vertrauter sind, als die analogen Begriffe 
der Zahlentheorie. 

Man denke sich algebraische Functionen einer Veriinderlichen in 
einer Riemann’schen Fliche dargestellt; das System aller dieser 
Functionen bildet einen Kérper oder nach Kronecker’s Terminologie 
einen Gattungsbereich. Die ganzen Functionen darunter sind die, die 
im Endlichen endlich bleiben. Das System aller ganzen Functionen, 
die in einem festen Punkt oder in einer festen Punktgruppe ver- 
schwinden, bildet nach Dedekind’s Bezeichnung ein Ideal, und die 
Multiplication besteht in der Zusammenfassung der Nullpunkte der 
Factoren zu einer neuen Punktgruppe. 

Kronecker bildet ganze rationale Formen von beliebigen Hiilfs- 
variablen, die an sich mit der Frage nichts zu thun haben, deren 
Coéfficienten ganze Functionen des betrachteten Kérpers sind. Wenn 
diese Coéfficienten alle in einem und demselben Punkt verschwinden, 
so werden die Coéfficienten der Norm ganze rationale Functionen der 
unabhingigen Variablen sein, die einen gemeinsamen Linearfactor 
haben. Haben die Coéfficienten der Norm keinen gemeinsamen Theiler, 
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so heisst die Form eine primitive. Solche Formen spielen die Rolle 
von Einheiten und kénnten daher wohl auch Einheitsformen genannt 
werden; und nun gelingt es, jede Form und folglich auch jede Func- 
tion des Kérpers in Primfactoren wirklich zu zerlegen, wenn man in 
den Factoren auch gebrochene Formen zulisst, die im Nenner Hin- 
heitsformen enthalten. Diese Zerlegung ist eine vollig bestimmte, 
abgesehen von Kinheitsformen, die im Zahler und Nenner in ver- 
schiedener Weise auftreten kénnen. 

Ganz dasselbe gilt auch, wenn die Coefficienten der Formen nicht 
einem Functionenkérper, sondern einem Zahlenkérper angehdren, und 
so ist eine ausreichende Grundlage fiir die Zahlentheorie aller dieser 
Koérper gewonnen. 

Hiermit ist nun freilich erst der Ausgangspunkt fiir die Theorie 
gekennzeichnet; alle die tiefer greifenden Untersuchungen, die wir in 
der Schrift noch finden, zumal die auf die Discriminante des Kérpers 
und die Kigenschaften der in ihr enthaltenen Factoren sich beziehen, 
kénnen hier nicht beriihrt werden; es sei nur noch erwihnt, dass die 
Theorien von Dedekind und Kronecker trotz der Verschiedenheit 
der Ausgangspunkte in den Resultaten tibereinstimmen; genauer gesagt, 
dass die Dedekind’schen Primideale in wechselseitig eindeutiger 
Weise auf die Kronecker’ schen Primfactoren bezogen werden kénnen. 
Dies spricht fiir die innere Wahrheit und Nothwendigkeit beider Theorien. 

Es kann nicht die Aufgabe dieser Gediichtnissrede sein, alle die 
schénen und werthvollen Untersuchungen zu besprechen oder auch nur 
zu erwihnen, die das reiche wissenschaftliche Leben Kronecker’s 
ausmachen. Das Verzeichniss der Abhandlungen Kronecker’s enthilt 
nicht weniger als 144 Nummern; ich habe mich in meiner sehr un- 
vollstiindigen Schilderung an das gehalten, was mir das allgemeinste, 
principiel! wichtigste erschien, und wovon ich zugleich hoffen konnte, 
einem grésseren Kreis eine ungefihre Anschauung zu tibermitteln. 
Auch sind mir selbst nicht alle Seiten von Kronecker’s viel- 
umfassender Thitigkeit gleichmiissig vertraut und bekannt. Lassen Sie 
mich aber noch einen Gegenstand wenigstens kurz beriihren, der einen 
bemerkenswerthen Fortschritt in Kronecker’s algebraischen An- 
schauungen kennzeichnet, und der zugleich geeignet ist, in weiteren 
Kreisen Interesse zu erwecken, das sind seine Untersuchungen iiber 
die Gleichungen fiinften Grades und ihren Zusammenhang mit der 
Transformationstheorie der elliptischen Functionen. 

Es war wohl Hermite, der zuerst den Gedanken aussprach, dass, 
wenn man nach Galois die Modulargleichung sechsten Grades, die 
bei der Transformation fiinften Grades der elliptischen Functionen 
auftritt, auf den fiinften Grad reducirt, man mit Hiilfe von Gleichungen, 
die den vierten Grad nicht iibersteigen, eine Uebereinstimmung mit 
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der allgemeinen Gleichung fiinften Grades herstellen kann, und dass 
man daraus eine Art Auflésung der Gleichung fiinften Grades gewinnt, 
ahnlich wie man seit lange gewohnt ist, die Dreitheilung des Winkels 
zur Auflésung einer Gleichung dritten Grades zu benutzen. In einem 
von Hermite verdffentlichten beriihmt gewordenen Brief hat nun 
Kronecker diesen Gegenstand von ganz anderer Seite beleuchtet und 
auf seinen algebraischen Kern zuriickgefiihrt. 

Bei Kronecker tritt zuniachst die Zuriickfiihrung auf die Trans- 
formationsgleichung der elliptischen Functionen zuriick hinter der all- 
gemeinen Frage, wie man die Gleichung fiinften Grades von einer 
mdglichst einfachen Normalgleichung abhingig machen kann. Als 
nichstliegendes Ziel stellt sich dar die Zuriickfiihrung auf eine Glei- 
chung, die nur von einem Parameter abhiingig ist, wie es in der That 
bei den aus der Transformation der elliptischen Functionen stammen- 
den Gleichungen, die nur von dem Modul der elliptischen Functionen 
abhangig sind, zutrifft. Zunichst enispricht dieser Forderung bereits 
die Jerrard’sche Form der Gleichungen fiinften Grades, deren sich 
Hermite bedient hat; aber auch gewisse Resolventen sechsten Grades, 
die sich, wie Kronecker gezeigt hat, auf mannigfache Weise mit 
den Modulargleichungen sechsten Grades in Einklang bringen lassen. 

Aber Kronecker stellt sich noch eine weitere Aufgabe. Er 
versucht, das Ziel zu erreichen nur durch Benutzung solcher Irratio- 
nalitiiten, die sich rational durch die Wurzeln der zu lésenden Glei- 
chung ausdriicken lassen, die er als die einfachsten, der Gleichung 
natiirlichsten betrachtet. Dieser Forderung legte er ein grosses Gewicht 
bei. Da aber der Versuch, ihr zu geniigen, nicht gelang, so sprach 
er den Satz aus, dass die Forderung tiberhaupt unerfiillbar sei, dass 
also durch natiirliche Irrationalititen die Gleichung fiinften Grades 
nicht in eine nur von einem Parameter abhingige Gleichung trans- 
formirbar sei. Kinen Beweis fiir diesen Satz hat er nicht publicirt; 
dass aber der Satz richtig ist, haben spitere Untersuchungen dar- 
gethan. 

Eine wesentliche Liicke wiirde aber in dem Bilde des Mathematikers 
Kronecker bleiben, wenn ich seine Stellung zu den fundamentalen, 
philosophischen Fragen der Mathematik mit Stillschweigen iibergehen 
wollte. Es ist ein Standpunkt, der besonders in seinen spiteren 
Jahren hervortrat, vielleicht mehr noch im persénlichen Verkehr als 
in der Oeffentlichkeit; aber auch 6ffentlich hat er seine Anschauungen 
nicht verleugnet und z. B. in der Festschrift zu Zeller’s Jubiléum 
scharf hervorgekehrt. 

In Bezug auf Strenge der Begriffe stellt er die héchsten An- 
forderungen und sucht alles, was Biirgerrecht in der Mathematik 
haben soll, in die krystallklare eckige Form der Zahlentheorie zu 
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zwingen. Manche von Ihnen werden sich des Ausspruchs erinnern, 
den er in einem Vortrag bei der Berliner Naturforscher- Versammlung 
im Jahre 1886 that: ,,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, 
alles andere ist Menschenwerk“. 

So war ihm alles, was sich nicht eines arithmetischen Ursprungs 
unmittelbar bewusst war, unsympathisch, und sein Streben ging dahin, 
nicht nur in der Algebra, sondern auch in der Functionentheorie die 
arithmetische Abstammung deutlich hervortreten zu lassen. 

Aber freilich hat er auch an jenem ,,Menschenwerk* manches 
bekimpft und verworfen, was sich seit der Zeit des alten Euklid 
als gut und brauchbar und als logisch richtig erwiesen hat, wenn er 
z. B. eine Definition nur dann fiir zulissig erklart, wenn sie in jedem 
Falle durch eine endliche Anzahl von Schliissen erprobt werden kann. 
Er bricht damit den Stab nicht nur iiber alle die neueren Versuche, 
zu einer logisch verstindlichen Auffassung der Irrationalzahlen zu 
gelangen, sondern auch iiber Euklid’s darauf beziigliche Defini- 
tionen. 

Die Consequenz dieser Auffassungsweise war, dass Kronecker 
der geometrischen Anschauung in mathematischen Dingen nur eine 
bedingte Berechtigung einriiumte; und in der That findet man in 
seinen Arbeiten von diesem Hiilfsmittel nur sehr beschrankten Gebrauch 
gemacht. Dass er es aber, wo er es am Platze hielt, mit Meister- 
schaft handhabte, beweisen seine Arbeiten iiber die Charakteristiken 
und die Sturm’schen Reihen, auf die hier naher einzugehen ich mir 
versagen muss. 

Dass Krenecker’s wissenschaftliche Arbeit eine ausgezeichnet 
productive war, der es nur auf das Entdecken und Erkennen ankam, 
hatte den Erfolg, dass viele seiner wichtigsten Schépfungen lange Zeit 
nicht ausfiihrlich und mit Beweisen publicirt waren; erst in den letzten 
Jahren hat er angefangen, manche seiner Untersuchungen im Zusam- 
menhang darzustellen, und iiber manches dirfen wir vielleicht noch 
aus dem Nachlass Aufschluss hoffen. 

Um so wichtiger war es, dass Kronecker von dem ihm als 
Mitglied der Akademie zustehenden Recht, an der Universitat Vor- 
lesungen zu halten, regelmissig und umfassend Gebrauch machte. 
Seine Vorlesungen waren ausschliesslich den Gegenstiinden gewidmet, 
denen er sein eigenes wissenschaftliches Interesse zugewandt hatte, 
und so waren seine Forschungsresultate dem Kreise seiner vertrauteren 
Schiiler schon friih bekannt, und seine Vorlesungen gehérten, wenn 
auch nur den fortgeschrittenen und wissenschaftlich interessirten 
Schiilern verstindlich, zu dem Werthvollsten und Eigenartigsten, was 
die Berliner Universitat dem Mathematiker bot. 

Gleichwohl hat Kronecker nicht in dem Masse eine mathe- 
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matische Schule begriindet, wie wir das von anderen hervorragenden 
Lehrern wissen. 

Er selbst spricht sich hiertiber in dem schénen und merkwiirdigen 
Briefe aus, den er einige Monate vor seinem Tode an Georg Cantor 
in Halle gerichtet hat, und der in dem vorigen Jahresbericht unserer 
Vereinigung abgedruckt ist. 

»leh mag auch bei uns nicht den Ausdruck ,,Schiiler“ gern; wir 
wollen und brauchen keine Schule, sondern wir gehen nur in den 
Wegen fort, die uns ein Lehrer oder Vorginger geebnet und gewiesen 
hat, wenn wir meinen, auf diesem Wege weitere Ziele erreichen zu 
kénnen. Wir wollen und brauchen keine Schule, weil in unserer 
absolut klaren Wissenschaft jede neue Entdeckung die bisherige Schul- 
weisheit werthlos machen kann. Das hat uns ja die Geschichte unserer 
Wissenschaft oft genug gezeigt.“ 

Eine Berufung nach Gottingen, die im Jahre 1868 an ihn ergangen 
war, lehnte er ab, da er seine Thiatigkeit an der Berliner Universitit 
im Kreise der wissenschaftlichen Freunde und Collegen aus der Akademie 
hdher schitzte. 

Als aber Kummer im Jahre 1883 wegen hohen Alters von der 
Lehrthitigkeit zuriicktrat, tibernahm Kronecker eine ordentliche 
Professur an der Berliner Universitit. Den dadurch vermehrten Lehr- 
pflichten in Vorlesungen und Seminar kam er mit grésstem Eifer nach. 
Seine den verschiedensten Nationalitiiten angehérigen Schiiler, denen 
er allen ein warmes persdnliches Interesse entgegenbrachte, hingen 
mit grésster Verehrung und Dankbarkeit an ihm. Manche sind darunter, 
die seine Ideen selbstindig weiter gebildet haben. Die ihm nach 
Borchardt’s Tod zugefallene Redaction des Crelle’schen Journals 
leitete er seit dem Jahre 1881 mit Umsicht und Gewissenhaftigkeit. 

Lassen sie mich schweigen von den Ehren und Auszeichnungen, 
die ihm ungesucht in reichem Masse von Regierungen und gelehrten 
Gesellschaften zu Theil wurden; aber ich will dem Bilde noch einige 
Ziige hinzufiigen, die geeignet sind, den ausserordentlichen Mann im 
Kreise seiner Freunde und Collegen und im 6ffentlichen Leben zu 
kennzeichnen, Ziige, die ich den Mittheilungen des Sohnes des Ver- 
storbenen verdanke. 

Vermége seiner grossen Erfahrung und Tiichtigkeit in Dingen des 
praktischen Lebens, seiner Gewandtheit im klaren und formvollendeten 
schriftlichen und miindlichen Ausdruck hat er sich auch den geschift- 
lichen Angelegenheiten, die seine Stellung als Mitglied der Akademie 
und der Facultét mit sich brachten, mit grossem Kifer und Erfolg 
gewidmet. Die mustergiiltige Ordnung der Angelegenheiten der aka- 
demischen Druckerei, die Neuredaction der Akademie-Statuten sind vor- 
zugsweise sein Werk. Auch fungirte er erfolgreich als Mitglied des 
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wissenschaftlichen Beiraths des geoddtischen Instituts bis zu dem Zeit- 
punkt, wo dieser Beirath durch ministerielle Verfiigung aufgelést wurde, 

In vielen wichtigen Fragen, die das Wohl der Universitit und 
der Akademie betrafen, war sein Rath von entscheidendem Einfluss, 
und stets war er bereit, durch seine Erfahrang und practische Tiichtig- 
keit nicht nur dem Gemeinwohl, sondern auch seinen Freunden in 
wissenschaftlichen wie in persdénlichen Angelegenheiten zu rathen und 
zu helfen. 

Sein Haus war eine Stiitte heiterer Geselligkeit. Er liebte es, 
seine Freunde und deren Familien in kleinerem und grésserem Kreise 
um sich zu versammeln. Er hatte es besonders gern, wenn diese 
Abende durch Musik verschént wurden; diese war ihm iiberhaupt die 
liebste der Kiinste; er hat das Clavierspiel und in seiner Jugend auch 
den Gesang eifrigst gepflegt, sich auch in friiheren Zeiten in eigenen 
Compositionen versucht. 

Tieferes Interesse und Verstiindniss brachte er aber auch den 
bildenden Kiinsten entgegen, Seine Ferienreisen, die er alljihrlich 
innerhalb Deutschlands, nach Oesterreich, der Schweiz und Italien, 
nach Frankreich, Holland und Belgien, nach Grossbritannien und 
Skandinavien unternahm, galten neben der kérperlichen und geistigen 
Erholung und der Ankniipfung und Erhaltung der Verbindung mit 
wissenschaftlichen Freunden, dem Genuss der schénen Natur und dem 
Studium der Kunstwerke dieser Liinder. 

Fiir das classische Alterthum und seine Cultur hatte er stets eine 
grosse Vorliebe, und war in dem Meinungsstreit der letzten Jahre ein 
Gegner der Realschulbildung. Sein eigenes Interesse an der griechischen 
Sprache und Litteratur bethitigte er als eifriges Mitglied der ,,Graeca“, 
einer geselligen Vereinigung, die sich mit der Uebersetzung und 
Erliuterung griechischer Classiker beschiiftigte, zu der ausser den 
bedeutendsten Fachminnern der Berliner Universitit und Akademie 
auch aus anderen Lebenskreisen gebildete und hochstehende Manner 
zahlten. 

Auch in der Politik ist Kronecker einmal hervorgetreten, als 
im Jahre 1869 der Finanz-Minister Camphausen den Gesetzentwurf 
iiber die Consolidation der Preussischen Staatsschuld einbrachte. 
Kronecker bekimpfte in einer Broschiire, der ausfiihrliche Tabellen 
und Berechnungen beigegeben sind, diesen Gesetzentwurf, den er fiir 
nachtheilig hielt, freilich ohne Erfolg. 

In seinen politischen Anschauungen war Kronecker 1848 und 
in den folgenden Jahren liberal, hat sich aber spiiter gewendet. Er 
gehorte zu den ersten seines Kreises, die Bismarck’s deutschen Beruf 
erkannten und blieb bis zu seinem Lebensende ein enthusiastischer 
Bewunderer des ersten deutschen Kanzlers. Den gliicklichen Ausgang 
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des Krieges 1870/71 sah er voraus. Am 30. Juli 1870, also vor der 
Schlacht bei Weissenburg, schreibt er an seine Frau, nachdem er die 
materiellen und sittlichen Grundlagen der deutschen Riistung geschildert : 
ysonst erhob eine feste Macht Frankreichs oder sein Bewusstsein der 
grossen Errungenschaften seiner Revolution den Muth seiner Armeen, 
selbst wenn sie einen Misserfolg hatten, — heut ist alles morsch und 
miirbe, und nach kurzem Donner der Kriegsgeschiitze wird jenes 
Gebiaude des zweiten Kaiserreichs zerfallen, dessen Glanz doch nur 
der eines Theaterpompes ist und dessen faule Grundlage nur auf der 
Vernichtung alles Sittlichen beruht.“ 

Seine religidse Weltanschauung entsprach von der Zeit an, da er 
in den oberen Classen des Gymnasiums am christlichen Religions- 
unterricht theilnahm, den Lehren des evangelischen Christenthums, in 
denen er seine Kinder erziehen liess. Er selbst zégerte aus Gewissens- 
bedenken mit seinem Uebertritt zum Christenthum bis in sein letztes 
Lebensjahr. 

Kronecker war, obwohl von sehr kleiner Statur, bis in seine 
letzte Lebenszeit kérperlich riistig, in friiherer Zeit ein guter Turner 
und Schwimmer, spiiter ein tiichtiger Bergsteiger. Seit dem Tode 
seiner Frau (23. Aug. 1891) war er kérperlich und seelisch gebrochen, 
wenn auch der Geist noch in der gewohnten Wissenschaft fortarbeitete. 
Mitte December befiel ihn eine Bronchitis, die die gesunkenen Kriifte 
rasch aufzehrte und am 29, Dez. 1891 seinem reichen Leben ein Ende 
machte. Sein Name aber wird in der Wissenschaft forttben und 
unter den besten mit Ehren genannt werden. 


Schriften von L. Kronecker*). 


1845. 
1. Beweis, dass fiir jede Primzahl p die Gleichung 1+ 2+ 2?+.---+2?—'=0 
irreductibel ist. J. fiir Math, XXIX. 280. 
2. De unitatibus complexis. Dissertatio inauguralis. §§ 1—16. Berolini. 35S. 


1853. 
3. Ueber die algebraisch auflésbaren Gleichungen. Monatsber. 365—374. 
Uebersetzt in Serret, Cours d’Algébre supérieure, I. Aufl. Note XIII. 560 --569 : 


Sur les équations résolubles algébriquement (1854), in den spiiteren Auf- 
lagen ebenfalls abgedruckt. 


1854. 


4, Mémoire sur les facteurs irréductibles de l’expression (**—1). Journ. de 
Math, (1) XIX. 193—208. 


*) Nach dem durch K. Hensel vervollstiindigten Kataloge Kronecker’s 
chronologisch geordnet von E, Lampe. 
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Note sur les fonctions semblables des racines d’une équation, Journ, de 
Math, (I) XIX. 279—280. 


1856. 


. Sur quelques fonctions symétriques et sur les nombres de Bernoulli. Journ. 


de Math. (2) I. 385—391. 


. Sur une formule de Gauss, Journ. de Math. (2) I. 392—395. 


Démonstration d'un théoréme de M. Kummer. Journ. de Math. (2) I. 
396—398. 


. Démonstration de l'irréductibilité de ’équation 2"~!+ a2"? + ...-a+1=0 


ou » dénote un nombre premier. Journ. de Math. (2) I. 399-400. 


. Ueber die algebraisch auflisbaren Gleichungen. Monatsber, 203 —215. 


1857. 


. Ueber elliptische Functionen, fiir welche complexe Multiplication stattfindet, 


Monatsber. 455—460. 
Uebersetzt von Hoiiel in Journ, de Math. (2) III. 265—270: Sur les fonc- 
tions elliptiques et sur la théorie des nombres (1858). 


. Zwei Sitze tiber Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten. J. fiir Math. 


LIT. 178—175. 


. Ueber complexe Einheiten, J. fiir Math. LIII, 176—181. 


1858. 


. Sur la résolution de l’équation du cinquiéme degré. Extrait d’une lettre 


adressée & M, Hermite. Comptes Rendus XLVI. (I. Sem.) 1150—52. 


. Ueber Gleichungen des siebenten Grades. Monatsber. 287—289. 


1859, 


Ueber kubische Gleichungen mit rationalen Coefficienten. Journ. fiir Math. 
LVI. 188. 

Extrait d’une lettre de M. Kronecker a M. Brioschi (sur la théorie des 
substitutions). Annali di Mat. (2) II. 131, 


1860. 


Ueber die Anzahl der verschiedenen Klassen quadratischer Formen von nega- 
tiver Determinante. J. fiir Math, LVII, 248—255. 
Uebersetzt von Hoiiel in Journ. de Math. (2) V. 289—299: Sur le nombre 
de classes différentes de formes quadratiques 4 déterminants négatifs (1860). 


1861. 


Mittheilung iiber algebraische Arbeiten. Monatsber. 609—617, 
Uebersetzt von Hoiiel in Ann, de l'Ec. Norm. III, 279—286: Note de 
M. Kronecker sur ses travaux algébriques (1866). 


20. Ueber die Gleichungen fiinften Grades. J, fiir Math. LIX. 306—310. (Theil- 


weiser Abdruck von Nr. 19.) 
Ueber die Bedingungen der Integrabilitit. J. fiir Math. LIX. 311—312. 
Antrittsrede. Monatsber. 637—639. (Erwiederung von Encke. 640—642). 
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26 


28. 


30. 


31. 
31a. 
32. 
33. 
34, 
35. 


36. 


37. 


38. 
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1862. 


Ueber eine neue Eigenschaft der quadratischen Formen von negativer Deter- 
minante. Monatsber. 302—311. 
Uebersetzt von Hoiiel in Ann. de I’Ec. Norm. III. 287—294: Sur une 
nouvelle propriété des formes quadratiques de déterminant négatif (1866). 
Ueber die complexe Multiplication der elliptischen Functionen. Monatsber. 
363—372. 
Uebersetzt von Hoiiel in Ann, de l’Ec, Norm. III. 295—302; Sur la multi- 
plication complexe des fonctions elliptiques (1866). 


1863. 


Ueber die Auflisung der Pell’schen Gleichung mittelst elliptischer Func- 
tionen. Monatsber. 44—50. 
Uebersetzt von Hoiiel in Ann. de I'Ke. Norm. III. 303—308: Sur la 
résolution de l’équation de Pell au moyen des fonctions elliptiques (1866). 
Ueber die Klassenanzahl der aus Wurzeln der EKinheit gebildeten complexen 
Zahlen. Monatsber. 340—345. 


1864. 


Ueber den Gebrauch der Dirichlet’schen Methoden in der Theorie der 
quadratischen Formen. Monatsber. 285—303. 


1865. 
Ueber einige Interpolationsformeln fiir ganze Functionen mehrerer Variabeln. 
Monatsber. 686—691. 

1866. 


Ueber bilineare Formen. Monatsber. 597—612. 
Abgedruckt im J. fiir Math. LXVIII. 273—285. (1868). 


1868. 


Bemerkungen zu Weierstrass’ Abhandlung: Zur Theorie der bilinearen 
und quadratischen Formen. Monatsber. 339—346. ; 


1869. 


Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabeln. Monatsber. 159—193. 
Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabeln. Monatsber. 688—698. 
Sur le théoréme de Sturm. Comptes Rendus LXVIII. 1078—82., 

Zur Potentialtheorie. J, fiir Math. LXX. 246—248. 

Bemerkungen zur Determinantentheorie. J, fiir Math. LXXII. 152—175. 
Bedenken gegen die Annahme des Gesetzentwurfs betreffend die Konsolidation 
preussischer Staatsanleihen. Berlin. Diimmler. 

Tabelle zum Konsolidationsgesetz. Berlin. Diimmler. 


1870. 


Bemerkungen zu du Bois-Reymond’s Arbeit: Die aperiodische Bewegung 
gedimpfter Magnete. Zweite Abhandlung. Monatsber. 569—570. 
Auseinandersetzung einiger Eigenschaften der Klassenanzahl idealer complexer 
Zahlen. Monatsber. 881—889. 
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1872. 


Zur algebraischen Theorie der quadratischen Formen. Monatsber. 490—504. 
Uebersetzt in Darboux Bull, [V. 256—271: Sur la théorie algébrique des 
formes quadratiques (1873). 

Darstellung dieser Untersuchungen nach einer Bearbeitung derselben von 
Kronecker: Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. 
V. Aufl. 8. 271—278, 

Zeller’s Beweis des Reciprocitiitsgesetzes fiir die quadratischen Reste. 

Monatsber. 846—847. 


1873. 


Ueber die verschiedenen Sturm’schen Reihen und ihre gegenseitigen Be 
ziehungen. Monatsber. 117—-154. 


1874. 


2, Ueber Scharen von quadratischen Formen. Monatsber. 59—76. 
3. Nachtrag zu diesem Aufsatze. 149—156. 
4. Ueber Scharen von quadratischen und bilinearen Formen. Monatsber. 206—232. 


Sur les faisceaux de formes quadratiques et bilinéaires. Comptes Rendus 
LXXVIII. 1181-1182. 
Ueber die congruenten 
397—447. 


' 


Transformationen der bilinearen Formen. Monatsber. 


1875. 


Ueber quadratische Formen von negativer Determinante, und Bemerkungen 

iiber Reuschle’s Tafeln complexer Primzahlen. Monatsber. 223—238. 

Bemerkungen zur Geschichte des Reciprocitiitsgesetzes. Monatsber, 267—274. 
Italienische Uebers. von A. Sparagna in Boncompagni Bull. XVIII, 244 
bis 249: Intorno alla storia della legge di reciprocita’, osservazioni del 
prof. Leopoldo Kronecker (1885). 


. Ueber die algebraischen Gleichungen, von denen die Theilung der elliptischen 


Functionen abhiingt. Monatsber. 498—507. 


1876. 
Bemerkung zu der Abhandlung Nr. 49 mit Bezug auf eine Notiz von Herrn 
Sylow. Monatsber, 242. 
Ueber das Reciprocitiitsgesetz. Monatsber. 331—341. Zur Mittheilung von 
Schering. Monatsber. 330—331. 
Franz. Uebers. in Darboux Bull. (2) [V. 182—192: Sur la loi de réciprocité 
(1880). 
1877. 


Ueber Abel’sche Gleichungen. Monatsber, 845—851. 


1878. 
Notiz tiber Potenzreihen. Monatsber. 53—58. 
Ueber Sturm’sche Functionen. Monatsber. 95—121. 
Ueber die Charakteristik von Functionen-Systemen. Monatsber. 145—152, 


1879. 


Entwickelungen aus der Theorie der algebraischen Gleichungen. Monatsber. 
205—229. 
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64. 
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69. 


70. 


71. 
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76. 
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77. 
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1880. 


Ueber die Irreductibilitit von Gleichungen. Monatsber. 155— 162. 

Ueber die Potenzreste gewisser complexer Zahlen. Monatsber. 404—407. 
Ueber den vierten Gauss’schen Beweis des Reciprocititsgesetzes fiir die 
quadratischen Reste. Monatsber. 686—698, 854— 860. 

Ueber die symmetrischen Functionen, Monatsber. 936 — 948. 


1881. 


Ueber die in Heun’s Aufsatz behandelten Determinanten. Gittinger Nachr. 
271 — 279. 

Zur Theorie der Elimination einer Variabeln aus zwei algebraischen Glei- 
chungen. Monatsber. 535—600. 

Adresse der Academie zu E. E, Kummer’s Doctorjubilium. Monatsber. 
895 — 898- 

Zur Theorie der elliptischen Functionen. Monatsber. 1165— 1172. 

Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer Variablen. J. fiir 
Math. XCI. 301 — 334. 


Ueber Potentiale -facher Mannigfaltigkeiten. Coll, Math. in mem. Chelini. 
224— 231. 


1882. 


Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Gréssen, J, fiir 
Math. XLII. 1—122, 
De unitatibus complexis. Dissertatio inaug, arithmetica (vergl. No. 2; 
§§ 17—20 a. a. O. nicht verdffentlicht). J. fiir Math. XCIII. 1—52, 
Festschrift zu Herrn Ernst Eduard Kummer’s fiinfzigjihrigem Doctor- 
Jubiliium, 10. September 1881. Berlin. G. Reimer. (Enthaltend Widmung, 
No, 67 u. No. 68 vereinigt.) 
Darstellung des Inhaltes durch J. Molk in Darboux Bull, (2) VIII. 
145 — 154. 
Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. 
bis 824. 
Die Composition Abel’scher Gleichungen. 
1064, 
Die cubischen Abel’schen Gleichungen des Bereichs V—3i. Sitzungsber. 
Berl. 1151— 1154. 
Zur Theorie der Abel’schen Gleichungen. J. fiir Math. XCIII. 338— 364, 


Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Formen. J. fiir Math. XCIII. 
365 — 366. 


Sitzungsber. Berl. 821 


Sitzungsber, Berl. 1059 bis 


1883. 
Sur les unités complexes. Comptes Rendus XCVI, 93—98, 148 —151, 
216— 221. 


Mit dieser Arbeit hingt eng zusammen und riihrt inhaltlich zum Theil von 
Kronecker her: : 


Sur les unités complexes, par M. J. Molk. Darboux Bull. (2) VII. 133 
bis 136. 


Ueber die Bernoulli’schen Zahlen. J. fiir Math. XCIV. 268—269. 
Die Zerlegung der ganzen Grissen eines natiirlichen Rationalitits -Bereichs 
in ihre irreductiblen Factoren. J. fiir Math. XCIV. 344—348, 
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91. 
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100. 
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Zur Theorie der elliptischen Functionen. I—V. Sitzungsber. Berl. 497 bis 
506, 525—530. 

Bemerkungen tiber die Multiplication der elliptischen Functionen. Sitzungs- 
ber. Berl. 717 —729. 

Weitere Bemerkungen iiber die Multiplication der elliptischen Functionen. 
Sitzungsber. Berl. 949— 956. 

Zur Theorie der Formen hiéherer Stufen, Sitzungsber. Berl. 957—960. 


1884. 


Ueber bilineare Formen mit vier Variablen. Abhandl. Berl, Ac. II. (1883), 
1— 60. 

Beweis des Reciprocitiitsgesetzes fiir die quadratischen Reste. Sitzungsber. 
Berl, 519—537. 

Desgl. (veriinderte Darstellung von No. II der vorigen Arbeit), J. fiir Math. 
XCVI. 348. 

Beweis einer Jacobi’schen Integralformel. Sitzungsber. Berl. 539 —540, 
3eweis des Puiseux’schen Satzes. Sitzungsber. Berl. 543 — 548. 

Ueber den dritten Gauss’schen Beweis des Reciprocitiitsgesetzes fiir die 
quadratischen Reste, Sitzungsber. Berl. 645—647. 

Der dritte Gauss’sche Beweis des Reciprocitiitsgesetzes fiir die quadratischen 
Reste, in vereinfachter Darstellung. J. fiir Math. XCVII 93— 94. 
Bemerkungen iiber ein System von Differentialgleichungen, welches in der 
vorstehenden Arbeit des Herrn von Helmholtz behandelt ist. J. fiir Math. 
XCOVII, 141—145. 

Additions au mémoire sur les unités complexes. Comptes Rendus IC 
765 —771. 

Die Periodensysteme von Functionen reeller Variabeln. Sitzungsber. Berl. 
1071 — 1080. 

Niherungsweise ganzzahlige Aufliésung linearer Gleichungen. Sitzungsber, 
Berl, 1179— 1193, 1271— 1299, 

E. du Bois-Reymond, Untersuchungen itiber thierische Elektricitit. Il. Band. 
Il. Abth, 8. 489—490. (Anmerkung.) 


1885. 


Sulle superficie algebriche irreduttibili aventi infinite molte sezioni piane 
che si spezzano in due curve. Rom. Acc. L. Rend, (4) II. 323 —324, 
Bemerkungen zu Herrn Ernst Schering’s Mittheilung (iiber das Reci- 
procititsgesetz), Sitzungsber. Berl. 117— 118. 

Die absolut kleinsten Reste reeller Gréssen. Sitzungsber. Berl. 383 bis 396, 
1045 — 1049. 

Anmerkung zur Note des Herrn A, H. Anglin: ,,Zur Theorie der sym- 
metrischen Functionen.“ J. fiir Math. XCVIII. 176. 

Sur le second théoréme de la moyenne par M, Mansion, avec un extrait 
d’une lettre de M. L. Kronecker (Une équivalence algébrique). Mathesis V. 
97 — 102. 

Ueber das Dirichlet’sche Integral. Sitzungsber. Berl. 641 —665. 

Ueber eine bei Anwendung der partiellen Integration niitzliche Formel. 
Sitzungsber, Berl. 841 — 862. 

Zur Theorie der elliptischen Functionen. VI —X. Sitzungsber. Berl. 761 
bis 784. 
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124. 
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Ueber den Cauchy’schen Satz. Sitzungsber. Berl. 785— 787. 
Briefwechsel zwischen Gustav Lejeune Dirichlet und Herrn Leopold 
Kronecker, herausgegeben von Ernst Schering. Gdéttinger Nachr. 
361 — 382. 

1886. 
Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf elementare algebraische 
Fragen, J. fiir Math. IC. 329—371. 
Ein Satz tiber Discriminanten-Formen. J. fiir Math. C. 79— 82, 
Zur Theorie der Gattungen rationaler Functionen von mehreren Variablen. 
Sitzungsber. Berl. 251— 253. 
Zur Theorie der elliptischen Functionen. XI. Sitzungsber. Berl. 701 bis 780. 
Ueber den Zahlbegriff. Samml. philos. Aufs. (Zeller). 263 — 274. 
Quelques remarques sur la détermination des valeurs moyennes. 
Rendus CllI. 980— 987. 
Darlegung arithmetischer Eigenschaften der Kugelfunctionen. Tageblatt 
der Naturforsch. Vers, LIX. 123. 
Zwei Noten zu der Abhandlung von E, E.Kummer: Zwei neue Beweise 
der allgemeinen Reciprocitiitsgesetze. J. fiir Math. C. 12 u. 16, 


Comptes 


1887. 


Ein Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik. J. fiir Math. C. 490 
bis 5i0. 

Ueber den Zahlbegriff (vgl. No. 108). J. fiir Math. Cl. 337—355. 
Bemerkungen iiber die Jacobi’schen Thetaformeln. J. fiir Math. Cll. 
260 — 272. 

Vorwort zum hundertsten Bande des J. fiir Math. 


1888. 


Ueber die arithmetischen Siitze, welche Lejeune Dirichlet in seiner 
Breslauer Habilitationsschrift entwickelt hat. Sitzungsber. Berl. 417— 423. 
Zur Theorie der allgemeinen complexen Zahlen und der Modulsysteme, 
Sitzungsber. 429— 438, 447— 465, 557—578, 595 — 612, -983 — 1016, 

Bemerkungen iiber Dirichlet’s letzte Arbeiten. Sitzungsber. Berl. 439 —442. 


1889. 
Zur Theorie der elliptischen Functionen. XII— XIX. Sitzungsber. Berl. 
53—.63, 123—135, 199— 220, 255—275, 309— 317. 
Ueber symmetrische Systeme. Sitzungsber. Berl, 349—362. 
Die Decomposition der Systeme von n? Griéssen und ihre Anwendung auf 
die Theorie der Invarianten. Sitzungsber. Berl. 479— 505, 603—614. 
Ueber eine summatorische Function. Sitzungsber. Berl. 867 — 881. 
Beweis des Reciprocititsgesetzes fiir die quadratischen Reste (Auszug aus 
No. 96,). J. fiir Math. CIV. 348—351. 
Paul du Bois-Reymond, J. fiir Math. CIV. 352—354. 


Bemerkungen iiber die Darstellung von Reihen durch Integrale. J. fiir 
Math. CV. 157-- 159, 345— 354. 
h=n—1 2 xi 


Summirung der Gauss’schen Reihen an .o 
267 — 268. h=0 


Vorwort zu G. Lejeune Dirichlet’s Werken, Bd. 1, 8S. V—VI. 


J. fiir Math, CV. 
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1890. 


Ueber die Dirichlet’sche Methode der Werthbestimmung der Gauss’ schen 
Reihen. Hamburger Festschr. 32 —36. 

Zur Theorie der elliptischen Functionen. XX—XXII, Sitzungsber. Berl. 
99—120, 123 —130, 219—241, 307-318, 1025— 1029. 

Ueber orthogonale Systeme. Sitzungsber. Berl, 525—541, 602—607, 692—699, 
873 — 884, 1063— 1080. 

Ueber die Composition der Systeme von n® Grissen mit sich selbst. 
Sitzungsber. Berl. 1081 — 1088. 

Algebraische Reduction der Scharen bilinearer Formen, Sitzungsber. Berl. 
1225 — 1237. 

Algebraische Reduction der Scharen quadratischer Formen. Sitzungsber. 
Berl, 1375 — 1383. 
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Ueber die Invarianten algebraischer Functionen von Formen. 
Von 


Ernst Woxrrine in Stuttgart. 


Die vorliegende Abhandlung beschiftigt sich mit dem Problem, 
algebraische Functionen von Grundformen als Argumente in Invarianten 
einzufiihren. (Unter Beschriinkung auf eine rationale ganze Function 
habe ich die Aufgabe bereits in aller Ausfiihrlichkeit fiir die Hesse’sche 
Covariante im terniiren Gebiet gelést (Math. Ann. Bd. 36, pag. 97) und 
werde die Lésung derselben Aufgabe im quaterniiren Gebiet spiiter 
publiciren), Der Hauptinhalt der Abhandlung ist folgender: 

a) Nach einleitenden Begriffsbestimmungen (§ 1) werden zuniichst 
die Begriffe der Promananten, Remananten (§ 2) und Invarianten- 
familien entwickelt und mit ihrer Hilfe Summen von Formen in die 
Invarianten eingefiihrt (§ 3). Die Begriffe der Dirimenten und der 
Invariantenstiimme (§ 4) erméglichen alsdann die Kinfiihrung von Pro- 
ducten (§ 5) und rationalen ganzen Functionen (§ 6) der Grundformen 
in die Invarianten. 

b) Die auf Grund dieser Rechnungen erhaltenen Resultate werden 
auf ihre einfachste Form gebracht, indem verschwindende Bildungen 
(§ 7) weggelassen, vermittelst der Umwandlungsformeln (§ 8) die 
reducibeln ermittelt und reducirt (§ 9), sodann die zerfallenden (§ 10) 
theils reducirt, theils zerlegt werden. Fir Einfachheit und Symmetrie 
des Resultats sorgen dann noch die Relationen (§ 11). 

ce) Das seitherige Verfahren erweist sich als nur bei Vollformen 
anwendbar, wihrend beim Eintritt von Minderformen charakteristische 
Modificationen eintreten (§ 12). Zu besonderer Betrachtung geben noch 
die Linearsymbole (§ 13) Anlass. 

d) Nunmehr wird zu den Invarianten gebrochener (§ 14) und 
irrationaler (§ 15) Functionen von Grundformen iibergegangen. Die 
Einfiihrung der multiplicirten Invarianten (§ 16) giebt Veranlassung 
das Verhiiltniss der symbolisch rechnenden Invariantentheorie zur 
Differentialrechnung zu erértern. Es folgt die Betrachtung der In- 
varianten von Invarianten (§ 17) und hieran schliesst sich die Theorie 
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der Invariantengleichungen nebst den beiden Umkehrproblemen der 
Invariantentheorie (§ 18). 

e) Den Schluss bilden einige Bemerkungen iiber Invarianten mit 
mehrfachen Verinderlichen, Symbolen und symbolischen Factoren (§ 19). 


Voraussetzung fiir das Studium der vorliegenden Abhandlung ist 
die Kenntniss der symbolischen Bezeichnungsweise der Invarianten 
(Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen iiber Invariantentheorie II, 
pag. 1ff.; Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie I, 
pag. 183ff.), deren Vortheile gerade bei dem vorliegenden Problem 
besonders glinzend hervortreten. 

Principiell betrachte ich symbolische Producte als Grundgebilde, 
wihrend der Ueberschiebungsbegriff in den Hintergrund tritt. Auch 
spielen die Ordnungen der Grundformen nur eine Nebenrolle, wihrend 
der Index (Gewicht) Haupteintheilungsgrund wird. Auf der andern 
Seite gelangen neben den iibrigen Invarianten die Simultanin- 
varianten in gebiihrender Weise zur Geltung. Endlich ist, nament- 
lich in den Beispielen, neben dem biniiren Gebiet auch das terndre 
und quaterndre gehorig beriicksichtigt worden. Vom Princip der 
Dualitiit wird hiebei Abstand genommen. Die Methode ist vielfach 
eine inductive und es werden vornehmlich auch die bei practischer 
Ausfiihrung von Beispielen (insbesondere der zwei oben erwihnten) in 
Erscheinung tretenden Verhiiltnisse beriicksichtigt. 

Die Mehrdeutigkeit bereits feststehender Begriffe erschwert die 
Darstellung: Invariante wird sowohl mit als ohne Beziehung auf eine 
als Argument dienende bestimmte Grundform gebraucht; Symbol ist 
sogar dreideutig: es bezeichnet einen Buchstaben an einer bestimmten 
Stelle eines Klammerfactors, ein andermal denselben Buchstaben iiberall 
wo er steht, und endlich denselben Buchstaben, aber mit einem Index 
zwischen 1 und A versehen, der sich zum vorigen verhilt wie eine 
Veriinderliche zur ganzen Veriinderlichenreihe. Diese Uebelstinde 
mégen als Ursachen einiger Unebenheiten in der Darstellung ange- 
sehen werden, 


Ich bemerke noch, dass an mehreren Stellen nur die Grundziige 
von Theorien gegeben wurden, die einer weitern Ausbildung fahig 
und wiirdig sind und deren Weiterfiihrung ich mir fiir spiter vor- 
behalte. 
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§ 1. 
Vorbemerkungen. 
Es sei im Gebiet A-ter Stufe 


. Mo Mo 
fo=a:° = bz 


’ ’ 
. m m 
hi = Az = bz = . 


ein System von einander unabhangiger algebraischer Formen mit der 
o°D 5 


einzigen Veriinderlichenreihe x, 7, ...a,. Dieselben mégen als Grund- 
formen bezeichnet werden. 


Unter Invariante versteht man eine solche Function der Coef- 
ficienten einer oder mehrerer der Grundformen (sowie der Veriinder- 
lichen), welche sich bei linearer Transformation der Grundformen nur 
um eine multiplicative Potenz des Moduls iindert. Sollen die Ver- 
ainderlichen ausdriicklich als in der Invariante vorkommend hervor- 
gehoben werden, so gebraucht man den Ausdruck Covariante; eine 
Invariante, welche die Veriinderlichen ausdriicklich nicht enthilt, 
bezeichne ich als. wirkliche Invariante. Ferner heisst eine Invariante 
Simultaninvariante, wenn in ihr die Coefficienten mehrerer Formen 
vorkommen, wihrend sie gewdhnliche Invariante genannt werden moge, 
wenn sie nur Coefficienten einer Form enthilt. Die Grundformen, von 
welchen eine Invariante abhiingt, mégen die Argumente derselben 
heissen. , 

Wie hier als bekannt vorausgesetzt wird, kénnen diejenigen In- 
varianten, welche rationale ganze Functionen der Coefficienten (und 
der Veriinderlichen) sind, dargestellt werden als algebraische Summe 
von symbolischen Producten, bestehend aus Klammerfactoren, welche 
je 4 Symbole enthalten, und aus Linearfactoren (Verbindungen eines 
Symbols mit einer Veriinderlichenreihe). Dabei kommt das Symbol a 
einer Form a@™ gerade m,-mal im symbolischen Product vor. Ein 


solches symbolisches Product nenne ich eimfache Invariante, eine 
algebraische Summe von solchen zusammengesetzte Invariante. Die 
wirklichen Invarianten enthalten nur Klammerfactoren, aber auch bei 
den Covarianten sind die Klammerfactoren die Hauptsache und darum 
werden die Linearfactoren, soweit sie aus dem Zusammenhang ergiinet 
werden kinnen oder auch soweit nichts auf sie ankommt, im Folgenden 
der Kiirze wegen weggelassen. 


Jede .einfache Invariante besitzt eine Reihe charakteristischer 
Zahlen: 
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die Zahl wu der Klammerfactoren, den Index (Gewicht) 
(Sylvester: weight) ; 

die Zahl h der Linearfactoren, die Ordnung in den Ver- 
finderlichen (Sylvester: grade); 

den Grad (order) g; in den Coefficienten irgend einer 
Grundform f;, welche ihrerseits in den Veriinderlichen von 
der Ordnung (Sylvester: degree, rank) m, ist. Alsdann 
besteht bekanntlich die Beziehung 


Au =>) mgi —h. 


Zwei Symbole a und a heissen gleich; zwei Symbole a und 8, 
welche sich auf dieselbe Form beziehen, gleichbedeutend; zwei Symbole 
a und a’, welche verschiedenen Formen angehoéren , verschieden. Die 
Vertheilung der gleichen, gleichbedeutenden und verschiedenen Symbole 
in den Klammerfactoren heisse der Aufbau der Invariante. Gleich- 
gebaut und demgemiiss derselben Gattung angehérend, médgen solche 
Invarianten genannt werden, welche sich nur in den Argumenten 
unterscheiden, waihrend Uebereinstimmung im Aufbau entweder bereits 
vorhanden ist oder sich doch durch Umstellung von Klammerfactoren 
und von Symbolen in denselbeu erzielen liisst. Gleichgebaut mit 
(aba bl’) (aa'b'a’) ist daher nicht nur (aba’b’) (aa’b’a’”’), sondern 
auch (a b’a’” a) (a’b’ab). 

Das Zusammenvorkommen von zwei Symbolen in einem Klammer- 
factor kann man eine Verbindung (Sylvester: bond) von Symbolen; 
das Vorkommen eines Symbols in zwei Klammerfactoren einen Zusam- 
menhang der Klammerfactoren nennen. Der Inbegriff aller Zusammen- 
hiinge einer Invariante heisst die Zusammensetzung der Invariante, 
Die Maximalzahl der zwischen zwei Klammerfactoren méglichen Zu- 
sammenhiinge ist 2; die Maximalzahl der in einer Invariante méglichen 
Zusammenhinge ist A (5). Die Invariante hat in letzterem Fall 
Masximalzusammenhang und ist eine w'* Ueberschiebung von 4 Grund- 
formen. 

Anmerkung. Die Ueberschiebungen der Covarianten unter sich 
und mit Grundformen sind im Allgemeinen zusammengesetzte Invarianten. 
Es empfiehlt sich fiir unsere Zwecke dieselben in die sie zusammen- 
setzenden einfachen Invarianten aufzulésen und dabei letztere natiirlich 
in den Symbolen der Grundformen zu schreiben. Sonst ist es in der 
Invariantentheorie Brauch, die Ueberschiebungen als Grundgebilde an- 
zusehen, und wo eine solche zur Bequemlichkeit der symbolischen 
Rechnung durch ein symbolisches Product ersetzt wird, in letzterem 
wenigstens auch Symbole von Covarianten zuzulassen (Gordan-Kerschen- 
steiner, Vorl. iiber Invariantentheorie II, pag. 243/f.). 
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Zusatz. Fir das binaire Gebiet hat Sylvester eine chemisch- 
graphische Darstellung der Invarianten erdacht (Am. Journ. of math. 
vol I, pag. 64), deren Grundziige folgende sind: 

Er ordnet jeder Form f/f; = o— einen Punkt und ausserdem ein 
m,-werthiges chemisches Element zu. Eine wirkliche Invariante wird 
nun biidlich dargestellt durch 2g; Punkte, verbunden durch w gerade 
Linien, welche die Symbolverbindungen anzeigen. Der Invariante 
entspricht ferner eine chemische Verbindung, deren Constitutionsformel 
durch das graphische Bild der Invariante repriisentirt wird. Die 
Covarianten werden in gleicher Weise abgebildet, die h Linearfactoren 
werden durch Gerade, welche von den Punkten ausstrahlen, dargestellt 
und das Bild kann dann chemisch gedeutet werden als Constitutions- 
formel einer ungesittigten Molecularverbindung, d. h. eines zusammen- 
gesetzten Radicals. 

Ordnet man a, dem Wasserstoff; a2 dem Sauerstoff; az‘ dem 
Kohlenstoff zu: so entspricht dem Aethan (a”b”) (a’a) (a”b) (a’c) 
(bd) (b’e) (bf); dem Methylaleohol (a”a) (a”b) (a’c) (a"a’) (a’d); 
dem Aethyl (a”b”) (aa) (ab) (a’c) (b’d) (b’e) bz; dem Aethylen 
(a”b")? (a a) (ab) (bc) (bd); der Kohlensiure (a” a’)?(a"b’)? us. f. 

Den isomeren Verbindungen und Radicalen der Chemie entsprechen 
Invarianten, welche im Index uw, in den Ordnungen m; der Argumente 
und in den Graden g;, in welchen diese in die Invariante eingehen, 
iibereinstimmen. Nach Sylvester bleibt nun die Zahl der genannten 
Bildungen unverindert, wenn an Stelle einer Grundform von der Ord- 
nung m; und dem Grad g; eine soleche von der Ordnung g; und dem 
Grad m, in die Invariante eintritt: eine Verallgemeinerung des Hermite’- 
schen Reciprocititsgesetzes fiir Simultaninvarianten. 

Wenn in der erwihnten Abhandlung Sylvesters einige Ungenauig- 
keiten vorgekommen sind (z. B. wird die schiefe Invariante der 
cubischen Form als Dreieck mit einfach ausgezogenen Seiten Fig. 7 
abgebildet), so ist das dadurch zu erkliren, dass Sylvester seine Dar- 
stellung nicht direct auf Clebsch’s Symbolik aufgebaut hat. Die 
geometrische Abbildung der Invarianten lisst sich aufs ternire Gebiet 
iibertragen: den Grundformen entsprechen Punkte im Raum, den 
Klammerfactoren resp. Linearfactoren Ebenen durch die Punkte, resp. 
von ihnen ausstrahlend u.s.f, Das quaternire Gebiet wire im Raum 
von vier Dimensionen abzubilden. 

Kine von Clebsch’s abweichende symbolische Bezeichnung wendet 
Professor Clifford in London an: er bezeichnet die Symbolverbindungen 
mit kleinen Buchstaben und fasst diese in Klammern zusammen, welche 
die Zusammenhinge anzeigen. Die Invariante (ab)? (ed)? (ac) (bd) 
heisst z. B. bei ihm (¢wy) (¢we) (vxy) (vaxz) u. s. f. 
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§ 2. 
Promananten, Remananten und Intermananten. 


a) Als Promanante einer Invariante J bezeichnen wir jede In- 
variante J’, welche aus J dadurch hervorgeht, dass mindestens ein 
Symbol von J durch ein neues vollstdindig ersetzt wird. 

Unter der vollstdndigen Ersetzung eines Symbols a durch ein 
anderes a’ ist zu verstehen, dass wberall da, wo vorher a stand, a’ 
geschrieben wird. Die neuen Symbole sind unter sich und insbesondere 
von den bereits in J vorhandenen verschieden; nur da, wo sie gleich- 
bedeutende ersetzen, diirfen sie auch gleichbedeutend sein. Promananten 
von (abea’) (abcb’) sind daher: 

(aba’ a’) (aba"b’); (aa’a’’a’) (aaa b’); (a’b’c’a’) (a"b'c'D’) 


” ad 


(aba’a’) (aba'b’); (abca”) (abcb’) 
nicht aber: 


(aba’b") (aba’b’) oder (abc'a’) (abc'b’). 

Jede Promanante theilt die Stellen, wo gleiche oder verschiedene 
Symbole stehen, mit der Stamminvariante, wogegen an Stelle von 
gleichbedeutenden verschiedene treten kénnen. Alle Promananten von 
J sind mit J von gleicher Zusammensetzung und man kann immer 
auch solche bilden, welche mit J zur selben Gattung gehéren. Denn 
im Promanantenprocess ist auch die Ersetzung aller Symbole einer 
Grundform durch diejenigen einer einzigen neuen wmitinbegriffen; 
hiedurch entsteht aber eine mit J gleichgebaute Invariante. Im obigen 
Beispiel gehéren (a’b’c’a’) (a”b’c’b’) und (abca”) (abcb”’) mit 
(ahea’) (abcb’) zur selben Gattung. 

b) Remananten einer Simultaninvariante neunen wir alle Bildungen, 
welche durch Gleichsetzen irgend welcher ihrer Argumente entstehen. 
Die Remananten von J sind ebenfalls von derselben Zusammensetzung 
wie J; sie enthalten gleiche und gleichbedeutende Symbole da, wo J 
solche hat; dagegen miissen mindestens einmal an Stelle zweier ver- 
schiedenen zwei gleichbedeutende stehen. 

Remananten von (aba’ a’) (aba’’) sind z. B. (aba’a’) (aba’b’); 
(abca”’) (abcb’); (abce) (abcd), Remanante von (abca’) (abcb’) ist 
(abed) (abce); nicht aber (abca’) (abcd). 

ce) Ist eine Invariante J’ mit J von gleicher Zusammensetzung, 
aber weder Promanante, noch Remanante von J, so giebt es immer 
eine Invariante J” von derselben Zusammensetzung, welche an den 
Stellen gleichbedeutende Symbole hat, wo solche sowohl in J als in 
J’ vorkommen, sonst aber nicht. Diese Invariante ist Promanante 
von J und J’ ist Remanante von ihr. Sie mége Intermanante zwischen 
J und J’ heissen. Ausser J” giebt es meist noch andere Promananten 
von J, zu deren Remananten J’ gehért; aber beim Uebergang von J 
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auf eine solche J” muss mindestens ein Paar gleichbedeutender Symbole 
verschieden werden, das beim weitern Uebergang auf J’ wieder gleich- 
bedeutend wird. Das ist beim Uebergang vermittelst der Intermanante 
nicht der Fall. Beispiel: Uebergang von (abca’) (abcb’) zu (ab c'a’) 
(ab cb’) tiber die Intermanante (ab a"’a) (ab a" b’) oder iiber 
die Invariante (aa a’ a’) (aa’’a’b’); im letztern Fali wird das Paar 
(ab) zuerst zu (aa), dann zu (a’’b’"). 

Zusatz. Mit den als Emananten bekannten Bildungen sind die 
Promananten zwar in ihrem Wesen verwandt. sie unterscheiden sich 
jedoch von ihnen in folgenden Punkten: 

a) Bei den Emananten treten nur die Symbole einer neuen Form 
in die Invariante ein, bei den Promananten ist die Zahl der ein- 
tretenden Symbole uubeschriinkt, insbesoudere kénnen auch zugleich 
die Symbole mehrerer Formen durch neue ersetzt werden, 

b) Emananten von einfachen Invarianten kéunen auch zusanmen- 
gesetzte Invarianten sein, Promananten derselben nicht. 

c) Die Emananten unterliegen nicht, wie die Promananten, der 
Beschriinkung, dass die neu eintretenden Formen von den bereits vor- 
handenen verschieden sein miissen, 

d) Dagegen ist es bei den Promananten nicht wie bei den Emananten 
erforderlich, dass die ersetzte und die ersetzende Form von gleicher 
Orduung sind. Allerdings hat Herr Wiltheiss (Math. Ann. 35, p. 433: 
Eine neue Art von Covarianten bildender Operation) ein Mittel an- 
gegeben um den Aronhold’schen’ Process (Emanantenprocess) auf Formen 
von verschiedener Ordnung anzuwenden. Im Princip kommt sein Ver- 
fahren auf folgendes hinaus: Sind a. und a,™ zwei Invarianten (oder 
eine Invariante und eine Grundform) und ist m, > m,, so wird a.” 
m, — m, mal polarisirt. Dann kann der Aronhold’sche Process an- 
gewandt werden, weil jetzt die formen a™—™a™ und a,” in x die- 
selbe Ordnung haben; zuletzt wird wieder y = x gesetzt. 

e) Endlich ist noch zu betonen, dass dem Emauantenprocess eine 
nicht symbolische Bedeutung zukommt, wihrend der Promananten- 
process rein formal ist. 


§ 3. 
Invarianten von Summen algebraischer Formen, Familien von 
Invarianten. 


Die in § 2 eingefiihrten Begriffe erméglichen es, die Bildungen 
zu tibersehen, die entstehen, wenn in eine Invariante Summen von 
Grundformen als Argumente eingefiihrt werden. 

Die Invariante sei J(®, 0’, ®”...) und die einzufiihrenden Sunimen: 


(a) oe) -> a) Fe), 
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Die F* sind zunichst alle als verschieden angenommen und weil die 
®*® homogene Formen sein miissen, sind alle dasselbe ! zusammen- 
setzenden Formen F;*) von derselben Ordnung. 

Die Einfiihrung der Symbole der F; fiir die Symbole von ® 
geschieht, indem man aus der ersten Gleichung (a) geeignete Polar- 
formeln bildet, damit ein Symbol von ® ersetzt, dann weitere Polar- 
formeln bildet, vermittelst deren man in allen erhaltenen Bildungen 
ein zweites Symbol von ® ersetzt; so wird fortgefahren, dann kommt 
©’ o”... an die Reihe. 

Das Resultat ist dann zusammengesetzt aus einfachen Invarianten, 
die simmtlich Promananten von J sind und zwar kommen alle Gattungen 
von Promananten vor, wenn die * aus hinreichend vielen Formen 
F zusammengesetzt sind. Als Argumente dieser Promananten 
erscheinen irgend welche der F;, so jedoch, dass im symbolischen 
Ausdruck an den Stellen, die in der Invariante von den Symbolen 
einer bestimmten Form  eingenommen werden, in den Promananten 
nur Symbole der Formen F; stehen diirfen. Jede Promanante J” ist 
multiplicirt mit einem Coefficienten, der durch Zusammenfassung der 
gleichen Bildungen entsteht und daher gleich ist der Zahl der Formen, 
auf welche J’ durch Vertauschung der Argumente gebracht werden 
kann; dabei miissen die zu vertauschenden Argumente demselben 
Product ®® angehéren. Jede Promanante hat noch einen zweiten 
Coefficienten, niimlich das Product, das man erhalt, wenn man fiir 
jedes Argument F*), das in der Promanante im Grad r vorkommt, 
(A) nimmt und alle diese Gréssen multiplicirt. 

Sind die in den © vorkommenden Formen F*) theilweise einander 
gleich, so hindert nichts, sie einstweilen als verschieden anxunehmen 
und erst nach vollzogener Rechnung einander gleich zu setueu, wie 
dies z. B. auch Herr Stroh in einem fhnlichen Fall (Math. Ann. 33, 
pag. 83) gethan hat. In Folge dessen treten Remananten der obigen 
Promananten auf, Es lgsst sich zeigen, dass jede mit J gleich- 
zusammengesetzte Gattung von Invarianten auftreten muss, wenn nur 
hinreichend viele F vorhanden und hinreichend viele unter ihnen 
einander gleich sind. Es kénnte scheinen als ob das nicht der Fall 
wire, weil namlich nur solche Ff, die nicht in demselben 
enthalten sind, einander gleich sein kénnen und daber aus irgend 
einer Promanante nicht jede ihrer Remanantengattungen entstehen 
kann. Trotzdem erscheinen aber nicht nur alle Remanantengattungen 
von J selbst , sondern auch jede andere mit J gleichzusammengesetzte 
Bildung und zwar entsteht eine solche aus der Intermanante zwischen 
ibr und J, (Vergl. das Beispiel im § 2 c). 

Der Inbegriff aller Invarianten, welche dieselbe Zusammensetzung 
haben, midge als Invariantenfamilie bezeichnet werden. Kine solche 

Mathematische Annalen. XLIII. 3 
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umfasst eine endliche Anzahl von Gattungen. Die einzige gewdhnliche 
Invariante der Familie, aus welcher die ganze Familie durch den 
Promanantenprocess hergeleitet werden kann, heisst die Hauptinvariante 
der Familie; die einzige Invariante der Familie, welche in allen ihren 
Argumenten linear ist und von welcher alle iibrigen Remananten sind, 
heisst Linearinvariante. Die fiinf Gattungen, welche z. B. die Familie 
der Hesse’schen Covariante im quaterniren Gebiet umfasst, sind 
reprasentirt durch: (abcd)’; (abca’)*; (aba'b’)*; (aba’a”)?; (aa'a’a’’)*. 

Das Resultat dieses Paragraphen ist daher: Wenn in irgend eine 
Invariante einer gewissen Familie lineare Combinationen von Formen 
als Argumente eingeftihrt werden, so treten im Resultat im allgemeinen 
alle Gattungen der Familie auf. 

Zusatz. Um ein Argument einer Invariante mit einer Constanten 
zu multipliciren, hat man die Invariante mit einer Potenz zu multipli- 
ciren, deren Basis die Constante und deren Exponent die Gradzahl 
des Arguments ist. 


g 4. 


Dirimenten und Copulanten. Stimme von Invarianten. 


Wenn man in den Klammerfactoren einer Invariante J ein Symbol 
stellenweise durch ein neues Symbol oder mehrere solche ersetzt (oder 
auch zugleich mehrere Symbole in dieser Weise behandelt), so ent- 
stehen Bildungen, welche Dirimenten von J genannt werden migen. 
Unter der stellenweisen Ersetzung eines Symbols a durch ein anderes 
a’ ist gemeint, dass an einzelnen Stellen, wo a steht, a geschrieben 
wird; dabei ist der Fall, dass a durch a’ vollstiindig (cf. § 2) ersetzt 
wird, ausdriicklich ausgeschlossen. Die stellenweise Ersetzung von a 
durch mehrere Symbole ist so gemeint, dass a entweder theilweise 
stehen bleibt und an den iibrigen Stellen durch die neuen Symbole 
ersetzt wird oder aber, dass a vollig verschwindet und die andern 
Symbole sich in seinen Platz theilen. Die neu eintretenden Symbole 
sind unter sich und von den bereits vorhandenen verschieden; allerdings 
diirfen sie, soweit sie an Stelle gleichbedeutender Symbole treten, auch 
gleichbedeutend sein. Das Wesentliche am Dirimentenprocess ist, dass 
durch ihn Zusammenhiinge zerrissen werden (daher Dirimenten von 
dirimére = zerreissen), ohne dass zugleich die Mdéglichkeit des Ent- 
stehens neuer Zusammenhiinge vorlige. Dirimenten von (abc) (aba’) (aa’c) 
sind z. B, (abe)(aba’)(aa'a"); (aa”c)(aba’)(aa’b’); (aa’c)(aba’) (aa'c); 
(aa’c)(aa” a)(aa'e); (ab c)(a"ba)(a"a'c) u. s. f. 

Umgekehrt nennen wir Copulanten einer Invariante alle Invarianten, 
die entstehen, wenn in J einzelne Symbole, seien es nun gleich- 
bedeutende oder verschiedene, iiberall wo sie stehen einander gleich 
gemacht werden. Durch den Copulantenprocess entstehen neue Zusam- 
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menhiinge, ohne dass die alten zerrissen wiirden. Doch ist zu bemerken, 
dass die einander gleich werdenden Symbole nicht in einem Klammer- 
factor zusammen vorkommen diirfen. Denn alsdann entstinden In- 
varianten , welche mitsammt ihren simmtlichen Promananten ver- 
schwinden und die ich als absolut verschwindend bezeichnen will. 
Copulanten von (aba’) (abb’) (aa’b’) sind z. B. (aba’)? (aa’a’) ; (aba’) (abb’)?; 
(aba’)(abb’)(aa'b’); (aba’)’ u. s. f. 

Durch Anwendung des Promananten- und Remanantenprocesses 
auf eine Invariante J und ihre simmtlichen Dirimentengattungen (es 
giebt deren nur eine endliche Anzahl) erhalt man eine Anzahl von 
Invariantenfamilien, deren Gesammtheit als Stamm der Invariante J 
bezeichnet werden soll. Die Familie von J selbst ist die Hauptfamilie 
des Stammes. Die Invarianten der Familie von J haben alle denselben 
Stamm wie J, sie sind daher Erzeugende des Stammes. Die Stimme 
aller tibrigen Invarianten, welche dem Stamm von J angehéren, sind 
ganz im Stamm von J enthalten. 

Die Frage, ob alle Invarianten von einem gegebenen Index einem 
und demselben Stamm, dessen Hauptfamilie dann jedenfalls Maximal- 
zusammenhang haben miisste, angehéren, ist zu verneinen. Denn die 
Invarianten des Stammes der Invarianten mit Maximalzusammenhang 
haben eine bemerkenswerthe Eigenschaft: durch Umstellung der Symbole 
in den Klammerfactoren kann man es dahin bringen, dass wenn alle 
Klammerfactoren genau unter einander geschrieben werden, sich gleiche 
Symbole nur in verticalen Colonnen vorfinden. Man kann den Zusam- 
menhang solcher Invarianten einen regelmdssigen nennen. Es giebt 
alsdann auch Bildungen von unregelmdssigem Zusammenhang, welche 
diese Bedingung nicht erfiillen, z, B. die obenerwahnte Invariante 
(abc)(aba’)(aa'c). Diese gehdren dem Stamm der Invarianten mit 
Maximalzusammenhang nicht an. 

Es giebt gewissse Invarianten, wie z. B. (abc)(aba’)(aa’e), deren 
simmtliche Copulanten absolut verschwinden. Dasselbe gilt natiirlich 
von deren Familien und man kénnte die letzteren als primitive Familien 
auszeichnen. Sucht man fiir einen gegebenen Index alle primitiven 
Familien , so umfassen die von diesen erzeugten Stimme, die natiirlich 
zum Theil zusammenfallen, simmtliche Invarianten von dem betreffen- 
den Index. Der Inbegriff derselben soll Classe heissen. 

Zur Classe fiinf im terniren Gebiet gehéren z. B. 7 primitive 
Familien, deren Hauptinvarianten sind: (abc)'; (abc)' (abd) (acd); 
(abc)*(abd)*(acd); (abe)?(abd)(acd)(bed); (abc)?(abd) (abe) (cde); 
(abc)? (ade) (bde)(cde); (abc)(abd) (abe)(cde) (acd). 


3* 
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§ 5. 
Invarianten von Producten von Formen. 


Es seien in eine Invariante J(F, F’, F”. ..) Producte von Formen 


einzufiihren : 
Fe =| [f. 


wobei m,“ die Ordnung der Form /;* ist und alle f zuniichst als 
von einander verschieden angenommen werden. 

Die Einfiihrung der Symbole von f,*) in J erfolgt nach den in 
§ 3 entwickelten Grundsiitzen durch Polarenformeln und als Kesultat 
findet man eine Invariante zusammengesetzt aus Promananten von J, 
Dirimenten von J und den Promananten der letzteren. Die Argumente 
derselben sind irgend welche der f, jedoch mit der Beschrinkung, 
dass an Stelle der Symbole einer bestimmten Form Ff”) nur die Symbole 
der Formen f/f; treten diirfen. Als erster Coefficient, der von der 
Zusammenziehung gleicher Invarianten herriihrt, tritt bei jeder In- 
variante’ die Zahl der verschiedenen Formen auf, auf die ihr Ausdruck, 
ohne seinen Werth zu andern gebracht werden kann durch Umstellung 
von Klammerfactoren und von verschiedenen Symbolen in denselben, 
wobei jedoch nach wie vor an Stelle der Symbole von F'”) nur die- 
jenigen von f,” stehen diirfen. Hierzu kommt ein zweiter Coefficient, 
namlich das Product, das entsteht, wenn man fiir jedes Symbol von 


F, das in r Klammerfactoren der betreffenden Invariante vorkommt, 
m®! 
den Factor . nimmt. Die Summe aller Invarianten, jede 
(m,*) —r)! f" ? 
t + 





mit ihren zwei Coefficienten versehen, ist noch zu multipliciren mit 
einem Product, das man erhalt, wenn man fiir jedes Symbol von fF’, 
das in ¢ Klammerfactoren von J vorkommt, den Factor ie La = st 
nimmt, wobei M® die Ordnung von F® ist. Natiirlich miissen in 
dem ebengenannten Product alle in den zweiten Coefficienten im Nenner 
vorkommenden Grundformen aufgehen, so dass das Resultat eine ganze 
Function der Invarianten und der Grundformen ist. 

Sind nun unter den f*) irgend welche einander gleich, so werden 
sie (wie in § 3) zuerst verschieden angenommen und nach Ausfiihrung 
der Rechnung einander gleichgesetzt. Dabei treten die Remananten 
der oben genannten Promananten und Dirimenten auf, und zwar im 
allgemeinen Fall alle Gattungen, weil sowohl die in verschiedenen F'™, 
als auch die in demselben F'*) vorkommenden /;* einander gleich sein 
kénnen. Es treten daher bei Einfiihrung von Producten in eine Invariante 
J im allgemeinen alle zum Stamm von J gehoérige Gattungen auf. 
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§ 6. 
Invarianten rationaler ganzer Functionen von Formen. 


Geht man nun einen Schritt weiter und fragt nach den Bildungen, 
die auftreten, wenn rationale ganze Functionen als Argumente' in eine 
Invariante eingefiihrt werden, so ist die Antwort leicht. Denn die 
rationalen ganzen Functionen © kénnen angesehen werden als lineare 
Combinationen von Formen fF, welche ihrerseits Producte der Grund- 
formen f sind. Nach § 3 erhalt man bei Hinfiihrung der F simmtliche 
Invariantengattungen der Familie von J. Jede derselben liefert bei 
Kinfiihrung der f nach §5 simmtliche Gattungen ihres Stammes; da 
aber nach § 4 die Stimme der Invarianten, welche der Familie von 
J angehéren, mit dem Stamme von J zusammenfallen, so kommt 
man auf dieselben Invariantengattungen, ob man in eine Invariante 
rationale ganze Functionen oder bloss Producte von Formen einfiihrt. 

Ein anderes fiir die Praxis zu empfehlendes Verfahren, um Pro- 
ducte oder rationale Functionen in Invarianten einzufiihren, siehe § 9 
Anmerkung. 


§ 7. 


Symmetrische, schiefsymmetrische und verschwindende Invarianten. 
Combinanten. 


Die in § 6 fir die Invarianten rationaler, ganzer Functionen von 
Formen gewonnene Darstellung ist noch nicht die einfachste, die sich 
erzielen lisst. Denn unter den Invarianten, welche den Stamm der 
gegebenen zusammensetzen, sind solche, welche identisch verschwinden ; 
andere gerfallen unmittelbar in ein Product zweier oder mehrerer In- 
varianten; wieder andere kénnen endlich in rational-ganzer Form durch 
andere Invarianten dargestellt werden. 

Es sei J eine Invariante von solcher Beschaffenheit, dass durch 
Vertauschung von zwei Symbolen, etwa a und a’, aus ihr eine In- 
variante J’ hervorgeht, welche aus J auch, abgesehen davon dass 
gleichbedeutende Symbole einander vertreten, durch blosse Umstellung 
von im Ganzen @ Symbolpaaren hergestellt werden kanu. Dabei ist 
unter Vertauschung von a und @ zu verstehen, dass iiberall da wo a 
steht (also eventuell auch in den Linearfactoren), a’ geschrieben wird 
und umgekehrt; unter der Umstellung von a und a’ ist dagegen 
gemeint, dass in einem Klammerfactor, wo @ und a’ vorkommen, die- 
selben ihre Stelle wechseln. 

a) Ist nun @ eine gerade Zahl, so wird der Werth von J durch 
die Vertauschung der Symbole nicht geiindert; die Invariante J heisst 
dann symmetrisch in Bezug auf a und a’. 
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b) Ist aber g@ eine ungerade Zahl, dann wechselt J durch die 
Vertauschung das Zeichen ; die Invariante J heisst dann schiefsymmetrisch 
in Bezug auf a und a’. 

c) Ist eine Invariante schiefsymmetrisch in Bezug auf zwei gleich- 
bedeutende Symbole, so muss sie, da sie bei deren Vertauschung einer- 
seits ungeaindert bleiben, andrerseits das Zeichen wechseln miisste, 
den Werth Null haben; eine solche Invariante nennen wir eine ver- 
schwindende. 

Von einer verschwindenden Invariante verschwinden zwar die 
Remananten, nicht aber alle Promananten und Dirimenten. Werden 
daher in eine solche rationale ganze Functionen von Formen eingefiihrt, 
so erscheinen im Resultat nichtverschwindende Formen; aber dieselben 
heben sich gegenseitig auf. 

Combinanten heissen bekanntlich solche Invarianten, welche sich 
nur um eine (multiplicative) Constante andern, wenn an Stelle der 
Argumente lineare Combinationen derselben eingefiihrt werden. Die- 
jenigen Combinanten, welche einfache Invarianten sind, sind Linear- 
invarianten, welche in Bezug auf alle ihre Argumente schiefsymmetrisch 
sind, so dass alle ihre Remananten verschwinden. Combinanten sind 
alle ungeraden Ueberschiebungen von Grundformen; es giebt aber auch 
andere Bildungen, welche Combinanten sind, z. B. (aa’) (aa”) (a’a’). 
Die Linearinvarianten vom Index Eins (Functionaldeterminanten) iindern 
sich nur um ein multiplicatives Product von Constanten und Grund- 
formen, wenn an Stelle der Argumente Producte von Potenzen der- 


selben eingefiihrt werden, weil sie weder Promananten, noch Diri- 
menten haben. 


§ 8. 
Umformung der Invarianten. 


Nach Ausscheidung der verschwindenden Invarianten aus einem 
Stamm sind die zuriickbleibenden keineswegs unabhingig von einander. 
Um die gegenseitige Abhingigkeit zu untersuchen, formt manu die In- 
varianten wm, wozu man folgende Identitaét benutzt: 


to? a—1 
Hy ym NG | 
, ” A—1 
oe eS ee 
>| 
| = 0. 
|\@ av a ... af) a 





eS Ss lee al) a, 


(Die Horizontalreihen bis zur vorletzten resp. mit z,2,... 2%, multi- 
plicirt und addirt geben die letzte Horizontalreihe). 
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Die Identitat lisst sich auch schreiben: 
(1) aa’a” ...a*—)a@-) a, 
=(aa’a”...a?—%a) a@—) + (— 1)' aa’a”... a@Ya) a) +... 
+ (—1)-? (aa”... a@Ya) af + (— 1) (@’a”.. . aa) ay. 


Ersetzt man @, durch (@@’a” ... a@-), so folgt eine zweite 
Identitat: 


(Il) (aa’a” ... a?) a) (wa'a” ... a1) 
=(aa'a” ... aa) (a@Ya'a” ... a@-) 
+ (— 1)! (aa’a”... aa) (a eee”... a) 4... 
+ (— 1? (aa” ... aa) (a’ ae’ oe”... of-1)) 
+ (— 1) (a’a"... aa) (aa’ a” ... a), 


Die Formel (I) kann auf jede Combination eines Klammerfactors 
und eines Linearfactors angewendet werden, wenn das Symbol des 
letzteren in ersterem nicht vorkommt. 

Die Formel (1) kann auf jede Combination zweier Klammer- 
factoren angewendet werden, wenn dieselben héchstens A—2 Zusammen- 
hiinge haben. Wenn es die Umstinde erlauben, kann die Formel als- 
dann in mehrfacher Weise zur Anwendung gelangen, weil im zweiten 
Klammerfactor jedes im ersten nicht vorkommende Symbol an erster 
Stelle stehen kann und weil ferner die Reihenfolge beider Klammer- 
factoren umgekehrt werden kann. 

Die Formeln, welche die Umwandlung einer Invariante J mittelst 
der Formel (I) oder (II) angeben, sollen wrspriingliche Umwandlungs- 
formeln von J heissen. Die in denselben vorkommenden Invarianten 
sind immer von gleichem Index und im allgemeinen auch von der- 
selben Ordnung wie J. Doch kann es auch geschehen, dass sich aus 
der einen oder andern dieser Invarianten eine Grundform ausscheidet, 
was z. B. bei der letzten Invariante in der folgenden Formel der 
Fall ist: 

(aa’a”)(ba'a”) az bz = — (aa’a”) (aa’b) baz — (aa’ a”) (aba”) b, a, 
+ (aa’a”)* b,?, 

indem sich ein Symbol 6 ganz unter die Linearfactoren zuriickzieht; 

alsdann ist die Ordnung der iibrig bleibenden Invariante (aa’a”)? 

kleiner als diejenige von J. 

Im Allgemeinen werden in einer Umwandlungsformel von J auch 
Invarianten vorkommen, welche nicht zum Stamm von J gehéren, weil 
beim Umwandlungsprocess nicht nur Zusammenhinge zerrissen, sondern 
auch solche gekniipft werden. Beispielsweise gehért (aa’a”)* dem 
Stamm von (aa’a”) (ba’a”) nicht an. Die Zahl der Zusammenhinge 
bleibt bei der Anwendung der Formel (II) unverindert. 











a 
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Durch Elimination von Invarianten aus den urspriinglichen Um- 
wandlungsformeln entstehen Formeln, welche man als abgeleitete Um- 
wandlungsformeln bezeichnen kann. Zu ihnen gehdren auch die Kormeln 
(comparative Umwandlungsformeln) welche entstehen, wenn eine In- 
variante auf zwei verschiedene Arten umgeformt und die Resultate 
einander gleichgesetzt werden. Dieselben haben mit den urspriing- 
lichen Umwandlungsformeln die Eigenschaft gemein, dass sie in den 
etwa sich heraushebenden Grundformen linear sind. 

Als Linearumwandlungsformeln waren die Umwandlungsformeln 
der Linearinvarianten zu bezeichnen, aus denen alle iibrigen durch 
den Remanantenprocess hergeleitet werden kénnen. Durch letzteren 
erleiden die Umwandlungsformeln wesentliche Verinderungen, indem 
manche Invarianten verschwinden, andere einander gleich werden und 
sich entweder wegheben oder vereinigen; im letztern Fall entstehen 
die von den Ordnungen der Argumente unabhiangigen Zahlencoefficienten 
der Umwandlungsformeln, 

Ein Glied einer Umwandlungsformel heisst isolirt, wenn es keine 
Grundform als Factor hat. Das Glied auf der linken Seite der urspriing- 
lichen Umwandlungsformeln ist immer isolirt; die nach Formel (Il) 
gebildeten und die aus denselben abgeleiteten Umwandlungsformeln 
haben nur isolirte Glieder. Eine Invariante mit Maximalzusammen- 
hang kann nicht isolirt sein und daher auch nicht umgeformt werden. 
Die isolirten Glieder bedingen einen hochwichtigen Unterschied unter 
den Umwandlungsformeln: 

Hat eine solche eine isolirte Invariante, wihrend keine andere 
von derselben Gattung ebenfalls isolirt darin vorkommt, so ist die 
Umwandlungsformel als Reductionsformel zu bezeichnen; die Invariante 
lisst sich mittelst derselben als rationale ganze Function anderer In- 
varianten und eventuell der Grundformen darstellen, sie ist reducibel. 


Dagegen ist eine Umwandlungsformel, die nicht Reductionsformel ist, 
als Relation zu bezeichnen, 


§ 9. 
Reductionsformeln. 


Wie soeben bemerkt wurde, heissen Invarianten, welche sich als 
rationale ganze Functionen anderer Invarianten und der Grundformen 
darstellen lassen, reducibel; solche hingegen, bei denen dies nicht der 
Fall ist, werden als irreducibel bezeichnet. Manche reducible In- 
varianten sind mittelst urspriinglicher Umwandlungsformeln reducirbar; 
wie z. B. 

(aba’) (abb’) ag by’ = 2(aa'b’) (a’ ab) b,b.’ + (aba’)? b,’?, 
andere bediirfen hierzu abgeleiteter Umwandlungsformeln ; 
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(aa’) (aa”) az a,” 
wird z. B. reducirt durch Elimination von 
(a’ a) (a’a") a,a," und (a”a) (a"a’) a,a, 


aus folgenden drei urspriinglichen Umwandlungsformeln, welche einzeln 
zur Reduction nicht ausreichen: 


(aa’) (aa”) Gn’ “e = (aa’)? Gn”? cas (a’ a) (a’a”) A» “. 
(a’a) (a’a”) Ge a aa (a’a”)? ax? — (a” a) (a” a’) Az Gz, 
(a” a) (@" a’) dz Gz’ = (aa") a’? — (aa’) (aa”) az’ az’. 


Volistiindig reducirt ist iibrigens eine reducible Form erst, wenn 
sie durch lauter irreducible Invarianten ausgedriickt ist und das Bei- 
spiel der Invariante (ab) (cd)? (ac) (bd) a,* bz' c,5 d,° (ef. unten § 12) 
beweist, dass man sich oft durch eine lange Reihe reducibler In- 
varianten hindurchwinden muss, bis man die vollstindige Reduction 
durchgefiihrt hat. 

Der Inbegriff der irreducibeln Invarianten eines Systems von Grund- 
formen heisst bekanntlich das vollstindige Formensystem der Grund- 
formen. Dieser Begriff ist aber kein vollstindig bestimmter. Es 
kénnen namlich in einer Umwandlungsformel zwei Invarianten J und 
J’ von verschiedener Gattung als isolirte Glieder vorkommen, wahrend 
es nicht méglich ist mittelst einer andern Formel eine derselben (oder 
beide) auf lauter Invarianten von andern Gattungen zu reduciren. Ist 
alsdann J in Bezug auf eine gréssere Anzahl von Argumentpaaren 
symmetrisch als J’, so ist es geboten J’ als reducibel vermittelst J 
anzunehmen und nicht umgekehrt; denn wenn eine Anzahl von Argu- 
menten gegeben ist, giebt es weniger Invarianten von der Gattung J 
als von der Gattung J’ und die Zahl der Formen des vollstiindigen 
Systems wird kleiner, wenn man erstere an Stelle der letzteren dem- 
selben einverleibt. Man hat z. B. 


(aba’) (aa’b') by bs = — 5 (aba’)? by? 
+ 5 (aba’) abd’) ay’ be’. 


Die Form (aba’) (aa’b’) b, bz’ ist in Bezug auf die Formen a,? und 
a,* symmetrisch, die Form (aba’) (abb’) a,’ bz nicht, also muss 
letztere als reducibel angesehen werden. 

Sind aber die Invarianten J und J’ in Bezug auf gleich viele 
Argumentpaare symmetrisch, so liegt kein Grund vor, der einen oder 


der andern den Vorzug zu geben und man kann beide als bedingt 
reducibel ansehen. 


Man hat z. B. die Formel: 
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(aa’ bb") (aa’a"b’) bz by’ az” bz” 
=— 5 (aba'a”) (aba’b") ay” by” + by’? 
+} (aa’bb") (aa'bd’) by be” + az”? 
— 5 (aba’b”) (aba b’) ay’ by’ an” be" 
und die Invarianten 


(aa’ bb”) (aa'a"b’) bz be az” be” und (aba’b”’) (aba’d’) az’ be az” bz” 


sind je in Bezug auf ein Paar von Argumenten symmetrisch, also 
bedingt reducibel; dasselbe gilt auch von den Bildungen: 

(aba’) (aba”) az az’ und (a’a”a) (a’a”b) az be. 
(Vgl. hierzu noch § 19 Zusatz.) 

Bemerkt sei noch, dass man in der Invariantentheorie von zwei 
bedingt reducibeln Invarianten derjenigen den Vorzug zu geben und 
sie als irreducibel anzusehen pflegt, welche mehr Zusammenhinge hat 
(vielleicht weil letztere sich leichter durch Ueberschiebungen aus- 
driicken liasst?). 

Aus § 8 ergiebt sich, dass unter den Invarianten, auf welche eine 
Invariante J reducirt werden kann, im allgemeinen solche sind, welche 
dem Stamm von J nicht angehdéren. Auf diese Weise kann es auch 
geschehen, dass in die Lisung der Aufgabe, rationale ganze Functionen 
in die Invariante J’ einzufiihren, in Folge der Reduction Invarianten 
hereinkommen, welche dem Stamm von J’ nicht angehéren. Man 
kénnte sagen, dass die genannten Bildungen den erweiterten Stamm 
von J’ zusammensetzen. Zum erweiterten Stamm von (aa’a”) (aa’a’”’) 
gehort u. B. (aa’a”)?. 

Eine reducible Invariante kann irreducible Promananten und Diri- 
menten haben. Fiihrt man in eine reducible Invariante J die ver- 
mittelst der Invarianten J’J”... ausdriickbar ist, rationale ganze 
Functionen der Grundformen als Argumente ein und sind J,J,... 
irreducible Invarianten, welche zwar dem Stamm von Jd, nicht aber 
den erweiterten Stimmen von J’J”... angehéren, so miissen zwischen 
den J,J,... solche Relationen bestehen, dass sie sich bei der Hin- 
fiihrung der rationalen ganzen Functionen in J wegheben. 

Alle Remananten einer reducibeln Form sind ebenfalls reducibel; 
ist daher eine Linearinvariante reducibel z. B. (aa'a"’) (aa”a!’), so 
ist es auch deren ganze Familie. 

Der von Herrn Gordan (Math. Ann. 33 pag. 372) eingefiihrte 
Begriff des erweiterten Formensystems lasst sich nun folgendermassen 
definiren: Aus dem gewodhnlichen Formensystem einer Form m'* Ord- 
nung erhalt man das erweiterte System durch Anfiigung derjenigen 
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verschwindenden oder reduciblen Invarianten, welche Familien mit 
irreducibler Linearinvariante angehéren. Das erweiterte Formensystem 
besteht dann aus allen Hauptinvarianten, deren Index gleich m oder 
kleiner und deren Linearinvariante irreducibel ist. Aus dem er- 
weiterten Formensystem erhalt man sodann das einfache simultane 
System von » Formen m'* Ordnung, indem man den Invarianten des 
erweiterten Systems ihre Promananten zufiigt, soweit dieselben héchstens 
n Argumente enthalten; als Argumente treten die m gegebenen Formen 
auf und es sind jetzt natiirlich alle verschwindenden und reduciblen 
Invarianten wegzulassen. Das erweiterte System einer binaéren quadra- 
tischen Form ist z. B, 
ax”; (ab) azb,; (ab) (ac) (be); (ab)? 
Hieraus folgt das einfache von 2 quadratischen Formen: 
dz*} G2; (aa’) dzdz; (ab); (aa’); (a’b’ 
und von 3 quadratischen Formen: 
Az”; Az? Oz’ *; (AQ) Azz; (4a")dede’; (a a") az dz ; (aa’)(aa”)(a’a"); 
(ab); (a’b)?; (aU); (aa’)’; (aa")?; (aa, 
In thnlicher Weise kann man auch das simultane System einer Form 
me Ordnung und einer Form m’‘* Ordnung erweitern und kommt dann 
auf das einfache simultane System von » Formen m'* und n’ Formen 
mee Ordnung. 

Es kann auch geschehen, dass eine Invariante vermittelst einer 
einfachen Invariante reducirbar ist, dass sie also gleich ist einer andern 
Invariante oder gleich dem Product aus einer Invariante und einer 
oder mehrerer der Argumentformen; rechts tritt alsdann ein Zahlen- 
coefficient bei, der positiv oder negativ ist und auch der Einheit gleich 
sein kann. Beispiele: 

(ab)? (ac)? (bc)? az? by? cz? —= 2(ab)* (ac)> (be) az bz? cz? 
= (ab) (ac)! (be) a, by Cz, 
(abed) (abca’) dy ae = + (abcd)? + az’, 


(abe) (acd) be dg = — = (abe) - d,?, 


(ab) (a’a”) (bb’) (aa”) (ba”) dz dz be’ = (ab) (bb') (aa”)? (ba) by’ ae *. 

Selbst Invarianten derselben Familie kénnen einander gleich sein: 
(ab)? (aa’) by az’? = (aa’)? (ab) b,? az. 

Auch eine verschwindende Invariante kann (im uneigentlichen 

Sinn) reducibel genannt werden, wenn sie sich in rational ganzer 

Form durch die Grundformen und andere Invarianten, welche alsdann 


entweder alle verschwinden oder aber eine Relation bilden, ausdriicken 
lisst. z. B.: 
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(aa'bd’) (aa’c’e’) by Ce’ dz Cg = — ; (aba'd’) (abe’e’) az’ Cz’ dz e,'; 

(aa‘be) (aa’b' a”) bz Ce be az” = (aa'b'c) (aa'ba”) by Cz bz az" 

+ 5 (aba’d’) (aba’a") be as” + cx? 
— (aba'b’) (aba'c) cz by’ + az”. 

Anmerkung: Die Reducirbarkeit vieler Invarianten giebt ein 
Mittel an die Hand, die Kinfiihrung von Producten in Invarianten 
(§ 5) in einer Weise, die sich praktisch bewahrt hat, zu vereinfachen. 
Man fihrt zunichst nur an Stelle eines Argumentes der Invariante J 
ein Product zweier Factoren ein und reducirt die reducibeln unter den 
auftretenden Bildungen; dann sieht man den einen Factor wieder als 
Product zweier Factoren an und reducirt nach Hinfiihrung derselben 
auf’s Neue; so wird fortgefahren, bis man keine neuen Gattungen 
mehr erhalt und verfahrt dann ebenso bei den andern Argumenten. 
Man erspart so die Betrachtung aller Invarianten, deren simmtliche 
Remananten und Copulanten, soweit dieselben dem Stamm von J an- 
gehoren , reducibel sind. In meiner Ablrandlung: ,,Ueber die Hesse’sche 
Covariante einer ganzen rationalen Function von terniren Formen.“ 
Math. Ann. 36 pag. 97, bin ich auf diesem Wege zu den Formeln (II) 
bis (IV) gelangt. Eine Schattenseite hat jedoch das Verfahren, dass 


man niamlich das Resultat meistens erst vermittelst der in § 11 zu 
besprechenden Relationen symmetrisch machen muss. 


§ 10. 
Zerfallende Invarianten. 


Lassen sich die Klammerfactoren einer Invariante J zu zwei oder 
mehreren Gruppen anordnen, zwischen welchen gegenseitig gar kein 
Zusammenhang besteht, so zerfallt J in ein Product von Invarianten; 
die Summe der Indices der letzteren ist gleich dem Index von J. Die 
Invariante J wird als zerfallende Invariante bezeichnet. 

Es liegt nun nahe an Stelle einer zerfallenden Invariante die 
Theilinvarianten zu betrachten, in welche sie zerfallt. Fiir gewéhnlich 
geschieht das auch und man sieht dann eine Umwandlungsformel, in 
welcher alle isolirten Glieder bis auf eines zerfallen, als eine Reductions- 
formel fiir das letztere an. Wenn man jedoch in eine Invariante J 
rationale ganze Functionen von Formen als Argumente einfiihrt und 
hierbei auf eine zerfallende Form J’ trifft, so wird es in vielen Fillen 
mdglich sein, eine Umwandlungsformel zu finden, vermittelst deren 
J’ durch solche nicht zerfallende Invarianten ausgedriickt wird, welche 
dem Stamm von J angehdren. Alsdann erscheint es als geradezu 
tiberfliissig dem erweiterten Stamm von J die Theilinvarianten, in 
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welche J” zerfallt, hinzuzufiigen; man wird vielmehr jene Umwandlungs- 
formel als Reductionsformel fiir J’ ansehen und ersetzt demgemiiss 
J’ durch lauter Gattungen von Invarianten, welche so wie so schon 
in die Rechnung eingehen. Insofern muss ich berichtigend bemerken, 
dass ich Math. Ann. 36, p. 102 die Bildungen S und N mit Unrecht 
eingefiihrt habe. 

Um in eine zerfallende Form rationale ganze Functionen als 
Argumente einzufiibren, fiihrt man dieselben in die Theilinvarianten 
ein und multiplicirt die Resultate. Der Stamm einer zerfallenden Form 
besteht nur’aus zerfallenden Formen. 


§ 11. 


Relationen. 


Eine Relation ist nach § 8 eine Umwandlungsformel, welche keine 
Reductionsformel ist, in welcher also entweder gar keine isodlirten Glieder 
vorkommen oder in welcher die isolirten Glieder paarweise oder zu 
mehreren derselben Gattung angehéren. Wie in § 9 bemerkt wurde, 
dienen die Relationen bei dem vereinfachten Verfahren der Einfiihrung 
von Producten in Invarianten zum Symmetrischmachen des Resultats. 
Aber auch beim symmetrischen Verfahren (§ 5) kann das Resultat 
vermittelst der Relationen umgeandert werden, damit die zweiten Coeffi- 
cienten einfacher werden, insbesondere lassen sich dadurch bisweilen 
Factoren aus dem Nenner des Gesammtresultats wegbringen. 

In § 6 wurde bemerkt, dass die Einfiihrung von rationalen ganzen 
Functionen von Formen in eine Invariante zu denselben Gattungen 
von Invarianten fiihrt, wie wenn bloss Producte eingefiihrt werden. 
Hiermit scheinen aber folgende Thatsachen im Widerspruch zu stehen: 

In der Formel (II) Math. Ann. 36, pag. 100, mittelst der in die 
Invariante (abc)? ein Product von Formen eingefiihrt wird, fehlt die 
dem Stamm derselben angehérige irreducible Gattung (aa’a”) (aa’a””). 
Bei der Lésung derselben Aufgabe fiir die Invariante (abcd)? fehlen 
die ihrem Stamm angehdrigen irreduciblen Gattungen 


(aba'a’”’)(aba” a"); (aa'a"a’’)(aa'a" at”); (aa’a’ al’) (aa'a”’ a"); 
(aa‘a”’ a’) (aa a?’ av), 
Diesen Thatsachen liegen zwei verschiedene Ursachen zu Grunde: 
a) Die Invarianten 
(aba'a’’)(aba’a!’); (aad a’a?’) (ada a" );, (ad a” a") (aa al’ a") 
sind schiefsymmetrisch in Bezug auf mindestens ein Argumentpaar; 


zu jeder erscheint daher eine zweite, welche sie aufhebt, aber nur, 
wenn wie bei der Einfiihrung eines Products in (abcd), das Argument- 
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paar an Stelle von Symbolen tritt, die zu demselben Argument gehoren. 
Werden aber Producte in die Invariante (aa’a” a’)? eingefiihrt, so 
ist das nicht mehr der Fall und es treten die betreffenden Gattungen 
in der Formel wirklich auf. 

b) Was die Invariante (aa’a”) (aa’a’”’) betrifft, so erscheinen 
die Bildungen (aa’a”) (aa’a”’); (aa"a’) (aa a”); (a a" a) (a’a"a’’) 
in Folge von Reductionen mit demselben Coefficienten behaftet. Aber 
die Summe dieser drei Bildungen ist nach der Formel (2) (a. a. O. 
pag. 99) gleich der Invariante (aa’a”)? - f,; es liegt hier der Fall vor, 
dass eine Simultaninvariante zwar irreducibel, die Summe der aus 
ihr durch gewisse Vertauschungen hervorgehenden aber reducibel ist. 
Anders ist es dann wieder, wenn wir statt von (abc)? von (aa'a”) 
ausgehen; denn alsdann kénnen neben der Bildung (aa’a”) (aa’a”’) 
die beiden andern oben angefiihrten nicht vorkommen. Fiir die Bildung 
(aa’a"a"’)(aa’a”a?”) liegt die Sache ganz ahnlich. 

Solche Relationen, deren simmtliche isolirten Glieder zerfallen, 
heissen nach Sylvester Syzyganten; ihre Untersuchung steht gegen- 
wartig in der Invariantentheorie im Vordergrund. 


§ 12. 
Voll- und Minderformen. 


Es ist weiter die Frage zu beantworten, ob bei dem dieser Ab- 
handlung zu Grunde liegenden Problem die Ordnungen der Argument- 
formen wirklich nur insofern in Betracht kommen, als sie an der 
Bildung der in § 5 erwahnten zweiten Coefficienten Theil nehmen. 
Es zeigt sich, dass das nicht der Fall ist. Zunichst giebt es fiir jedes 
Argument einer Invariante J eine Zah), unter welcher seine Ordnung 
nicht bleiben darf, nimlich die Zahl der Klammerfactoren, in welchen 
das am Oftesten unter den Symbolen des Arguments auftretende vor- 
kommt, Man kénnte diese Zahl als wntere Grenze des Arguments be- 
zeichnen. Sylvester hat sie (Am. Journ. of math. I, pag. 122) ,,range“ 
genannt und definirt sie als die um Eins verminderte Zah] der zu dem 
betreffenden Argument gehérigen (nichtsymbolischen) Coefficienten, 
welche in die Invariante (oder, wenn eine Covariante vorliegt, in 
die dieselbe erzeugende Differentiante) eingehen. In der Invariante 
(ab)? (ac) (ba’) (bb’) (b' a”) sind die untern Grenzen ftir die Argumente 
fo fi f, resp. 4,2, 1, weil ihre am 6ftesten vorkommenden Symbole 
resp. 6, b', a” sind. Sinkt die Ordnung eines Arguments unter seine 
untere Grenze herab, so muss die Invariante als illusorisch bezeichnet 
werden. 

Wenn dagegen die Ordnungen aller Argumente ihre unteren 
Grenzen erreichen oder tiberschreiten, so ist zwar die Bildung der 
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Invariante méglich, ihre Eigenschaften sind aber keineswegs von der 
Ordnung der Argumente unabhingig. Sollen naimlich an einer Invariante 
alle Umformungen, welche mittelst der Formel (I) des § 8 theoretisch 
mdéglich sind, auch wirklich ausgefiihrt werden kénnen, so muss jedes 
Symbol in jeden Klammerfactor. in dem es fehlt, hineingebracht werden 
kénnen, wozu aber jedesmal 2in Linearfactor, der das betreffende 
Symbol enthilt, erforderlich ist. Es muss also die Ordnung jedes 
Arguments mindestens gleich der Zahl der Klammerfactoren, d. h. 
gleich dem Index der Invariante sein. Ist sie grésser, so kommen 
nur noch Linearfactoren hinzu, deren Vorhandensein oder Fehlen ohne 
Belang ist. Bezeichnet man eine algebraische Form, deren Ordnung 
mindestens gleich dem Index einer Invariante ist, als Vollform in 
Bezug auf die Invariante, so gilt der Satz: Invarianten, welche lauter 
Vollformen zu Argumenten haben, besitzen die Gesammtheit der ihnen 
vermége ihres Aufbaues zukommenden Eigenschaften; man kann die- 
selben als regelmdssige Invarianten bezeichnen. 

Nennen wir ferner eine algebraische Form, deren Ordnung kleiner 
ist als der Index einer Invariante, eine Minderform in Beziehung auf 
dieselbe, so gilt der weitere Satz: Der Eintritt von einer oder mehreren 
Minderformen in eine Invariante hat zur Folge, dass sie entweder 
illusorisch wird (s. oben) oder aber wenigstens einen Theil ihrer Um- 
formungseigenschaften einbiisst, weil sie nicht mehr sémmtliche er- 
forderlichen Linearfactoren enthalt. Im letztern Fall wiire die Invariante 
als wnregelmdssig zu bezeichnen. Insbesondere kann diese Unregel- 
miissigkeit darin bestehen, dass gerade diejenige Umwandlungsformel, 
welche zur Reduction einer reducibeln Invariante dient, unmédglich 
wird; die Invariante ist dann durch den Eintritt der Minderformen 
irreducibel geworden. Die irreducibeln unregelmissigen Invarianten, 
welche also theils aus den irreducibeln, theils aus den reducibeln In- 
varianten des Stammes einer Invariante J durch den Eintritt der Minder- 
formen entstehen, sind dem Stamm der Invarianten als accessorische 
Invarianten hinzuzufiigen. Die Zahl ihrer Gattungen wird im Allge- 
meinen grésser sein, als die Zahl der Gattungen der regelmiissigen 
Invarianten. Bei der Hesse’schen Covariante im ternaren Gebiet er- 
scheinen als accessorisch die von mir mit 7, 2, Y, P, G, K, F, B, 
R, J, M, C, E bezeichneten Bildungen (Math. Ann. 36, pag. 102). 
Von diesen sind Z, Q, P, G, K, F, J, M, E aus reduciblen In- 
varianten hervorgegangen; 7’ ist Theilinvariante einer zerfallenden 
Form, welche wegen Eintritts von Minderformen nicht mehr redu- 
cirbar ist. 

Als weiteres Beispiel eines Stammes mit vielen accessorischen 
Invarianten diene die Invariante (ab)? (ac). Ich beschranke mich auf 
die Aufzihlung der Linearinvariantengattungen, denen alsdann ihre 
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irreducibeln Remananten beizufiigen waren. Von den 6 regelmissigen 
Gattungen sind nur zwei irreducibel: (aa’)*(aa’) und (aa’) (aa”) (aa’”). 
Hierzu kommen accessorische Invarianten, in denen u, wu’... lineare, 
a,a@’.., quadratische Symbole sind: 
a) aus den irreduciblen regelmissigen Invarianten: 
a) aus (aa’)? (aa”): 
(aa)? (aa’); (aa)*(ae); (aa’)*(au); (aa)?(ae’); (aa)?(au), 
B) aus (aa’) (aa’) (aa”): 
(aa’) (aa") (aa); (aa’) (aa”) (au); (aa’) (aa) (ae); 
(aa’) (aa) (au); (aa’) (au) (aw); (ae) ao’) (aa’); 
(aa) (aa’) (au); (aa) (au) (aw); (au) (aw) (au’). 
b) aus den reducibeln regelmissigen Invarianten: 
a) aus (aa)? (a’a’’): keine. 
B) aus (aa’) (aa’) (a a?” ): 
(cu) (au) (ww). 
y) aus (aa’) (a’a’) (aa’”’): 
(aer’) (a a’) (aa); (aa) (wa’) (aa); (@a’) (wa’) (aw). 


8) aus (aa’) (a a”) (al% a’): 


Zu den 2 irreducibeln Gattungen kommen also noch 17 accesso- 
rische nichtzerfallende; aus den beiden zerfallenden (au) (au’) (u”u’”’) 
und (uw) (w’u'”’) (w’u") ergeben sich noch die Theilinvarianten 
(au) (aw) und (uw). 

Ist ailgemein in eine Invariante J eine rationale ganze Function 
von Grundformen einzufiihren, unter welchen Minderformen sind, so 
ist zunichst nach § 6 zu verfahren; dann aber sind die illusorisch 
werdenden Invarianten einfach zu streichen und die Reduction mit 
Rticksicht auf die Minderformen auszuftihren. Ist der Index der In- 
variante erheblich kleiner, als die Ordnung der F'*) in den Verinder- 
lichen, so ist es empfehlenswerth, die Minderformen zu_,,engeren 
Producten“ zusammenzufassen und diese erst nach erfolgter Reduction 
aufzulésen, in derselben Weise wie (Math. Ann. 36, pag. 106) bei der 
Hesse’schen Covariante im terniren Gebiet mit den linearen Grund- 
formen verfahren wurde. Die Entscheidung, welche Formen irreducibel 
sind, wird dadurch erleichtert. 

Ein sehr instructives Beispiel fiir den Einfluss der Minderformen 
ist die Discriminante der cubischen Form, welche reducibel wird, wenn 
man die cubische Form durch eine biquadratische ersetzt. In den 
Vollbesitz ihrer Eigenschaften gelangt die betreffende Bildung jedoch 
erst fiir eine Form 6, Ordnung. 
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Fiir die Ordnung 4 ist: 
(ab)? (ed)? (ac) (bd) ag be Ce de 
= — = (ab)! - (cd)® cq? d,? + + (ab)? (ac)? (be)? + det. 
Fiir die Ordnung 5 wird weiter: 
(ab)? (ac)? (bc)? az bz Ce = — 2(ab)8 (ac)? (be) be Cy? 
= —- (ab)* (ac) (be) ¢,', 
(ab)? (cd)? (ae) (bd) az? bz” cz? dz? 
= — + (ab)! ay be - (cd)? ce? de? — + (ab)! (ae) (be) ca? + de’. 


also 


Fiir die Ordnung 6 stellt sich die regelmissige Reduction ein. 
Ks ist: 


(ab)* (ae) (be) az be Cz! = — (ab)® (ac) bz ce' + (ab)* (ac)? bz? c,4 
= — + (ab) + ce + (ab)! (ac)? ba? ce’, 


daher: 


(ab)? (ed)? (ac) (bd) a,z* b,5 c,* d,* 
1 ‘ ‘i ’ 
= — = (ab)* a,? bz? - (cd)? ¢e* dat — = (ab)* (ac)? bz? cz! - dg° 
+ % (ab)®- cg de®. 


Man bemerke, wie bei dieser successiven Reduction die Zahl der 
Zusammenhiinge wiichst, wie folgende Uebersicht zeigt: 


Invariante Zahl der | Invariante Zahl der 
Zusammenhinge | Zusammenhiange 
(ab)? (ed)? (ac) (bd) 12 | (ab)* (ac) (be) 21 
(ab)! . (ed)? 14 | (ab)! (ac)? 22 
(ab)? (ac)* (be)? 18 | (ab)> (ac) 25 
(ab)> (ac)? (be) 19 | (ab)? 30 


Bei der Umformung wmittelst der Formel (il) des § 8 kommt es 
auf Linearfactoren gar nicht an. Daher sind solche Umformungs- 
eigenschaften der Invarianten, welche aus dieser Formel allein her- 
geleitet werden, von der Ordnung der Argumente vollig unabhingig 
(immanent). 

Es giebt Invarianten, welche keine accessorischen Invarianten zu 
bilden vermégen. Das sind soleche, welche mittelst der Formel (II) 
des § 8 allein reducibel sind, z. B. 


(ab)* (ac) (bd) (ed) = + (ab)! (ed), 


oder solche, bei denen von allen Argumenten wenigstens je ein Symbol 
in jedem Klammerfactor vorkommt, z. B. (aba’)? (aca’). 
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Zwei derselben Gattung angehérigen Invarianten, bei denen die 
Ordnungen der Argumente, soweit dieselben Minderformen sind, iiber- 
einstimmen, haben beide dieselben Umformungseigenschaften und man 
kann sagen, dass sie derselben Art angehéren. Jede Gattung besitat 
eine regelmissige Art und kann noch eine Anzahl unregelmissiger 
umfassen. 


§ 13. 
Linearsymbole. 


Die Symbole der linearen Grundformen, Linearsymbole genannt, 
zeichnen sich durch zwei fundamentale Eigenschaften aus: 

a) sie sind unfahig Zusammenhinge zu bilden, so dass jede In- 
variante zerfallt, welche einen Klammerfactor mit lauter Linearsymbolen 
enthalt. 

b) Jede Invariante verschwindet, wenn in einem Klammerfactor 
zwei gleichbedeutende Linearsymbole vorkommen. 

Wenn man in der Formel (I) des § 8 an Stelle der Symbole 
aa... a*—) und a Symbole linearer Formen setzt, so entsteht eine 
Umwandlungsformel von ganz besonderem Charakter; sie ist keine 
urspriingliche, denn sie besitzt kein isolirtes Glied; sie kann aber auch 
uicht aus urspriinglichen hergeleitet werden, 

Aus der Theorie der Invarianten mit lauter Linearsymbolen seien 
noch zwei Punkte hervorgehoben: 

Wenn man im Gebiet A‘ Stufe in eine wirkliche Invariante vom 
Index w als Argumente rationale ganze Functionen von 4 linearen 
Formen einfiihrt, so erhailt man die we Potenz der Functionaldeter- 
minante der 4 Grundformen multiplicirt mit einem von den Coeffi- 
cienten jener Functionen abhingigen Ausdruck. Fasst man nun jene 
Grundformen als Veriinderliche auf, so sind die Functionen nichts 
anderes als algebraische Formen und jener Ausdruck die nichtsymbolische 
Form der Invariante, welche die genannten Formen zu Argumenten 
hat. Liegt eine Covariante vor, so treten auch die Verinderlichen 
in den nichtsymbolischen Ausdruck ein. Die Functionaldeterminante 
wiirde durch ihr Verschwinden anzeigen, dass man die 4 linearen 
Formen wegen einer zwischen ihnen bestehenden Relation nicht als 
unabhingige Verinderliche behandeln darf. 

Jede binire Form m'*t Ordnung f, bei welcher der Coefficient von 
a2™ aen Werth Eins hat, kann angesehen werden als Product von m 
Linearfactoren von der Form «,%2, + a,%,. Setzt man sodann 


@ g, 


E; = oe. 
bd | 


welche entsteht, wenn man f gleich Null und a, gleich Eins setzt. 


@-» 80 sind die & die Wurzeln der Gleichung in 2, — 2, 
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Bekanntlich ist nun jede Invariante J von f eine solche symmetrische 
Function der Wurzeldifferenzen der Gleichung f= 0 (und wenn sie 
eine Covariante ist, auch der Wurzeln), welche in allen Wurzeln von 
gleichem Grad g ist und umgekehrt. Man driickt nun den Werth 
einer Invariante in den Wurzeldifferenzen aus, indem man fiir f das 
Product der m Factoren a{) = a{ x, + af”, als Argument einfiihrt 
(vergl. Gordan-Kerschensteiner a. a. O. pag. 41). Aus der entstehen- 
den zusammengesetzten Invariante erhalt man den Werth von J in 
den Wurzeldifferenzen (und Wurzeln) indem man an Stelle von (a a) 
die Grésse §&—&; und an Stelle von a! die Grésse x — §;) einsetzt. 
Setzt man aber statt dessen in obiger zusammengesetzter Invariante 
an Stelle von «’B’y’... das neue Symbol a’, an Stelle von a” py”... 
das damit gleichbedeutende b’ u. s. f. so bekommt man eine [nvariante 
vom Index w und vom Grade m in den Coefficienten einer Form g'” 
Ordnung: also die Invariante, welche der urspriinglichen nach dem in 
§ 1 erwihnten Hermite’schen Satze reciprok ist. 
Z. B. die Hinfiihrung von a,° = a, a," a,"" in 


(a b)* (ea)? (ac) (bd) 
ergiebt: 


= (a B’)(o’B” (y"8') ("8") (oly )(B'8"") = — 5 (Ey —E5)1E,—E,) EE)” 
als Ausdruck in den Wurzeldifferenzen und 
2 , , , so , , 
— 97 (ab)? (ae) (We)? 
als reciproke Invariante. Keciprok zur Covariante 


(ab)? (ac) azbz c,* 
findet man 


Ligh’ 2(a’'c) bcc? . de® u. s. f. 
6 


§ 14. 
Invarianten rational gebrochener Functionen von Formen. 


Weil jede rational gebrochene Function auf die Form eines Quotienten 
zweier ganzen Functionen gebracht werden kann, so hat man nur die 
Aufgabe zu behandeln in eine Invariante J als Argument den Quotienten 
f=< einzufiihreau, wo m und w ganze Functionen sind. Aus dieser 
Gleichung folgt 

p=f.v. 
Wendet man nun die Invarianten auf diese Gleichung an d. h. fihrt 


man zuerst mp, dann f. w als Argument in die Invariante ein und setzt, 
was erlaubt ist, die Resultate einander gleich, so erhalt man eine 


4* 








| 
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Gleichung, in welcher, wie aus § 5 gefolgert werden kann, rechts 
J(f) vorkommt, ausserdem aber Simultaninvarianten J’ (f,v) J” (f,)... 
welche dem Stamm von J angehéren. Diese werden nun ebenfalls auf 
die Gleichung angewandt, indem man an Stelle des Arguments / einer- 
seits m, andrerseits f . ~ setzt. Man erhialt Gleichungen, welche rechts 
resp. die Gréssen J’(f, w) J” (f, ¥)... enthalten, ausserdem eventuell 
neue, deren Stimmen angehdrige Simultaninvarianten mit denen ebenso 
verfahren wird. Man muss aber endlich auf eine letzte Invariante 
J)(f, ¥) kommen, weil dem Stamm von J nur eine endliche Anzahl 
von Gattungen angehéren und nur eine endliche Zahl von Argumenten 
nimlich f und » in Betracht kommen. Man hat alsdann ry +1 in 
den Invarianten lineare Gleichungen mit den Invarianten 
J(y), J’(p, ¥)..- IMG, ¥) 
auf der linken Seite. Eliminirt man aus ihnen die r Gréssen 
Jf ¥)-.. I“, ¥), 

so bleibt gerade noch eine Gleichung zur Bestimmung der gesuchten 
Invariante J(f). Man hat nur noch f durch . zu ersetzen und erhilt 


dann J(f) ausgedriickt durch g, ~ und deren Invarianten. 
Beispiel. Im ternaren Gebiet soll die Hesse’sche Form (abc)? 


fiir a,? =f der Quotient : eingefiihrt werden, wo p= a;,'; ¥ = a;?, 
Mit den Abkiirzungen 

(abc)?’= H(f); (aba’)a,* = D(f, 9); (aba) (aa b’)b, a,?b.*§= O (fg) 
u. s. f. erhalt man: 

H(y)=H(f.¥) =, Hf) —ZDF¥ fv —ZDw,/Afry 

+ 5 HW) f? — 5 %(7, wf, 

D(y,¥) = D(f.¥,¥) = Diw)¥ — 4 DW, Afet+ 2 HWP 
D(¥,9) = Dv, f.¥) =; Dv, fv + SAW, 
(9, ¥) = O(f.¥,0) = 7 OF, O¥ +5 DY, Nfer— 2 Aw)fiy. 
Hieraus folgt durch Elimination von D(f, ¥), D(v,f), O(f, ¥): 


. ae g. 36 D 79 6 D (w, p) f? 8H(w)f? ~“9%O(g,H 
H(f) = ( ) ( i= ( 9) f wf wv (v. if 
4H) 36 D ( pt — D(w,) gy? 3 H( we __ %O(p »W)9p 








vy y 
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§ 15. 
Invarianten irrationaler Functionen von Formen. 


Soll in eine Invariante J eine Form f als Argument eingefiihrt 
werden, die nur implicite durch eine Gleichung n, Grads gegeben ist, 
welche sie mit andern Formen verbindet, so verfahrt man ahnlich wie 
in § 14. Man wendet die Invariante J auf die gegebene Gleichung 
an, nachdem man dieselbe nicht etwa auf Null gebracht, sondern ihr 
vielmehr eine solche Form gegeben hat, dass die Glieder méglichst 
gleichmiissig auf beiden Seiten vertheilt sind. Die ausser J(f) in der 
entstehenden Gleichung vorkommenden, f enthaltenden Invarianten 
werden ebenso auf die gegebene Gleichung angewendet u. s. f. endlich 
kommt man wie in § 14 auf eine letzte Invariante. Man hat dann so 
viel Gleichungen, wie Invarianten, die von f abhiingen und kann daher 
J(f) aus denselben berechnen. Man erhilt J(f) eindeutig und wenn 
man zwischen der Bestimmungsgleichung und der gegebenen / eliminirt, 
ergiebt sich J(f) als Wurzel einer Gleichung n. Grads. 

Beispiele. 

1) Ist f= a,*; » = a,°; »y = az, so soll in die Invariante 

Cy = (ab) (ac) by cz? 
der fiir f aus der Gleichung f? = g.wy folgende Werth eingesetzt 
werden. Mit den Bezeichnungen: 


(aa’)* (ab) bz? az = (ab)*(aa’) bz az’? = Dy, 


und 
(a'a)*(a'b)azb,” = Ey, 
hat man ; 
C(f?) = C(p . ¥) 
oder 
a Deis i 11 
10 Of = rag) diem (5 Dy + 200 E,,)9y — oP a+ m0 5 Ea) ¥ 
1 
+ 3 CoP ) 
somit wenn man fe eliminirt : 
' 1 1p \1 
= (745 (D+ 30 Lin) = — (5 Da + En) 5 


+7 +c, 5) Vp.¥ 7 y. 
2) Die Invariante A, = (ab)? soll berechnet werden, wenn 
P+2fop+yv=0, 


9 = a;’, y=a,'4. 
Mit der Bezeichnung B,, = (aa’)* erhialt man: 


wobei 
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A(f?) = A(— 2f g — 9) 


oder 
(a) G29") Ay + 5(f p—2¥) By, —29 By, =A, f? +2. B,,f + Ay, 
B(f?, p) = B(—2f 9-4, 9) 


oder 

(b) — pA, + (+59) By =—A,f—B,,, 
endlich 

oder 

(c) —7vA, —_ <0 By t+(f+¥) Bo = ~ B,,f—A,. 


Aus den Gleichungen (a), (b) und (c) kann durch Elimination von B,, 
und B,, eine lineare Gleichung fiir A, gewonnen werden; aus dieser 
und der gegebenen Gleichung ist noch f zu eliminiren. 


§ 16. 
Multiplicirte Invarianten. 


Der Berechnung von Invarianten gebrochener oder irrationaler 
Functionen stellt sich in gewissen Fallen ein unerwartetes Hinderniss 
entgegen. Durch die Bestimmungsgleichung, welche in den Ver- 
iinderlichen homogen sein muss, wird der Form f eine bestimmte Ord- 
nung zugeschrieben, die bei irrationalen Functionen auch gebrochen 
sein kann. Ist nun diese Ordnung eine ganze Zahl grésser als Null 
aber kleiner als die untere Grenze des Arguments f in J (ef. § 12), 
so wird die Invariante illusorisch — wenn f eine rationale ganze Funce- 
tion ist. Ist letzteres nicht der Fall, so kann zwar der Invariante J 
ein bestimmter Werth nicht abgesprochen werden, man kann aber 
zunichst nicht zu diesem Werth gelangen, weil in den zur Bestimmung 
dienenden Formeln die Invariante J den Coefficienten Null erhalt und 
daher herausfiallt. 

Um diesem Uebelstand abzuhelfen, fiihrt man an Stelle der In- 
varianten tiberhaupt andere Gréssen ein, welche multiplicirte Invarianten 
heissen mégen. Die multiplicirte Invariante J* einer Invariante J ist 
die Grosse J, multiplicirt mit einem Product, das zu Stande kommt, 
wenn fiir jedes Symbol a einer Form a welches in r Klammerfactoren 


von J vorkommt, = Si als Factor genommen wird. Dann reducirt 
aa 
sich der zweite Coefficient in § 5 auf Il x, und ist daher von der 
“oe 
Ordnung der Argumente unabhiingig. Dagegen erscheinen in den 
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Reductionsformeln und in den Relationen Coefficienten, die von den 
Ordnungen der Argumente herriihren, wenn dieselben in den multi- 
plicirten Invarianten geschrieben werden. 

Beispiel. Es sei in A, = (ab)?, f=< einzufiihren, wenn 


p=a,? und p=a,? 
quadratische Formen sind. 
Mit den Bezeichnungen 


(aa’)? = By; (aa’)(ab)bsaz’ = Vy; (ab’)(a'b) dz bede bz’ = Wy, 


erhailt man: 


A,* = Ay* yp? + 2 By * fy + A*f? + 40 ,.*b + 4 Va9*f + 2 Wy”. 


Aus den Reductionsformeln: 
Woo = Voo vy + Voof ae Boo'd; 
Vio _™ ; A, y, 
i 
Vn = 2 A,f 


folgen, wenn f von der m'*", w% von der n'” Ordnung ist und m-+n=—u 
gesetzt. wird: 


ial ais a 0+ By Val — eri Bat. ¥ 
Vi i= =i A,*¥, 
Vo" = : —F A,*f, 
also 
A, = BAe — Geen Balle + Go Af 


und weil hier m=0; n=u=—2 


A,* = A,*y? + 2B,,*fo + A,*f? 
B,,* _ Ay,)* + A,*f 


* 2 2 
At = a ae 248 A;* ae. 
Den Ausfiihrungen des § 14 und "6 ile. muss die Frage auf- 
geworfen werden, ob es wirklich erlaubt sei mit gebrochenen und 
irrationalen Formen symbolisch zu rechnen, gerade wie mit ganzen 
Kormen. In der That ist das gestattet. Denn jeder symbolische Aus- 
druck kann auf einen Differentialausdruck zuriickgefiihrt werden, indem 
man die Klammerfactoren ausmultiplicirt und alsdann ein Product 
gett +e f 


On? Ox? day’... 2x,” 


ferner ist 


somit 





a,%aP a,” ... a7” durch ersetzt. 
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Die Ausfihrung dieser Differentialoperation ergiebt die Invariante, 
aber — als multiplicirte Invariante. Die Weglassung der oben ge- 
nannten Factoren ist also der einzige Unterschied zwischen der In- 
variantentheorie und der Differentialrechnung und zugleich der einzige 
Punkt, wo die Invariautentheorie von der Voraussetzung ganzer Formen 
Gebrauch macht; daher entstehen beim Vorkommen gebrochener und 
irrationaler Formen Uebelstiinde, welche bei Einfiihrung der multipli- 
cirten Invarianten d. h. bei der Riickkehr zum Standpunkt der Dif- 
ferentialrechnung verschwinden. Im Uebrigen kommt die symbolische 
Rechnung auf Operationen mit Differentialsymbolen und auf Relationen 
zwischen solchen hinaus und bei diesen ist die Voraussetzung ganzer 
Formen durchaus iiberfliissig. 


§ 17. 
Invarianten von Invarianten. 


Ist in eine Invariante J eine einfache Invariante J’ als Argument 
einzufiihren, so kann nach den Regeln des § 5 verfahren werden. Die 
Gesammtheit der Klammerfactoren wird hiebei als eine multiplicative 
Constante behandelt und jeder Linearfactor wird mit simmtlichen ihm 
gleichen zu einer Grundform zusammengefasst, so dass also ein Product 
von Grundformen vorliegt. Wenn nun hiebei die Constante in n' 
Potenz aufzutreten hat, so miissen die Klammerfactoren n-mal, jedesmal 
mit andern Buchstaben geschrieben werden. Soll z. B. in die Invariante 
A, = (ab)*azb, die Invariante C, = (ab)? (ac) b.¢,? als Argument 
eingefiihrt werden, so hat man zu berechnen: 


(ab)* (ac) (de)? (df) . A( be Cx? . Cx fz”). 
Die Rechnung ergiebt schliesslich 


+ (ab)? (de)? (ad) (be) . (cf)*cx?fz*. 


Ist J’ eine zusammengesetzte Invariante, so ist nach § 3 zu verfahren. 

Wenn eine Invariante J” dadurch entsteht, dass in eine Invariante 
J eine Invariante J’ als Argument eingefiihrt wird, so kann die 
Aufgabe, in J” das Product von m Formen einzufiihren, durch ein 
vereinfachtes Verfahren gelést werden, wenn die Lésung derselben 
Aufgabe fiir die (jedenfalls einfacher gebauten) Invarianten J und J’ 
bereits vorliegt. Das Verfahren erhellt aus folgendem Beispiel. 

Es sei (aa’) = R,,; (ab)? = A); (ab)?(ac) = C, so ist 

C, = R(Ay, f,)- 
Es seien ferner m und » die Ordnungen von f, und f,; 
m+n=u; By = (aa’)? 





| 
) 
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und man habe bereits die Formeln gefunden: 
R(fo-fis fr) = 5 (m' Rot, + ” Rif); 
Affif) = IG—5 (m?(u—1) Af? —2mnBo fof, + n?(u—1) A, f,") . 














Dann ist 
Cfo) =TR(A(f-fh)h+2R(A(f-fds fh) fo» 
= ey fm He — 1) (GE RAK) A 
+ ana Bf fh) Ach) 
— 2mn (55 R(Bos fh) fol 
+ sgiy RU fh) Buh) 
+ n?(u—1) 5" —9 RA, ff 
toa me — GSP RA, AK 
+ aaa Ble fh) Ath) 
— 2mn (SPS RBar ffoh 
+ aga Blo fi) Buf) 
+ me(u—DUBEB Reds, fi ft 
Mit den Abkiirzungen (ab)*(ac’) = Dy; (a’b)*(a'c) = Ey, erhiilt man 


durch Reduction: 





3 an (3 uw —4) m2 2m? 
C(fo-fi) = BOne = Fee Dy fot? + me Smo 2) Ey fof? 


2mn? ° 8 4)mn?® ’ 
+ u3(u—1)(u —2) Ey\ofet, — aes Diy ft; +35 “0, f°. 
j Das Verfahren ist einfacher als die beiden in § 5 und § 9 entwickelten 
Methoden; denn die bei Aufstellung der Formeln fiir R(f,.f,, f,) und 
A(f,.f,) erforderlich gewesene Reductionsarbeit kommt der zu be- 
rechnenden Formel fiir C(f, . f,) bereits zu Gute. 
Die Brauchbarkeit der eben entwickelten Formel hort itibrigens 
: auf, wenn Minderformen (§ 12) vorkommen, beispielsweise wenn die 
Invariante (ab)?a,?b,* in die Invariante (ab)?(ac)azbz?c,° einzufiihren 
ist; denn alsdann sind a,? und 6,? Minderformen in Bezug auf die 
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eben genannte Invariante. Dann muss das directe Verfahren des § 5 
eingeschlagen werden und man erhilt als Resultat: 


— ; (ab)? (ac)? (be)? . (de)? (df) dzex? fe*. 


Anmerkung. In der Invariantentheorie hat sich lingst aus dem 
Bediirfniss, Ueberschiebungen von Invarianten herzustellen, ein Ver- 
fahren herausgebildet, Ueberschiebungen von Producten von Formen zu 
berechnen (Gordan-Kerschensteiner a. a. O. pag. 39). Dieses Verfahren 
wird in vorliegender Abhandlung auf Invarianten ausgedehnt, die keine 
Ueberschiebungen sind, dasselbe wird ausserdem auf ternire, qua- 
ternare u. s. f. Formen ausgedehnt. 


§ 18. 
Invariantengleichungen. Die Umkehrprobleme der Invariantentheorie. 

In § 15 wurde eine Invariante auf eine Gleichung zwischen Grund- 
formen angewendet und hiedurch eine Gleichung zwischen Invarianten 
(und Grundformen) erhalten. Eine solche nichtidentische Gleichung 
zwischen Invarianten (und Grundformen) miége Invariantengleichung 
heissen. 

Jede Invariantengleichung muss im allgemeinen eine Léswng be- 
sitzen, d. h. es muss eine Grundformengleichung existiren, aus welcher 
die Invariantengleichung dadurch, dass ein Invariantenprocess auf jene 
angewendet wird, hergeleitet werden kann. Denn nach § 16 lisst sich 
die Invariantengleichung in eine Differentialgleichung iiberfiihren, in 
welcher eine Grundform als abhingige Veriinderliche auftritt. Es 
wird z. B. aus der Invariantengleichung : 

(ab)? (ac) bc,” = a, 
die Differentialgleichung: 
ee a. as Oc | 
Ox,? Ore OX, Ox OX, OX, OXe OX OX, 0x," OX? O22 
a x Saladin tighten 

42 iota eis ee ~ ot oe ye (= 18(ab)? (ac) bees") = 18f,. 
Eine solche Differentialgleichung gestattet natiirlich die allgemeine 
projective Gruppe (Lie, TransformationsgruppenI, pag.554) der Mannig- 
faltigkeit z, ...,. Bei biniren Formen ist die Form der Differential- 
gleichung nur scheinbar partiell; sie kann durch Weglassung der 
homogenisirenden Verinderlichen in eine totale verwandelt werden. 
Die Lésung der Differentialgleichung, die iibrigens auch transcendent 


sein kann, ist zugleich diejenige der Invariantengleichung. Die ein- 
fachste Invariantengleichung: 


__@f Ff af 


OxLZ OX, Cu? Oo 2) 





\am—l a ’n—1 ” m-+-n—2 
(aa )arart=a; 


fiihrt auf eine Euler’sche Gleichung. 





\ 
é 
it 


' 
} 
i 
} 
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Enthilt eine Invariantengleichung die Invarianten mehrerer Grund- 
formen, so muss sie der Reihe nach nach diesen allen aufgelést werden, 
indem man die Lésung so lange als Invariantengleichung behandelt, 
als Invarianten darin sind. 

Auf das genannte Problem kann das folgende zuriickgefiihrt 
werden, welches man als erstes Umkehrproblem der Invariantentheorie 
bezeichnen kénnte: 

Gegeben ist eine Invariantengleichung und eine Invariante; gesucht 
eine Invariantengleichung derart, dass wenn die gegebene Invariante 
auf sie angewendet wird, gerade die gegebene Invariantengleichung 
herauskommt. Man hat nur die gegebene Invariantengleichung auf 
Null zu bringen und die linke Seite gleich der gegebenen Invariante 
zu setzen; alsdann wird die entstehende Gleichung nach dem Argument 
der gegebenen Invariante aufgelést und die Lésung gleich Null gesetzt. 

Ktwas allgemeiner ist die Aufgabe eine Invariante zu suchen, 
welche, als Argument in eine gegebene Invariante eingesetzt, eine 
andere gegebene Invariante liefert. 

Die Invariantentheorie besitzt aber noch ein zweites Umkehrproblem. 
Man kann nimlich fragen ob es mdglich ist, eine Invariante J” von 
der Beschaffenheit zu finden, dass wenn man eine gegebene Invariante J 
in sie als Argument einfiihrt, eine andere gegebene Invariante J’ 
herauskommt. Im allgemeinen wird eine solche Invariante J” existiren, 
indess wird sie sich nur fiir den Fall, dass sie algebraisch, rational 
und ganz ist, durch Versuche finden lassen. Ist z. B, 


J = (ab)? (ac) bale? = dg 3; J’ = (ab)? (ed)*(ac)(bd) 
so ergiebt sich J” = (da’)*. Die Invariante J’ kann auch eine Grund- 
form sein z. B. 
J = (ab)? a,7bz? = a,z'4; 
J’ =a,‘ fiihrt auf 
3m Sa (ca'aata,’* 


Wenn eine Grundform f gegeben ist, kann man fragen nach der- 
jenigen Invariante, welche zweimal (oder auch 6fter) angewandt, wieder 
auf die Form f fiihrt, so dass also J (J (f)) =f. Fir die biniire 
Form a,’ erhalt man z. B. 

J =x. az! + A(ab)*?a,7b,?, 
wo x eine Wurzel der Gleichung: 
(L—2x)?(1+ «) = 24x? Hh Ma a bak 


(ab)* (ed)*(ef)* 
und 


we 6(n® + x) | 
rat [EE 


i 











if 
Y 
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Fiir die biniire Form a,? ist die gesuchte Invariante (aa’)a,a,, wo 
a, * die Lésung der Invariantengleichung 


5 (aa’)* by’? — 5 (a Vaz? = az? ° 


§ 19. 
Mehrfache Veranderliche, Symbole und Klammerfactoren. 


Die Verinderungen, welche die vorstehenden Theorien erleiden, 
wenn in den Invarianten auch Verinderliche anderer Art als die ge- 
wohnlichen auftreten, sollen hier nicht im Einzelnen aufgezihlt werden. 
Wir behalten uns hiefiir eine besondere Darstellung vor und machen 
fiir jetzt nur auf einige Punkte aufmerksam. 

Als r-fach sollen Verdnderliche bezeichnet werden, welche Deter- 
minanten von r-reihigen Matricen von Symbolen cogredient sind. Nach 
§8 sind daher die gewdhnlichen Veriinderlichen 4 — 1-fach. Ein 
r-faches Symbol ist dann dasjenige einer Grundform mit (4—,)-fachen 
Verianderlichen. Ausser den Klammerfactoren und Linearfactoren — 
letztere sind nunmehr Verbindungen eines r-fachen Symbols mit einer 
(A—r)-fachen Veriinderlichenreihe — erscheint jetzt noch eine dritte 
Art von Factoren, welche eine Verainderlichenreihe und zwei oder mehr 
Symbole enthalten; sie mégen gemischte Factoren heissen. Eine r-fache 
und eine s-fache Veriinderlichenreihe in einem Factor werden zu einer 
(r-+s)-fachen zusammengezogen. Eine Verbindung einer r-fachen und 
einer (4A—r)-fachen Veriinderlichenreihe heisst bekanntlich ddentische 
Covariante. Fiir den Index wird eine neue Definition erforderlich , wobei 
es hauptsiichlich darauf ankommt, dass der Beitrag der Linearfactoren 
zum Index Null ist. 

Zur Umformung von Invarianten mit mehrfachen Symbolen sind 
die Formeln (I) und (II) des § 8 im allgemeinen nicht mehr aus- 
reichend; es dienen hiefiir Kormeln, welche mehr als zwei symbolische 
Factoren betreffen. 

Aus r-fachen Symbolen und Veriinderlichen lassen sich aber auch 
Klammerfactoren und gemischte Factoren bilden, welche danu als r-fache 
zu bezeichnen sind. Solche Factoren sind Determinanten von der 


Reihenzahl (*) welche nur fiir y — A — 1 mit A iibereinstimmt, sonst 


aber grésser als 4 ist. Determinanten aus Complexsymbolen, d. h. 
Symbolen von Grundformen mit Liniencoordinaten im quaterniren 
System, sind daher nicht vier- sondern sechsreihig. Es existiren Formeln 
um Producte, in welchen solche r-fache Factoren vorkommen, um- 
zuformen; eine solche ist z. B. die Identitaét C bei Herrn Study (Methoden 
zur Theorie der terniéren Formen pag. 75), in welcher (U, U, U;) ein 
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einfacher, (X,X,X,) ein doppelter Factor ist (vergl. die ,,verktirzten“ 
Identitiiten von Herrn Kleiber; Zeitschr. fiir Math. und Physik 37, 
pag. 84). 

In den r-fachen Klammerfactoren kénnen an Stelle von einzelnen 
oder allen r-fachen Symbolen (oder Veriinderlichen) Determinanten 
einer r-reihigen Matrix von einfachen Symbolen (oder Verinderlichen) 
treten und dabei kann es geschehen, dass sich nunmehr der mehrfache 
Klammerfactor als rationale ganze Function von einfachen darstellen 
lisst, z. B. (« B (a b)) wo a, b einfache a, 6 Doppelsymbole sind, kann 
ersetzt werden durch 

(wa) (Bb) — (ab) (Ba). 

Unregelmdssig mége ein r-facher Klammerfactor heissen, in welchem 
ein r-faches Symbol durch die Determinanten einer s-reihigen Matrix 
von ¢-fachen Symbolen (Veriinderlichen) ersetzt ist, derart, dass 
s.t=—@4-+-, (wo @ eine ganze Zahl ist). In dem Beispiel 

(a, b, (xy)) = arb, — bra, 
sind die Zahlen A, r,s, ¢, g resp. 3,1,2,2,1. 

In einer Invariante kénnen als Argumente auch vorkommen Grund- 
formen mit mehreren Reihen von Veranderlichen, welche ihrer Multi- 
plicitiit nach gleich oder verschieden sein kénnen. Diese Grundformen 
haben mehrere Symbole, welche als verschmolzene Symbole bezeichnet 
werden kénnten; denn in einem symbolischen Product kann jedes nur 
zusammen mit allen iibrigen auftreten. Uebrigens diirfen zwei mit 
einander verschmolzene Symbole zugleich in einem Klammerfactor vor- 
kommen. 

Dagegen giebt es auch Grundformen mit verschiedenen Verinder- 
lichen, welche ihrerseits verschiedenen Transformationen unterliegen. 
Alsdann hat man es auch mit verschmolzenen Symbolen zu thun, von 
denen das Auftreten des einen das Erscheinen aller tibrigen nach sich 
zieht. Aber die symbolischen Factoren zerfallen nun in Gruppen; in 
jeder derselben treten nur solche Symbole auf, welche je zu einer der 
verschiedenen Verianderlichenreihen gehéren. Zwei verschmolzene 
Symbole kénnen daher in diesem Falle nicht in demselben Klammer- 
factor vorkommen. 

Endlich kann es noch geschehen, dass die verschiedenen Ver- 
inderlichenreihen sogar Gebieten verschiedener Stufe angehdren, wie 
dies z. B. bei den von Herrn Study (a. a. O. pag. 110) betrachteten 
Gebilden der Fall ist, welche zugleich dem Gebiet 3'" und demjenigen 
N‘ Stufe angehdren. 

Zusatz: Die interessanten Darlegungen des Herrn Kleiber (Ueber 
eine Methode zur Aufstellung eines vollstindigen Systems blosser In- 
varianten beliebig vieler quadratischer Formen jeder Stufe, Zeitschr. 
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fiir Math. u, Physik 37, pag. 79) beriihren den Gegenstand der vor- 
liegenden Abhandlung insbesondere insofern, als sie wenigstens fiir 
Invarianten, deren simmtliche untere Grenzen kleiner als drei sind, 
ein Criterium angeben, um zwischen bedingt reducibeln Invarianten 
(§ 9) eine Entscheidung zu treffen. Wie oben an Stelle von mehr- 
fachen Symbolen Determinanten aus einfachen eingesetzt wurden, so 
kann umgekehrt an Stelle von yr gleichbedeutenden Symbolen einer 
Invariante, welche in jedem Klammerfactor entweder alle fehlen, oder 
alle zusammen vorkommen, ein r-faches Symbol eingefiihrt werden. 
Nennt man nun mit Herrn Kleiber das ,, Hilfsgewicht“ eines r-fachen 


Symbols die Zahl 14+ 2+ .---+r=— cy und Hilfsgewicht der 


Invariante die Summe der Hilfsgewichte aller Symbole, die in ihren 
Klammerfactoren stehen, so ist von zwei bedingt reducibeln Invarianten 
diejenige als irreducibel anzusehen, welche das gréssere Hilfsgewicht 
hat. In den Beispielen des § 9 sind das die Invarianten (aba’b”)(aba” b’) 
resp. (aba’) (aba”). 


Stuttgart, November 1892. 


— 
a 








Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische 
Forschungen*). 


Von 


Fevrx Kiem in Gottingen. 


Unter den Leistungen der letzten fiinfzig Jahre auf dem Gebiete 
der Geometrie nimmt die Ausbildung der projectivischen Geometrie 
die erste Stelle ein. Wenn es anfinglich schien, als sollten die so- 
genannten metrischen Beziehungen ihrer Behandlung nicht zugianglich 
sein, da sie beim Projiciren nicht ungeindert bleiben, so hat man in 


*) Programm zum Eintritt in die philosophische Facultit etc. Erlangen 1872. 


[Mein nachstehend wieder abgedrucktes Programm ist bereits vor einiger 
Zeit in italienischer, wie in franzdsischer Uebersetzung neu verdffentlicht worden 
(Annali di Matematica, ser. 2, t. 17, 1890, Uebersetzung von Hrn. G. Fano; 
Annales de Il’Ecole Normale supérieure, ser, 3, t. 8, 1891, Uebersetzung von Hrn. 
Padé). Ich habe dort an einzelnen Stellen Verbesserungen eingefiigt, die ich 
durck besondere Klammern [—] als solche kenntlich machte. Diese Verbesserungen 
sind auch bei dem hier folgenden Wiederabdruck beibehalten und stellen die 
einzigen Abweichungen vom Originale vor. Ich wiirde ja von meinem heutigen 
Standpunkte aus gern grissere Aenderungen an dem Programme vorgenommen 
haben. Beispielsweise wiirde ich weniger von algebraischen und mehr von ana- 
lytischen Functionen sprechen, Ich wiirde nicht nur von den Gebilden handeln, 
welche durch Nullsetzen der Functionen dargestellt werden, sondern von den 
Functionen selbst, und solcherweise z. B. neben der projectiven Geometrie die 
lineare Invariantentheorie selbstiindig hervortreten lassen. Ferner wiirde ich 
suchen, sdémmtliche Anwendungen der Mannigfaltigkeitslehre heranzuziehen, also 
nicht nur diejenigen auf Geometrie, sondern ebensowohl diejenigen auf Mechanik 
und mathematische Physik. Nach anderer Seite wiire all’ der viele Stoff einzu- 
arbeiten, der in den zwischenliegenden 20 Jahren hinzugekommen ist, insbesondere 
natiirlich die Ergebnisse von Lie’s Theorie der continuirlichen Gruppen, dann 
auch die geometrischen Beziehungen, die in der Theorie der automorphen Func- 
tionen implicite enthalten sind. Ich bin eben damit beschiiftigt, eine solche Dar- 
legung in einer grésseren Vorlesung zu skizziren. Aber ich erkenne die Unmiglich- 
keit, derselben in absehbarer Zeit eine endgiiltige Gestalt zu ertheilen. So mége 
es denn einstweilen bei dem Wiederabdruck der urspriinglichen Programmschrift 
sein Bewenden haben. 


Géttingen, Ende Miirz 1893. F. Klein,] 
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neuerer Zeit gelernt, auch sie vom projectivischen Standpunkte auf- 
zufassen, so dass nun die projectivische Methode die gesammte Geometrie . 
umspannt. Die metrischen Eigenschaften erscheinen in ihr nur nicht 
mehr als Eigenschaften der riumlichen Dinge an sich, sondern als 
Beziehungen derselben zu einem Fundamentalgebilde, dem unendlich 
fernen Kugelkreise*). 

Vergleicht man mit der so allmahlich gewonnenen Auffassungs- 
weise der raiumlichen Dinge die Vorstellungen der gewdhnlichen 
(elementaren) Geometrie, so entsteht die Frage nach einem allgemeinen 
Principe, nach welchem die beiden Methoden sich ausbilden konnten. 
Diese Frage erscheint um so wichtiger als sich neben die elementare 
und die projectivische Geometrie, ob auch minder entwickelt, eine 
Reihe anderer Methoden stellt, denen man dasselbe Recht selbstindiger 
Existenz zugestehen muss. Dahin gehéren die Geometrie der reciproken 
Radien, die Geometrie der rationalen Umformungen etc., wie sie in 
der Folge noch erwahnt und dargestellt werden sollen. 

Wenn wir es im Nachstehenden unternehmen, ein solches Princip 
aufzustellen, so entwickeln wir wohl keinen eigentlich neuen Gedanken, 
sondern umgrinzen nur klar und deutlich, was mehr oder minder 
bestimmt von Manchem gedacht worden ist. Aber es schien um so 
berechtigter, derartige zusammenfassende Betrachtungen zu publiciren, 
als die Geometrie, die doch ihrem Stoffe nach einheitlich ist, bei der 
raschen Entwicklung, die sie in der letzten Zeit genommen hat, nur 
zu sehr in eine Reihe von beinahe getrennten Disciplinen zerfallen 
ist**), die sich ziemlich unabhingig von einander weiter bilden. Es 
lag dabei aber auch noch die besondere Absicht vor, Methoden und 
Gesichtspunkte darzulegen, welche von Lie und mir in neuveren Arbeiten 
entwickelt wurden. Es haben unsere beiderseitigen Arbeiten, auf wie 
verschiedenartige Gegenstinde sie sich auch bezogen, tibereinstimmend 
auf die hier dargelegte allgemeine Auffassungsweise hingedringt, so 
dass es eine Art von Nothwendigkeit war, auch einmal diese zu erértern 
und von ihr aus die betr. Arbeiten nach Inhalt und Tendenz zu 
charakterisiren. 

War bisher nur von geometrischen Forschungen die Rede, so 
sollen darunter mit verstanden sein die Untersuchungen iiber beliebig 
ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, die sich, unter Abstreifung des fiir die 
rein mathematische Betrachtung unwesentlichen raumlichen Bildes***), 
aus der Geometrie entwickelt haben}). Es gibt bei der Untersuchung 
von Mannigfaltigkeiten eben solche verschiedene Typen, wie in der 


*) Vergl. Note I. des Anhangs. 
**) Vergl. Note II. 
***) Vergl. Note III. 

+) Vergl. Note IV. 
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Geometrie, und es gilt, wie bei der Geometrie, das Gemeinsame und das 
Unterscheidende unabhingig von einander unternommener Forschungen 
hervorzuheben. Abstract genommen wire es im Folgenden nur néthig, 
schlechthin von mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten zu reden; 
aber durch Ankniipfung an die gelaufigeren raiumlichen Vorstellungen 
wird die Auseinandersetzung einfacher und verstandlicher. Indem wir 
von der Betrachtung der geometrischen Dinge ausgehen und an ihnen 
als einem Beispiele die allgemeinen Gedanken entwickeln, verfolgen 
wir den Gang, den die Wissenschaft in ihrer Ausbildung genommen 
hat, und den bei der Darstellung zu Grunde zu legen gewoéhnlich das 
Vortheilhafteste ist. — 

Eine vorliufige Exposition des im Folgenden besprochenen Inhaltes 
ist hier wohl nicht méglich, da sich derselbe kaum in eine knappere 
Form*) fiigen will; die Ueberschriften der Paragraphen werden den 
allgemeinen Fortschritt des Gedankens angeben. Ich habe zum Schlusse 
eine Reihe von Noten zugefiigt, in welchen ich entweder, wo es im 
Interesse der allgemeinen Auseinandersetzung des Textes niitzlich schien, 
besondere Punkte weiter entwickelt habe, oder in denen ich bemiiht 
war, den abstract mathematischen Standpunkt, der fiir die Betrachtungen 
des Textes massgebend ist, gegen verwandte abzugrinzen. 


$ 1. 


Gruppen von raumlichen Transformationen. Hauptgruppe. Aufstellung 
eines allgemeinen Problems. 


Der wesentlichste Begriff, der bei den folgenden Auseinander- 
setzungen nothwendig ist, ist der einer Gruppe von riumlichen 
Aenderungen. 

Beliebig viele Transformationen des Raumes**) ergeben zusammen- 
gesetzt immer wieder eine Transformation, Hat nun eine gegebene 
Reihe von Transformationen die Eigenschaft, dass jede Aenderung, die 
aus den ihr angehérigen durch Zusammiensetzung hervorgeht, ihr selbst 


*) Diese knappe Form ist ein Mangel der im Folgenden gegebenen Dar- 
stellung, der das Verstiindniss, wie ich fiirchte, wesentlich erschweren wird. Aber 
dem hiitte wohl nur durch eine sehr viel weitere Auseinandersetzang abgeholfen 
werden kénnen, in der die Kinzeltheorieen, die hier nur beriihrt werden, aus- 
fiihrlich entwickelt worden wiren. 

**) Wir denken von den Transformationen immer die Gesammtheit der riium- 
lichen Gebilde gleichzeitig betroffen und reden desshalb schlechthin von Trans- 
formationen des Raumes, Die Transformationen kiénnen, wie z, B. die dualistischen, 
statt der Punkte andere Elemente einfiihren; es wird dies im Texte nicht unter- 
schieden, 


Mathematische Annalen. XLIII. 
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wieder angehért, so soll die Reihe eine Transformationsgruppe*) ge- 
nannt werden. 

Ein Beispiel fiir eine Transformationsgruppe bildet die Gesammtheit 
der Bewegungen (jede Bewegung als eine auf den ganzen Raum aus- 
gefiihrte Operation betrachtet). Eine in ihr enthaltene Gruppe bilden 
etwa die Rotationen um einen Punkt**). Eine Gruppe, welche um- 
gekehrt die Gruppe der Bewegungen umfasst, wird durch die Gesammt- 
heit der Collineationen vorgestellt. Die Gesammtheit der dualistischen 
Umformungen bildet dagegen keine Gruppe — denn zwei dualistische 
Umformungen ergeben zusammen wieder eine Collineation —, wohl 
aber wird wieder eine Gruppe erzeugt, wenn man die Gesammtheit der 
dualistischen mit der Gesammtheit der collinearen zusammenfiigt***). 

Es gibt nun riumliche Transformationen, welche die geometrischen 
Eigenschaften riumlicher Gebilde iiberhaupt ungeindert lassen. Geo- 
metrische Eigenschaften sind nimlich ihrem Begriffe nach unabhingig 
von der Lage, die das zu untersuchende Gebilde im Raume einnimmt, 
von seiner absoluten Grésse, endlich auch von dem Sinne7f), in 
welchem seine Theile geordnet sind. Die Eigenschaften eines rium- 
lichen Gebildes bleiben also ungeiindert durch alle Bewegungen des 
Raumes, durch seine Aehnlichkeitstransformationen, durch den Process 
der Spiegelung, sowie durch alle Transformationen, die sich aus diesen 
zusammensetzen. Den Inbegriff aller dieser Transformationen bezeichnen 
wir als die Hauptgruppe +) raumlicher Aenderungen ; geometrische Eigen- 


*) Begriffsbildung wie Bezeichnung sind heriibergenommen von der Sub- 
stitutionstheorie, in der nur an Stelle der Transformationen eines continuirlichen 
Gebietes die Vertauschungen einer endlichen Zah] discreter Grdssen auftreten. 
{Diese Definition bedarf noch der Erginzung. Bei den Gruppen des Textes wird 
nimlich stillschweigend vorausgesetzt, dass dieselben neben jeder Operation, die 
sie enthalten mégen , immer auch deren inverse enthalten; dies ist aber, wie wohl 
zuerst Lie hervorhob, bei unendlicher Zahl der Operationen keineswegs eine Folge 
des Gruppenbegriffs als solchen; unsere Voraussetzung sollte also der im Texte 
gegebenen Definition dieses Begriffs ausdriicklich zugefiigt werden. | 

**) Camille Jordan hat alle*Gruppen aufgestellt, die iiberhaupt in der 
Gruppe der Bewegungen enthalten sind: Sur les groupes de mouvements. Annali 
di Matematica, t. II. 

***) Die Transformationen einer Gruppe brauchen iibrigens durchaus nicht, 
wie das bei déh im Texte zu nennenden Gruppen allerdings immer der Fall sein 
wird, in stetiger Aufeinanderfolge vorhanden zu sein. Eine Gruppe bildet z. B. 
auch die endliche Reihe von Bewegungen, die einen regelmiissigen Kérper mit 
sich selbst zur Deckung bringen, oder die unendliche, aber discrete Keihe, welche 
eine Sinuslinie sich selber superponirt. 

+) Unter dem Sinne verstehe ich hier die Kigenschaft der Anordnung, welche 
den Unterschied von der symmetrischen Figur (dem Spiegelbilde) begriindet. 
Ihrem Sinne nach unterschieden sind also z. B. eine rechts- und eine links- 
gewundene Schraubeulinie. 

+t) Dass diese Transformationen eine Gruppe bilden, ist begrifflich nothwendig. 
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schaften werden durch die Transformationen der Hawptgruppe nicht 
gedndert. Auch umgekehrt kann man sagen: Geometrische Eigen- 
schaften sind durch thre Unverdnderlichkeit gegeniiber den Transfor- 
mationen der Hauptgruppe charakterisirt. Betrachtet man nimlich den 
Raum einen Augenblick als unbeweglich etc., als eine starre Mannig- 
faltigkeit, so hat jede Figur ein individuelles Interesse; von den Eigen- 
schaften, die sie als Individuum hat, sind es nur die eigentlich geo- 
metrischen, welche bei den Aenderungen der Hauptgruppe erhalten 
bleiben. Dieser hier etwas unbestimmt formulirte Gedanke wird im 
weiteren Verlaufe der Auseinandersetzung deutlicher erscheinen. 

Streifen wir jetzt das mathematisch unwesentliche sinnliche Bild 
ab, und erblicken im Raume nur eine mehrfach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeit, also, indem wir an der gewohnten Vorstellung des Punktes 
als Raumelement festhalten, eine dreifach ausgedehnte. Nach Analogie 
mit den riumlichen Transformationen reden wir von Transformationen 
der Mannigfaltigkeit; auch sie bilden Gruppen. Nur ist nicht mehr, 
wie im Raume, eine Gruppe vor den iibrigen durch ihre Bedeutung 
ausgezeichnet; jede Gruppe ist mit jeder anderen gleichberechtigt. 
Als Verallgemeinerung der Geometrie entsteht so das folgende um- 
fassende Problem: 

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations- 
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehirigen Gebilde 
hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die Transfor- 
mationen der Gruppe nicht gedindert werden, 

In Aniehnung an die moderne Ausdrucksweise, die man freilich 
nur auf eine bestimmte Gruppe, die Gruppe aller linearen Umformungen, 
zu beziehen pflegt, mag man auch so sagen: 

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations- 
gruppe gegeben. Man entwickele die auf die Gruppe besiigliche In- 
variantentheorie. 

Dies ist das allgemeine Problem, welches die gewéhnliche Geo- 
metrie nicht nur, sondern namentlich auch die hier zu nennenden 
neueren geometrischen Methoden und die verschiedenen Behandlungs- 
weisen beliebig ausgedehnter Mannigfaltigkeiten unter sich begreift. 
Was besonders betont sein mag, ist die Willkiirlichkeit, die hin- 
sichtlich der Wahl der zu adjungirenden Transformationsgruppe be- 
steht, und die daraus fliessende und in diesem Sinne zu verstehende 
gleiche Berechtigung aller sich unter die allgemeine Forderung sub- 
sumirenden Betrachtungsweisen. 


5* 
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§ 2. 
Transformationsgruppen, von denen die eine die andere umfasst, 
werden nach einander adjungirt. Die verschiedenen Typen geometrischer 
Forschung und ihr gegenseitiges Verhiltniss. 


Da die geometrischen Eigenschaften riumlicher Dinge durch alle 
Transformationen der Hauptgruppe ungeiindert bleiben, so ist_es an 
und fiir sich absurd, nach solchen Eigenschaften derselben zu fragen, 
bei denen dies nur gegeniiber einem Theile dieser Transformationen 
der Fall ist. Diese Fragestellung wird indess berechtigt, ob auch nur 
formal, wenn wir die raumlichen Gebilde in ihrer Beziehung zu fest 
gedachten Elementen untersuchen. Betrachten wir z. B., wie in der 
spharischen Trigonometrie, die raumlichen Dinge unter Auszeichnung 
eines Punktes, Dann ist zuniachst die Forderung: die unter Adjunction 
der Hauptgruppe invarianten Eigenschaften nicht mehr der raiumlichen 
Dinge an sich sondern des von ihnen mit dem gegebenen Punkte ge- 
bildeten Systems zu entwickeln. Aber dieser Forderung kénnen wir 
die andere Form ertheilen: Man untersuche die riiumlichen Gebilde 
an sich hinsichtlich solecher Eigenschaften, welche ungeandert bleiben 
durch diejenigen Transformationen der Hauptgruppe, welche noch statt- 
finden kénnen, wenn wir den Punkt fest halten. Mit anderen Worten: 
Es ist dasselbe, ob wir die raiumlichen Gebilde im Sinne der Haupt- 
gruppe untersuchen und ihnen den gegebenen Punkt hinzuftigen, oder 
ob wir, ohne ihnen irgend ein Gegebenes hinzuzufiigen, die Haupt- 
gruppe durch die in ihr enthaltene Gruppe ersetzen, deren Transfor- 
mationen den bez, Punkt ungeiindert lassen. 

Es ist dies ein in der Folge haufig angewandtes Princip, das wir 
desshalb gleich hier allgemein formuliren wollen; etwa in der folgenden 
Weise: 

Es sei eine Mannigfaltigkeit und zu ihrer Behandlung eine auf 
sie beziigliche Transformationsgruppe gegeben. Es werde das Problem 
vorgelegt, die in der Mannigfaltigkeit enthaltenen Gebilde hinsichtlich 
eines gegebenen Gebildes zu untersuchen. So kann man entweder dem 
Systeme der Gebilde das gegebene hinzufiigen, und es fragt sich dann 
nach den Eigenschaften des erweiterten Systems im Sinne der gegebenen 
Gruppe — oder, man lasse das System unerweitert, beschriinke aber die 
Transformationen, die man bei der Behandlung zu Grunde legt, auf 
diejenigen in der gegebenen Gruppe enthaltenen, welche das gegebene 
Gebilde ungedndert lassen (und die nothwendig wieder eine Gruppe 
bilden). — 

Im Gegensatze zu der zu Anfang des Paragraphen aufgeworfenen 
Frage beschiftige uns nun die umgekehrte, die von Vornherein ver- 
stiindlich ist. Wir fragen nach denjenigen EKigenschaften raumlicher 
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Dinge, welche bei einer Transformationsgruppe erhalten bleiben, die 
die Hauptgruppe als einen Theil ‘umfasst. Jede Eigenschaft, die wir 
bei einer solchen Untersuchung finden, ist eine geometrische Kigen- 
schaft des Ding’s an sich, aber das Umgekehrte gilt nicht. Bei der 
Umkehr tritt vielmehr das eben vorgetragene Princip in Kraft, wobei 
die Hauptgruppe nun die kleinere Gruppe ist. Wir erhalten so: 

Ersetet man die Hauptgruppe durch eine wmfassendere Gruppe, so 
bleibt nur ein Theil der geometrischen LEigenschaften erhalten. Die 
iibrigen erscheinen nicht mehr als Eigenschaften der riéumlichen Dinge 
an sich, sondern als Eigenschaften des Systems, welches hervo:aeht, 
wenn man denselben ein ausgezeichnetes Gebilde hingufiigt. Dieses aus- 
gezeichnete Gebilde ist (soweit es tiberhaupt ein bestimmtes*) ist) dadurch 
definirt, dass es, fest gedacht, dem Rawme unter den Transformationen 
der gegebenen Gruppe nur noch die Transformationen der Hauptgruppe 
gestattet. ; 

In diesem Satze beruht die Eigenart der hier zu besprechenden 
neueren geometrischen Richtungen und ihr Verhiltniss zur elementaren 
Methode. Sie sind dadurch eben zu charakterisiren, dass sie an Stelle 
der Hauptgruppe eine erweiterte Gruppe riumlicher Umformungen der 
Betrachtung zu Grunde legen. Ihr gegenseitiges Verhiltniss ist, sofern 
sich ihre Gruppen einschliessen, durch einen entsprechenden Satz be- 
stimmt. Dasselbe gilt von den verschiedenen hier zu betrachtenden 
Behandlungsweisen mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten. Es soll 
dies nun an den einzelnen Methoden gezeigt werden, wobei denn die 
Siitze, die in diesem und dem vorigen Paragraphen allgemein hin- 
gestellt wurden, ihre Erliuterung an concreten Gegenstinden finden. 


§ 3. 
Die projectivische Geometric. 


Jede riumliche Umformung, die nicht gerade der Hauptgruppe 
angehdrt, kann dazu benutzt werden, um Kigenschaften bekannter 
Gebilde auf neue Gebilde zu iibertragen. So verwerthen wir die 
Geometrie der Ebene fiir die Geometrie der Flichen, die sich auf die 
Ebene abbilden lassen; so schloss man schon lange vor dem Entstehen 
einer eigentlichen projectivischen Geometrie von den Eigenschaften 
einer gegebenen Figur auf Eigenschaften anderer, die durch Projection 
aus ihr hervorgingen, Aber die projectivische Geometrie erwuchs erst, 
als man sich gewohnte, die urspriingliche Figur mit allen aus ihr 
projectivisch ableitbaren als wesentlich identisch zu erachten und die 





*) Man erzeugt ein solches Gebilde beispielsweise, indem man auf ein be- 
liebiges Anfangselement, das durch keine Transformation der gegebenen Gruppe 
in sich selbst tiberzufiihren ist, die Transformationen der Hauptgruppe anwendet, 
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Eigenschaften, welche sich beim Projiciren tibertragen, so auszusprechen, 
dass ihre Unabhingigkeit von der mit dem Projiciren verkniipften 
Aenderung in Evidenz tritt. Hiermit war denn der Behandlung im 
Sinne von § 1 die Gruppe aller projectivischen Umformungen zu Grunde 
gelegt und dadurch eben der Gegensate zwischen projectivischer wnd 
gewohnlicher Geometrie geschaffen. 

Kin ahnlicher Entwicklungsgang, wie der hier geschilderte, kann 
bei jeder Art von riumlicher Transformation als moglich gedacht 
werden; wir werden noch d6fter darauf zuriickkommen. Er hat sich 
innerhalb der projectivischen Geometrie selbst noch nach zwei Seiten 
volizogen. Die eine Weiterbildung der Auffassung geschah durch 
Aufnahme der dualistischen Umformungen in die Gruppe der zu Grunde 
gelegten Aenderungen. Fiir den heutigen Standpunkt sind zwei ein- 
ander dualistisch entgegenstehende Figuren nicht mehr als zwei unter- 
schiedene sondern als wesentlich dieselben Figuren anzusehen. Ein 
anderer Schritt bestand in der Erweiterung der zu Grunde gelegtea 
Gruppe collinearer und dualistischer Umformungen durch Aufnahme 
der bez. imagindren Transformationen. Dieser Schritt bedingt, dass 
man vorher den Kreis der eigentlichen Raumelemente durch Hinzu- 
nahme der imaginiren erweitert habe — ganz dem entsprechend, wie 
die Aufnahme der dualistischen Umformungen in die zu Grunde ge- 
legte Gruppe die gleichzeitige Einfiihrung von Punkt und Ebene als 
Raumelement nach sich zieht. Es ist hier nicht der Ort, auf die 
Zweckmissigkeit der Einfiihrung imaginiirer Elemente zu verweisen, 
durch welche allein der genaue Anschluss der Raumlehre an das ein- 
mal gewiahlte Gebiet algebraischer Operationen erreicht wird. Dagegen 
muss betont werden, dass der Grund fiir die Einfiihrung eben in der 
Betrachtung algebraischer Operationen, nicht aber in der Gruppe der 
projectivischen und dualistischen Umformungen liegt. So gut wir uns 
bei den letzteren auf reelle Transformationen beschrinken kénnen, da 
schon die reellen Collineationen und dualistischen Transformationen 
eine Gruppe bilden, — so gut kénnen wir imaginaire Raumelemente 
einfiihren, auch wenn wir nicht auf projectivischem Standpunkte stehen, 
und sollen es, sofern wir principiell algebraische Gebilde untersuchen. 

Wie man vom projectivischen Standpunkte aus die metrischen 
Kigenschaften aufzufassen hat, bestimmt sich nach dem allgemeinen 
Satze des vorangehenden Paragraphen. Die metrischen Eigenschaften 
sind als projectivische Beziehungen zu einem Fundamentalgebilde, dem 
unendlich fernen Kugelkreise*), zu betrachten, einem Gebilde, das die 





*) Diese Anschauungsweise ist als eine der schénsten Leistungen [der franzi- 
sischen Schule] zu betrachten; durch sie erst gewinnt die Eintheilung in Eigen- 
schaften der Lage und Eigenschaften des Masses, wie man sie gern an die Spitze 
der projectivischen Geometrie stellt, einen priicisen Inhalt. 





es 
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Kigenschaft hat, nur durch diejenigen Transformationen der pro- 
jectivischen Gruppe, die eben auch Transformationen der Hauptgruppe 
sind, in sich tiberzugehen. Der so schlechthin ausgesprochene Satz 
bedarf noch einer wesentlichen Erginzung, die der Beschrinkung der 
gewohnlichen Anschauungsweise auf reelle Raumelemente (und reelle 
Transformationen) entspricht. Man muss dem Kugelkreise, um diesem 
Standpunkte gerecht zu werden, noch das System der reellen Raumele- 
mente (Punkte) ausdriicklich hinzufiigen; Kigenschaften im Sinne der 
elementaren Geometrie sind projectivisch entweder Kigenschaften der 
Dinge an sich oder Beziehungen zu diesem Systeme der reellen Elemente, 
oder zum Kugelkreise, oder endlich zu beiden. 

Es mag hier noch der Art gedacht werden, wie v. Staudt in 
seiner Geometrie der Lage die projectivische Geometrie aufbaut — 
d. h, diejenige projectivische Geometrie, welche sich auf Zugrunde- 
legung der Gruppe aller reeller projectivisch-dualistischer Umformungen 
beschrinkt*). 

Es ist bekannt, wie er dabei aus dem gewéhnlichen Anschauungs- 
material nur solche Momente herausgreift, die auch bei projectivischen 
Umformungen erhalten bleiben. Wollte man weiterhin zur Betrachtung 
auch metrischer Eigenschaften iibergehen, so hatte man die letzteren 
geradezu als Beziehungen zum Kugelkreise einzufiihren, Der so ver- 
volistindigte Gedankengang ist fiir die hier vorliegenden Betrachtungen 
insofern von grosser Bedeutung, als ein entsprechender Aufbau der 
Geometrie im Sinne jeder einzelnen der noch anzufiihrenden Methoden 
moglich ist. 


§ 4. 
Uebertragung durch Abbildung. 


Ehe wir in der Besprechung der geometrischen Methoden, die sich 
neben die elementare und die projectivische Geometrie stellen, weiter 
gehen, médgen allgemein einige Betrachtungen entwickelt werden, die 
im Folgenden immer wieder vorkommen und zu denen die bisher 
beriihrten Dinge bereits hinreichend viele Beispiele liefern. Auf diese 
Eroérterungen bezieht sich der gegenwirtige und der niachstfolgende 
Paragraph. 

Gesetzt, man habe eine Mannigfaltigkeit A unter Zugrundelegung 
einer Gruppe B untersucht. Fihrt man sodann A durch irgendwelche 
Transformation in eine andere Mannigfaltigkeit A’ tiber, so wird aus 
der Gruppe B von Aenderungen, die A in sich transformirten, nunmehr 
eine Gruppe B’, deren Transformationen sich auf A’ beziehen. Dann 


*) Den erweiterten Kreis, der auch imaginiire Umformungen umspannt, hat 
v. Staudt erst in den ,,Beitrigen zur Geometrie der Lage“ zu Grunde gelegt, 
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ist es ein selbstverstiindliches Princip, dass die Behandlungsweise von 
A unter Zugrundelegung von B die Behandlungsweise von A’ unter 
Zugrundelegung von B ergibt, d. h. jede Eigenschaft, welche ein in A 
enthaltenes Gebilde mit Bezug auf die Gruppe B hat, ergibt eine 
Kigenschaft des entsprechenden Gebildes in A’ mit Bezug auf die 
Gruppe B’. 

Lassen wir z. B. A eine gerade Linie, B die dreifach unendlich 
vielen linearen Transformationen bedeuten, welche dieselbe in sich 
iiberfiihren. Die Behandlungsweise von A ist dann eben diejenige, 
welche die neuere Algebra als Theorie der binaéren Formen bezeichnet. 
Nun kann man die gerade Linie auf einen Kegelschnitt A’ der Ebene 
durch Projection von einem Punkte des letzteren aus beziehen. 
Aus den linearen Transformationen B der Geraden in sich selbst 
werden dann die linearen Transformationen B’ des Kegelschnittes in 
sich selbst, wie man leicht zeigt, d. h. diejenigen Aenderungen des 
Kegelschnittes, welche mit den linearen Transformationen der Ebene, 
die den Kegelschnitt in sich tiberfiihren, verkniipft sind. 

Es ist nun aber nach dem Princip des zweiten Paragraphen*) 
dasselbe: nach der Geometrie auf einem Kegelschnitte zu fragen, wenn 
man sich den Kegelschnitt als fest denkt und nur auf diejenigen linearen 
Transformationen der Ebene achtet, welche ihn in sich iiberfiihren, 
oder die Geometrie auf dem Kegelschnitte zu studiren, indem man 
iiberhaupt die linearen Transformationen der Ebene betrachtet und 
sich den Kegelschnitt mit andern lasst. Die Eigenschaften, welche 
wir an den Punktsystemen auf dem Kegelschnitte auffassten, sind mit- 
hin im gewdhnlichen Sinne projectivische. Die Verkniipfung der 
letzten Ueberlegung mit dem eben abgeleiteten Resultate gibt also: 

Bindre Formentheorie und projectivische Geometrie der Punktsysteme 
auf einem Kegelschnitte ist dasselbe, d. h. jedem biniren Satze entspricht 
ein Sate iiber derartige Punktsysteme und wmgekehrt**). 

Ein anderes Beispiel, welches geeignet ist, diese Art von Be- 


-trachtungen zu veranschaulichen, ist das folgende: Wenn man eine 


Fliche zweiten Grades mit einer Ebene durch stereographische Pro- 
jection in Verbindung setzt; so tritt auf der Flaiche ein Fundamental- 
punkt auf: der Projectionspunkt, in der Ebene sind es zwei: die Bilder 
der durch den Projectionspunkt gehenden Erzeugenden. Man zeigt 
nun ohne Weiteres: Die linearen Transformationen der Ebene, welche 
die beiden Fundamentalpunkte derselben ungeindert lassen, gehen 


*) Wenn man will, ist hier das Princip unter etwas erweiterter Form an- 
gewendet. 

**) Statt des Kegelschnittes in der Ebene kann man mit gleichem Erfolge 
eine Raumcurve dritter Urdnung einfiihren, iiberhaupt bei m Dimensionen etwas 
Entsprechendes aufstellen. 








Riss 


Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen. 73 


durch die Abbildung in lineare Transformationen der Fliche zweiten 
Grades in sich selbst tiber, aber nur in diejenigen, welche den Pro- 
jectionspunkt ungeindert lassen. Unter linearen Transformationen 
der Flache in sich selbst sind dabei diejenigen Aenderungen verstanden, 
welche die Fliche erfihrt, wenn man lineare Raumtransformationen 
ausfiihrt, welche die Flache mit sich selbst zur Deckung bringen. 
Hiernach wird also die projectivische Untersuchung einer Ebene unter 
Zugrundelegung zweier Punkte und die projectivische Untersuchung 
einer Fliche zweiten Grades unter Zugrundelegung eines Punktes 
identisch. Die erstere ist nun — sofern man imaginére Elemente mit 
in Betracht zieht — nichts Anderes, als die Untersuchung der Ebene 
im Sinne der elementaren Geomettie. Denn die Hauptgruppe der 
ebenen Transformationen besteht eben in den linearen Umformungen, 
welche ein Punktepaar (die unendlich fernen Kreispunkte) ungeandert 
lassen. Wir erhalten also schliesslich: 

Die elementare Geometrie der Ebene und die projectivische Unter- 
suchung einer Fliiche zweiten Grades unter Hinzunahme eines ihrer 
Punkte sind dasselbe. 

Diese Beispiele liessen sich beliebig vervielfachen*); die beiden 
hier entwickelten sind gewihlt worden, da wir in der Folge noch 
Gelegenheit haben werden, auf dieselben zuriickkommen. 


§ 5. 
Von der Willkiirlichkeit in der Wahl des Raumelements. Das Hesse’sche 
Uebertragungsprincip. Die Liniengeometrie. 


Als Element der geraden Linie, der Ebene, des Raumes, iiberhaupt 
einer zu untersuchenden Mannigfaltigkeit kann statt des Punktes jedes 
in der Mannigfaltigkeit enthaltene Gebilde: die Punktgruppe, ev. die 
Curve, die Fliche u. s. w. verwandt werden**), Indem iiber die Zahl 
willkiirlicher Parameter, von denen man diese Gebilde abhingig setzen 
will, von Vornherein gar Nichts feststeht, erscheinen Linie, Ebene, 
Raum ete. je nach der Wahl des Elementes mit beliebig vielen Dimen- 
sionen behaftet. Aber so lange wir der geometrischen Untersuchung 
dieselbe Gruppe von Aenderungen zu Grunde legen, bleibt der Inhalt 
der Geometrie unverindert, das heisst, jeder Satz, der bei einer An- 
nahme des Raumelements sich ergab, ist auch ein Satz bei beliebiger 


*) Bez. anderer Beispiele, sowie namentlich der Erweiterungen auf mehr 
Dimensionen, deren die angefiihrten fihig sind, verweise ich auf bez. Auseinander- 
setzungen in einem Aufsatze von mir: Ueber Liniengeometrie und metrische 
Geometrie. Math. Annalen, t. V, 2, sowie auf die sogleich noch zu nennenden 
Lie’schen Arbeiten, 

**) Vergl. Note III. 
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anderer Annahme, nur die Anordnung und Verkniipfung der Sitze ist 
geandert. 

Das Wesentliche ist also die Transformationsgruppe; die: Zahl der 
Dimensionen, die wir einer Mannigfaltigkeit beilegen wollen, erscheint 
als etwas Secundires. 

Diese Verkniipfung dieser Bemerkung mit dem Princip des vorigen 
Paragraphen ergibt eine Reihe schéner Anwendungen, von denen hier 
einige entwickelt werden mégen, da diese Beispiele mehr als alle langen 
Auseinandersetzungen geeignet scheinen, den Sinn der allgemeinen Be- 
trachtung darzulegen. : 

Die projectivische Geometrie auf der Geraden (die Theorie der 
binaéren Formen) ist nach dem vorigen Paragraphen mit der pro- 
jectivischen Geometrie auf dem Kegelschnitte gleichbedeutend, Auf 
letzterem mégen wir jetzt statt des Punktes das Punktepaar ais Element 
betrachten. Die Gesammtheit der Punktepaare des Kegelschnitts lisst 
sich aber auf die Gesammtheit der Geraden der Ebene beziehen, indem 
man jede Gerade dem Punktepaare zuordnet, in welchem sie den Kegel- 
schnitt trifft. Bei dieser Abbildung gehen die linearen Transforma- 
tionen des Kegelschnitts in sich selbst in die linearen Transformationen 
der (aus Geraden bestehend gedachten) Ebene tiber, welche den Kegel- 
schnitt ungeiindert lassen. Ob wir aber die aus den letzteren bestehende 
Gruppe betrachten, oder die Gesammtheit der linearen Transformationea 
der Ebene zu Grunde legen und den zu untersuchenden Gebilden der 
Ebene den Kegelschnitt allemal hinzufiigen, ist nach § 2 gleichbedeutend. 
Indem wir alle diese Ueberlegungen zusammen nehmen, haben wir: 

Die Theorie der biniren Formen und die projectivische Geometrie 
der Ebene unter Zugrundelegung eines Kegelschnittes sind gleich- 
bedeutend. 

Da endlich projectivische Geometrie der Ebene unter Zugrunde- 
legung eines Kegelschnittes wegen der Gleichheit der Gruppe mit der 
projectivischen Massgeometrie coincidirt, die man in der Ebene auf 
einen Kegelschnitt griinden kann*), so mégen wir auch so sagen: 

Die Theorie der biniren Formen und die allgemeine projectivische 
Massgeometrie in der Ebene sind dasselbe. 

Statt des Kegelschnitts in der Ebene kénnen wir in der vorstehen- 
den Betrachtung die Curve dritter Ordnung im Raume setzen etc., 
doch mag dies unausgefiihrt bleiben. Der hier dargelegte Zusammen- 
hang zwischen der Geometrie der Ebene, weiterhin des Raumes oder 
einer beliebig ausgedehnten Mannigfaltigkeit deckt sich im Wesent- 


lichen mit dem von Hesse vorgeschlagenen Uebertragungsprincipe 
(Borchardt’s Journal Bd. 66). 


*) Vergl, Note V. 
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Ein Beispiel ganz aihnlicher Art ergiebt die projectivische Geometrie 
des Raumes, oder, anders ausgedriickt, die Theorie der quaterniren 
Formen. Fasst man die gerade Linie als Raumelement und ertheilt 
ihr, wie in der Liniengeometrie geschieht, sechs homogene Coordinaten, 
zwischen denen eine Bedingungsgleichung vom zweiten Grade statt- 
findet, so erscheinen die linearen und dualistischen Transformationen 
des Raumes als diejenigen linearen Transformationen der unabhingig 
gedachten sechs Veriinderlichen, welche die Bedingungsgleichung in 
sich tiberfiihren. Durch eine Verkniipfung ahnlicher Ueberlegungen, 
wie sie soeben entwickelt wurden, erhilt man hieraus den Satz: 

Die Theorie der quaterniiren Formen deckt sich mit der projectivischen 
Massbestimmung in einer durch 6 homogene Verdnderliche erzeugten 
Mannigfaltigkeit. 

Wegen der niheren Ausfiihrung dieser Auffassuifg verweise ich 
auf einen demniichst in den Math. Annalen (Bd. V1) erscheinenden 
Aufsatz: ,,Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie“ (zweite 
Abhandlung), sowie auf eine Note am Schlusse dieser Mittheilung*). 

Ich kniipfe an die vorstehenden Auseinandersetzungen noch zwei 
Bemerkungen, von denen die erste zwar schon implicite in dem 
Bisherigen enthalten ist, aber ausgefiihrt werden soll, weil der Gegen- 
stand, auf den sie sich bezieht, zu leicht Missverstiindnissen aus- 
gesetzt ist. 

Wenn wir beliebige Gebilde als Raumelemente einfiihren, so erhiilt 
der Raum beliebig viele Dimensionen. Wenn wir dann aber an der 
uns geliufigen (elementaren oder projectivischen) Anschauungsweise 
festhalten, so ist die Gruppe, welche wir fiir tie mehrfach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit zu Grunde zu legen haben, von Vorneherein gegeben; 
es ist eben die Hauptgruppe bez. die Gruppe der projectivischen 
Umformungen. Wollten wir eine andere Gruppe zu Grunde legen, so 
miissten wir von der gewohnilichen bez. der projectivischen Anschauung 
abgehen, So richtig es also ist, dass bei geschickter Wahl der Raum- 
elemente der Raum Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Ausdehnungen 
reprasentirt , so wichtig ist es, hinzuzufiigen, dass bei dieser Reprdsen- 
tation entweder von Vorneherein eine bestimmte Gruppe der Behandlung 
der Manniogfaltigkeit zu Grunde zu legen ist, oder dass wir, wollen wir 
iiber die Gruppe verfiigen, unsere geometrische Auffassung entsprechend 
auszubilden haben. — Es kénnte, ohne diese Bemerkung, z. B. eine 
Repriisentation der Liniengeometrie in der folgenden Weise gesucht 
werden. Die Gerade erhilt in der Liniengeometrie sechs Coordinaten, 
ebensoviele Coefficienten besitzt der Kegelschnitt in der Ebene. Das 
Bild der Liniengeometrie wiirde also die Geometrie in einem Kegel- 


*) Vergl. Note VI. 
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schnittsysteme sein, das aus der Gesammtheit der Kegelschnitte durch 
eine quadratische Gleichung zwischen den Coefficienten ausgesondert 
wird, Das ist richtig, sowie wir als Gruppe der ebenen Geometrie 
die Gesammtheit der Transformationen zu Grunde legen, die durch 
lineare Umformungen der Kegelschnittscoefficienten reprisentirt werden, 
welche die quadratische Bedingungsgleichung in sich tiberfiihren. Halten 
wir aber an der elementaren bez. der projectivischen Auffassung der 
ebenen Geometrie fest, so haben wir eben kein Bild. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf folgende Begriffsbildung. 
Sei im Raume irgend eine Gruppe, etwa die Hauptgruppe gegeben. 
So wahle man ein einzelnes riumliches Gebilde, etwa einen Punkt, 
oder eine Gerade, oder auch ein Ellipsoid ete. aus und wende auf 
dasselbe alle Transformationen der Hauptgruppe an. Man erhalt dann 
eine mehrfaclf unendliche Mannigfaltigkeit mit einer Anzahl von 
Dimensionen, die im Allgemeinen gleich der Zahl der in der Gruppe 
enthaltenen willkiirlichen Parameter ist, die in besonderen Fallen 
herabsinkt, wenn niamlich das urspriinglich gewihlte Gebilde die 
Eigenschaft besitzt, durch unendlich viele Transformationen der Gruppe 
in sich tibergefiihrt zu werden. Jede so erzeugte Mannigfaltigkeit 
heisse mit Bezug auf die erzeugende Gruppe ein Kérper.*) Wollen 
wir nun den Raum im Sinne der Gruppe untersuchen und dabei 
bestimmte Gebilde als Raumelemente auszeichnen, und wollen wir 
nicht, dass Gleichberechtigtes ungleichartig dargestellt werde, so 
miissen wir die Rauwmelemente ersichtlich so wihlen, dass ihre Mannig- 
faltigkeit entweder selbst einen Kéorper bildet oder in Korper zerlegt 
werden kann**). Von dieser evidenten Bemerkung soll spiter (§ 9) 
eine Anwendung gemacht werden. Der Korperbegriff selbst wird im 
Schlussparagraphen in Verbindung mit verwandten Begriffen noch 
einmal zur Sprache kommen. 


*) Ich wi&hle den Namen nach dem Vorgange von Dedekind, der in der 
Zahlentheorie ein Zahlengebiet als Kérper bezeichnet, wenn es aus gegebenen 
Elementen durch gegebene, Operationen entstanden ist. (Zweite Auflage von 
Dirichlet’s Vorlesungen.) 

**) [Im Texte ist nicht hinreichend beachtet, dass die vorgelegte Gruppe 
sogenannte ausgezeichnete Untergruppen enthalten kann. Bleibt ein geometrisches 
Gebilde bei den Operationen einer ausgezeichneten Untergruppe ungeindert, so 
gilt das Gleiche fiir alle Gebilde, die aus ihm durch die Operationen der Ge- 
sammtgruppe hervorgehen, d. h. fiir alle Gebilde des aus ihm entspringenden 
Kérpers. Ein so beschaffener Kérper wiirde aber zur Darstellung der Operationen 
der Gruppe durchaus ungeeignet sein. Es sind also im Texte nur solche Kérper 
zuzulassen, die aus Raumelementen entstehen, welche bei keiner einzigen aus- 
gezeichneten Untergruppe der vorgelegten Gruppe ungeiindert bleiben. ] 
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§ 6. 
Die Geometrie der reciproken Radien. Die Interpretation von x + iy. 


Wir kehren mit diesem Paragraphen zur Besprechung der ver- 
schiedenen Richtungen der geometrischen Forschung zuriick, wie sie 
in §§ 2,3 begonnen wurde. 

Als ein Seitenstiick zu den Betrachtungsweisen der projectivischen 
Geometrie kann man in vielfacher Hinsicht eine Classe geometrischer 
Ueberlegungen betrachten, bei denen von der Umformung durch 
reciproke Radien fortlaufender Gebrauch gemacht wird. Es gehéren 
hierher die Untersuchungen iiber die sog. Cycliden und anallagmatischen 
Flichen, itiber die allgemeine Theorie der Orthogonalsysteme, ferner 
Untersuchungen iiber das Potential etc. Wenn man die in denselben 
enthaltenen Betrachtungen noch nicht gleich den projectivischen zu 
einer besonderen Geometrie zusammengefasst hat, die dann als Gruppe 
die Gesammtheit derjenigen Umformungen zu Grunde zu legen hiitte, 
welche durch Verbindung der Hauptgruppe mit der Transformation 
durch reciproke Radien entstehen, so ist das wohl dem zufalligen Um- 
stande zuzuschreiben, dass die genannten Theorien seither nicht im 
Zusammenhange dargestellt worden sind; den einzelnen Autoren, die 
in dieser Richtung arbeiteten, wird eine solche methodische Auffassung 
nicht fern gelegen haben. 

Die Parallele zwischen dieser Geometrie der reciproken Radien 
und der projectivischen ergibt sich, sowie einmal die Frage nach 
einem Vergleiche vorhanden ist, von selbst, und es mag daher nur 
ganz im Allgemeinen auf die folgenden Punkte aufmerksam gemacht 
werden: 

In der projectivischen Geometrie sind Punkt, Gerade, Ebene die 
Elementarbegriffe. Kreis und Kugel sind nur specielle Fille von 
Kegelschnitt und Fliche zweiten Grades. Das unendlich Ferne der 
elementaren Geometrie erscheint als Ebene; das Fundamentalgebilde, 
auf welches sich die elementare Geometrie bezieht, ist ein unendlich 
ferner, imaginarer Kegelschnitt. 

In der Geometrie der reciproken Radien sind Punkt, Kreis und 
Kugel die Elementarbegriffe. Gerade und Ebene sind specielle Fille 
der letzteren, dadurch charakterisirt, dass sie einen, im Sinne der 
Methode tibrigens nicht weiter ausgezeichneten Punkt, den unendlich 
fernen Punkt, enthalten. Die elementare Geometrie erwiichst, so wie 
man diesen Punkt fest denkt. 

Die Geometrie der reciproken Radien ist einer Einkleidung fahig, 
welche sie neben die Theorie der binéren Formen und die Linien- 
geometrie stellt, falls man die letzteren in der Weise behandelt, wie 
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das im vorigen Paragraphen angedeutet wurde. Wir mégen zu diesem 
Zwecke die Betrachtung zunichst auf ebene Geometrie und also auf 
Geometrie der reciproken Radien in der Ebene*) beschrinken. 

Es wurde bereits des Zusammenhangs gedacht, der zwischen der 
elementaren Geometrie der Ebene und der projectivischen Geometrie 
der mit einem ausgezeichneten Punkte versehenen Fliche zweiten 
Grades besteht (§ 4). Sieht man von dem ausgezeichneten Punkte ab 
und betrachtet also die projectivische Geometrie auf der Fliche an 
sich, so hat man ein Bild der Geometrie der reciproken Radien in 
der Ebene. Denn man iiberzeugt sich leicht**), dass der Trans- 
formationsgruppe der reciproken Radien in der Ebene vermége der 
Abbildung der Flaiche zweiten Grades die Gesammtheit der linearen 
Transformationen der letzteren in sich selbst entspricht. Man hat also: 

Geometrie -der reciproken Radien in der Ebene und projectivische 
Geometrie auf einer Fliche eweiten Grades ist dasselbe , 
und ganz entsprechend: 

Geometrie der reciproken Radien im Raume ist mit der projectivischen 
Behandlung einer Mamnnigfaltigkeit gleichbedeutend, die durch eine 
quadratische Gleichung zwischen fiinf homogenen Verdnderlichen dar- 
gestellt wird. 

Die Raumgeometrie ist also durch die Geometrie der reciproken 
Radien in ganz dieselbe Verbindung mit einer Mannigfaltigkeit von 
vier Dimensionen gesetzt, wie vermége der Liniengeometrie mit einer 
Mannigfaltigkeit von fiinf Ausdehnungen. 

Die Geometrie der reciproken Radien in der Ebene gestattet, 
sofern man nur auf reelle Transformationen achten will, noch nach 
einer anderen Seite eine interessante Darstellung, resp. Verwendung. 
Breitet man namlich eine complexe Variable « + iy in gewohnlicher 
Weise in der Ebene aus, so entspricht ihren linearen Transformationen 
die Gruppe der reciproken Radien, mit der erwaihnten Beschrinkung 
auf das Reelle***). Die Untersuchung der Functionen einer complexen 


*) Geometrie der reciproken Radien ‘auf der Geraden ist mit der pro- 
jectivischen Untersuchung der Geraden gleichbedeutend, da die bez, Umformungen 
die niimlichen sind. Man kann daher auch in der Geometrie der reciproken 
Radien von einem Doppelverhdltnisse von vier Punkten einer Geraden und weiterhiu 
eines Kreises reden. 


**) Vergleiche die bereits genannte Arbeit: Ueber Liniengeometrie und 
metrische Geometrie. Math. Annalen Bd, V. 


***) (Die Ausdrucksweise des Textes ist ungenau. Den linearen Transfor- 


mationen 2° = ya (wo 2’ =a2’+ ity’, z=a2-+y) entsprechen nur die- 


jenigen Operationen aus der Gruppe der reciproken Radien, bei denen keine 
Umlegung der Winkel stattfindet (bei denen die beiden Kreispunkte der Ebene 
nicht mit einander vertauscht werden.) Will man die Gesammtgruppe der reci- 
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Verinderlichen, die beliebigen linearen Transformationen unterworfen 
gedacht ist, ist aber nichts Anderes, als was bei einer etwas ab- 
geinderten Darstellungsweise Theorie der binaéren Formen genannt 
wird. Also: 

Die Theorie der bindren Formen findet ihre Darstellung durch die 
Geometrie der reciproken Radien in der reellen Ebene, so zwar, dass 
auch die complexen Werthe der Variabeln reprisentirt werden. 

Von der Ebene mégen wir, um in den gewohnteren Vorstellungs- 
kreis der projectivischen Umformungen zu gelangen, zur Fliche zweiten 
Grades aufsteigen. Da wir nur reelle Elemente der Ebene betrachteten, 
ist es nicht mehr gleichgtltig, wie man die Fliche wihlt; sie ist 
ersichtlich nicht geradlinig zu nehmen. Insbesondere kénnen wir uns 
dieselbe — wie man das zur Interpretation einer complexen Verinder- 
lichen auch sonst thut — als Kugelfliche denken und erhalten so 
den Satz: 

Die Theorie der biniren Formen complexer Variabeln findet ihre 
Reprisentation in der projectivischen Geometrie der reellen Kugelfliche. 

Ich habe mir nicht versagen mégen, in einer Note*) noch aus- 
einanderzusetzen, wie schén dieses Bild die Theorie der binaren cubischen 
und biquadratischen Formen erlautert. 


§ 7. 
Erweiterung des Vorangehenden. Lie’s Kugelgeometrie. 


An die Theorie der binaren Formen, die Geometrie der reciproken 
Radien und die Liniengeometrie, welche im Vorstehenden coordinirt 
und nur durch die Zahl der Veranderlichen unterschieden scheinen, 
lassen sich gewisse Erweiterungen kniipfen, die nun auseinandergesetzt 
werden médgen. Dieselben sollen einmal dazu beitragen, den Gedanken, 
dass die Gruppe, welche die Behandlungsweise gegebener Gebiete 
bestimmt, beliebig erweitert werden kann, an neuen Beispielen zu 
erlautern; dann aber ist namentlich die Absicht gewesen, Betrachtungen, 
welche Lie in einer neueren Abhandlung niedergelegt hat**), in ihrer 
Beziehung zu den hier vorgetragenen Ueberlegungen darzulegen, Der 
Weg, auf welchem wir zu Lie’s Kugelgeometrie gelangen, weicht 
insofern von dem von Lie eingeschlagenen ab, als Lie an linien- 
geometrische Vorstellungen ankniipft, wahrend wir, um uns mehr der 


proken Radien umspannen, so hat man den genannten Transformationen noch 


die anderen (nicht minder wichtigen) hinzuzufiigen: 2’ = te A wo 2° wieder 


=2'+iy’, @ aber = x — ty.] 
*) Vergl. Note VIL. 
**) Partielle Differentialgleichungen und Complexe, Math, Ann, Bd, V. 
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gewohnlichen geometrischen Anschauung anzuschliessen und im Zusam- 
menhang mit dem Vorhergebenden,zu bleiben, bei den bez. Auseinander- 
setzungen eine geringere Zahl von Veriinderlichen voraussetzen. Die 
Betrachtungen sind, wie bereits Lie selbst hervorgehoben hat (Géttinger 
Nachrichten 1871, Nr. 7, 22) von der Zahl der Variabeln unabhingig. 
Sie gehéren dem grossen Kreise von Untersuchungen an, welche sich 
mit der projectivischen Untersuchung quadratischer Gleichungen 
zwischen beliebig viefen Verinderlichen beschiftigen, Untersuchungen, 
die wir bereits dfter beriihrt haben und die uns noch wiederholt be- 
gegnen werden (vergl. § 10 u. a). 

Ich kniipfe an den Zusammenhang an, der zwischen der reellen 
Ebene und der Kugelflaiche durch stereographische Projection hergestellt 
wird. Wir setzten bereits in §5 die Geometrie der Ebene mit der 
Geometrie auf einem Kegelschnitte in Verbindung, indem wir der Ge- 
raden der Ebene das Punktepaar zuordneten, in welchem sie den 
Kegelschnitt trifft. Entsprechend kénnen wir einen Zusammenhang 
zwischen der Raumgeometrie und der Geometrie auf der Kugel auf- 
stellen, indem wir jeder Ebene des Raumes den Kreis zuordnen, in 
welchem sie die Kugel schneidet. Uebertragen wir dann durch stereo- 
graphische Projection die Geometrie auf der Kugel von derselben auf 
die Ebene, wobei jeder Kreis in einen Kreis tibergeht, so entsprechen 
einander also: 

die Raumgeometrie, welche als Element die Ebene, als Gruppe 
diejenigen linearen Transformationen benutzt, welche eine Kugel in 
sich iiberfiihren ; 

die ebene Geometrie, deren Element der Kreis, deren Gruppe die 
Gruppe der reciproken Radien ist. 

Die erstere Geometrie wollen wir nun nach zwei Seiten verall- 
gemeinern, indem wir statt ihrer Gruppe eine umfassendere setzen. 
Die resultirende Erweiterung iibertrigt sich dann durch die Abbildung 
ohne Weiteres auf ebene Geometrie. 

Statt der linearen Transformationen des aus Ebenen bestehenden 
Raumes, welche die Kugel in sich tberfiihren, liegt es nahe, entweder 
die Gesammtheit der linearen Transformationen des Raumes, oder die 
Gesammtheit der Ebenentransformationen des Raumes zu wahlen, welche 
[in einem noch erst anzugebenden Sinne] die Kugel ungeiindert lassen, 
indem wir das eine Mal von der Kugel, das andere Mal von dem 
linearen Charakter der anzuwendenden Transformationen absehen. Die 
erste Verallgemeinerung ist ohne Weiteres verstiindlich und wir mégen 
sie also zuerst betrachten und in ihrer Bedeutung fiir ebene Geometrie 
verfolgen; auf die zweite kommen wir hernach zuriick, wobei es sich 
denn zunichst darum handelt, die allgemeinste betreffende Trans- 
formation zu bestimmen. 
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Die linearen Transformationen des Raumes haben die Eigenschaft 
gemein, Ebenenbiischel und Ebenenbiindel wieder in solche iiberzuftihren. 
Aber auf die Kugel iibertragen ergibt das Ebenenbiischel ein Kreis- 
biischel , d. h. eine einfach unendliche Reihe von Kreisen mit gemein- 
samen Schnittpunkten; das Ebenenbiindel ergibt ein Kreisbiindel, d. h. 
eine zweifach unendliche Schaar von Kreisen, die auf einem festen 
Kreise senkrecht stehen (dem Kreise, dessen Ebene die Polarebene 
des den Ebenen des geg. Biindels gemeinsamen Punktes ist). Den 
linearen Transformationen des Raumes entsprechen also auf der Kugel 
und weiterhin in der Ebene Kreistransformationen von der charakte- 
ristischen Eigenschaft, Kreisbiischel und Kreisbiindel in ebensolche 
iiberzufiihren*). Die ebene Geometrie welche die Gruppe der so 
gewonnenen Transformationen benutet, ist das Bild der gewidhnlichen 
projectivischen Raumgeometrie. Als Element der Ebene wird man in 
dieser Geometrie nicht den Punkt benutzen kénnen, da die Punkte 
fir die gewihlte Transformationsgruppe keinen Kérper bilden (§ 5), 
sondern man wird die Kreise als Elemente wihlen. 

Bei der zweiten Erweiterung, die wir nannten, gilt es zunichst 
die Frage nach der Art der bez. Transformationsgruppe zu erledigen. Es 
handelt sich darum, Ebenentransformationen zu finden, die aus jedem 
[Ebenenbiischel, dessen Axe die Kugel beriihrt, wieder ein solches 
Biischel] machen. Wir mdgen der kiirzeren Ausdrucksweise wegen 
zunichst die Frage dualistisch umkehren und iberdies einen Schritt 
in der Zahl der Dimensionen hinab gehen; wir wollen also nach 
Punkttransformationen der Ebene fragen, welche aus jeder Tangente 
eines gegebenen Kegelschnittes wiederum eine Tangente erzeugen. Zu 
dem Zwecke betrachten wir die Ebene mit ihrem Kegelschnitte als 
Bild einer Fliche zweiten Grades, die man von einem nicht auf ihr 
befindlichen Raumpunkte aus so auf die Ebene projicirt hat, dass der 
bez. Kegelschnitt die Uebergangscurve vorstellt. Den Tangenten des 
Kegelschnitts entsprechen die Erzeugenden der Fliche, und die Frage 
ist auf die andere zuriickgefiihrt nach der Gesammtheit der Punkt- 
transformationen der Fliche in sich selbst, bei denen die Erzéugenden 
Erzeugende bleiben. 

Solcher Transformationen gibt es nun zwar beliebig unendlich 
viele: denn man braucht nur den Punkt der Fliche als Durchschnitt 
der Erzeugenden zweierlei Art zu betrachten und jedes der Geraden- 
systeme beliebig in sich zu transformiren. Aber unter den Trans- 
formationen sind insbesondere die linearen. Nur auf diese wollen wir 
achten. Hiitten wir nimlich nicht mit einer Flache, sondern mit einer 


*) Diese Transformationen werden gelegentlich in Grasssmann’s Aus- 
dehnungslehre betrachtet (in der Auflage von 1862, p. 278). 
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mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu thun, die durch eine 
quadratische Gleichung repriisentirt wird, so blieben nur die linearen 
Transformationen , die anderen kimen in Wegfall*). 

Diese linearen Transformationen der Flaiche in sich selbst ergeben, 
durch (nicht stereographische) Projection auf die Ebene iibertragen, 
zweideutige Punkttransformationen, vermége deren aus jeder Tangente 
des Kegelschnittes, der die Uebergangscurve bildet, allerdings wieder 
eine Tangente wird, aus jeder anderen Geraden aber im Allgemeinen 
ein Kegelschnitt, der die Uebergangscurve doppelt beriihrt. Es lasst 
sich diese Transformationsgruppe passend charakterisiren, wenn man 
auf den Kegelschnitt, der die Uebergangscurve bildet, eine projectivische 
Massbestimmung griindet. Die Transformationen haben dann die Eigen- 
schaft, Punkte, welche im Sinne der Massbestimmung von einander 
eine Entfernung gleich Null haben, sowie Punkte, welche von einem 
anderen Punkte eine constante Entfernung haben, wieder in solche 
Punkte zu verwandeln. 

Alle diese Betrachtungen lassen sich auf beliebig viele Variabeln 
iibertragen, insbesondere also fiir die urspriingliche Fragestellung, die 
sich auf die Kugel und die Ebene als Element bezog, verwerthen. 
Man kann dem Resultate dabei eine besonders anschauliche Form 
geben, weil der Winkel, den zwei Ebenen im Sinne der auf eine Kugel 
gegriindeten projectivischen Massbestimmung mit einander bilden, mit 
dem Winkel gleich ist, den ihre Durchschnittskreise mit der Kugel im 
gewohnlichen Sinne mit einander bilden. 

Wir erhalten also auf der Kugel und weiterhin auf der Ebene 
eine Gruppe von Kreistransformationen, welche die Eigenschaft haben, 
Kreise, die einander beriihren (einen Winkel gleich Null einschliessen), 
sowie Kreise, die einen anderen Kreis unter gleichem Winkel schneiden, 
in eben solche Kreise tiberzufiihren. In der Gruppe dieser Transforma- 
tionen sind auf der Kugel die bez. linearen, in der Ebene die Trans- 
formationen der Gruppe der reciproken Radien enthalten **). 


*) Projicirt man die Mannigfaltigkeit stereographisch, so erhilt man den 
bekannten Satz: In mehrfach ausgedebnten Gebieten (schon im Raume) gibt es 
ausser den Transformationen, die sich in der Gruppe der reciproken Radien be- 
finden, keine conformen Punkttransformationen. In der Ebene giebt es dagegen 
beliebig viele andere. Vergl. auch die citirten Arbeiten von Lie. 

**) [Die Betrachtungen des Textes diirften durch Zufiigung einiger weniger 
analytischer Formen wesentlich klarer werden. Sei die Gleichung der Kugel, 
die wir stereographisch auf unsere Ebene beziehen, in gewdhnlichen Tetraeder- 
coordinaten: 

4*  ag® - ag® + 2g? = 0; 
die an diese Bedingungsgleichung gebundenen « erhalten dann bei uns die Be- 
deutung ebener tetracyklischer Punktcoordinaten, 


Uy Ly + Ug Xe + yy + Uy, = 0 
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Die auf diese Gruppe zu griindende Kreisgeometrie ist nun das 
Analogon zu der Kugelgeometrie, wie sie Lie fiir den Raum entworfen 
hat, und wie sie bei Untersuchungen iiber Kriimmung der Flichen von 
ausgezeichneter Bedeutung scheint. Sie schliesst die Geometrie der 
reciproken Radien in demselben Sinne in sich, wie letztere wieder die 
elementare Geometrie. — 

Die nunmehr gewonnenen Kreis- (Kugel-)Transformationen haben 
insbesondere die Eigenschaft, sich beriihrende Kreise (Kugeln) in eben 
solche iiberzufiihren, Betrachtet man alle Curven (lichen) als Um- 
hiillungsgebilde von Kreisen (Kugeln), so werden in Folge dessen 
Curven (Flichen), die sich beriihren, immer wieder in solche iiber- 
gehen. Die fraglichen Transformationen gehéren also in die Classe 
der spiiter allgemein zu betrachtenden Beriihrungstransformationen, 
d. h. solcher Umformungen, bei denen Beriihrung von Punktgebilden 
eine invariante Beziehung ist. Die im vorliegenden Paragraphen zuerst 
erwihnten Kreistransformationen, denen man analoge Kugeltrans- 
formationen an die Seite stellen kann, sind keine Beriihrungstrans- 
formationen. — 

Wurden vorstehend die zweierlei Erweiterungen nur an die Geo- 
metrie der reciproken Radien angekniipft, so gelten dieselben in 
entsprechender Weise fiir Liniengeometrie, tiberhaupt fiir die pro- 
jectivische Untersuchung einer durch eine quadratische Gleichung aus- 
geschiedenen Mannigfaltigkeit, wie bereits angedeutet wurde, hier aber 
nicht weiter ausgefiihrt werden soll. 


wird die allgemeine Kreisgleichung der Ebene. Berechnet man den Radius des 
solcherweise dargestellten Kreises, so kommt man dabei auf die Quadratwurzel 


die wir mit iu, bezeichnen migen. Wir kénnen jetzt die Kreise als Elemente 
der Ebene betrachten. Die Gruppe der reciproken Radien stellt sich dann durch 


die Gesammtheit der homogenen linearen Umsetzungen der wy, Ug Uy u, dar, bei 
denen 


UP + ug? + uy? + uw? 


in ein Multiplum seiner selbst iibergeht. Die erweiterte Gruppe aber derjenigen 
Kreisgeometrie, welche der Lie’schen Kugel geometrie entspricht, besteht aus 
den homogenen linearen Umsetzungen der ftinf' Variabelen u; UUs u,%,, welche 


Uy? Ug? - Uy? + HQ? + 4,7 


in ein Multiplum seiner selbst verwandeln.] 


6* 
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§ 8. 
Aufzihlung weiterer Methoden, denen eine Gruppe von Punkttrans- 
formationen zu Grunde liegt. 


Elementare Geometrie, Geometrie der reciproken Radien und auch 
projectivische Geometrie, sofern man von den mit Wechsel des Raum- 
elements verkniipften dualistischen Umformungen absieht, subsumiren 
sich als einzelne Glieder unter die grosse Menge von denkbaren Be- 
trachtungsweisen, welche iiberhaupt Gruppen von Punkttransforma- 
tionen zu Grunde legen. Wir modgen hier nur die folgenden drei 
Methoden, die hierin mit den genannten iibereinstimmen, hervorheben. 
Sind diese Methoden auch lange nicht in dem Masse, wie die pro- 
jectivische Geometrie, zu selbstiindigen Disciplinen entwickelt, so 
treten sie doch deutlich erkennbar in den neueren Untersuchungen 
auf *). 


1, Die Gruppe der rationalen Umformungen. 

Bei rationalen Umformungen muss wohl unterschieden werden, ob 
dieselben fiir alle Punkte des Gebietes, in welchem man operirt, also 
des Raumes oder der Ebene etc., rational sind, oder nur fiir die Punkte 
einer in dem Gebiete enthaltenen Mannigfaltigkeit, einer Fliche, einer 
Curve. Nur die ersteren sind zu verwenden, wenn es gilt, im bis- 
herigen Sinne eine Geometrie des Raumes, der Ebene zu entwerfen; 
die letzteren gewinnen von dem hier gegebenen Standpunkte aus erst 
Bedeutung, wenn Geometrie auf einer gegebenen Fliche, Curve studirt 
werden soll. Dieselbe Unterscheidung gilt bei der sogleich anzufiihren- 
den Analysis situs. 

Die seitherigen Untersuchungen, hier wie dort, haben sich aber 
wesentlich mit Transformationen der zweiten Art beschiftigt. Insofern 
dabei nicht die Frage nach der Geometrie auf der Fliche, der Curve 
war, es sich vielmehr darum handelte, Criterien zu finden, damit zwei 
Flachen, Curven in einander transformirt werden kénnen, treten diese 
Untersuchungen aus dem Kreise der hier zu betrachtenden heraus**), 


*) [Wihrend es sich bei den bis jetzt behandelten Beispielen um Gruppen 
mit endlicher Parameterzahl handelte, kommen nunmehr im Texte sogenannte 
unendliche Gruppen in Betracht. ] 

**) [Von einer anderen Seite ordnen sie sich wieder, was mir 1872 noch 
nicht bekannt war, auf’s Beste in die Betrachtungen des Textes ein. Ist irgend 
ein algebraisches Gebilde (Curve, oder Fliche,...) vorgelegt, so iibertrage man 
dasselbe in einen héheren Raum, indem man die Verhiltnisse 


Pi: Peis? Dy 


der zugehérigen Integranden erster Gattung als homogene Coordinaten einfiihrt, 
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Der hier aufgestellte allgemeine Schematismus umspannt eben nicht 
die Gesammtheit mathematischer Forschung iiberhaupt, sondern er 
bringt nur gewisse Richtungen unter einen gemeinsamen Gesichts- 
punkt. 

Fiir eine Geometrie der rationalen Umformungen, wie sie sich 
unter Zugrundelegung der Transformationen der ersten Art ergeben 
muss, sind bis jetzt erst die Anfainge vorhanden. Im Gebiete erster 
Stufe, auf der geraden Linie, sind die rationalen Umformungen mit 
den linearen identisch und liefern also nichts Neues. In der Ebene 
kennt man freilich die Gesammtheit der rationalen Umformungen (der 
Cremona’schen Transformationen), man weiss, dass sie sich durch 
Zusammensetzung quadratischer erzeugen lassen. Man kennt auch 
invariante Charaktere der ebenen Curven: ihr Geschlecht, die Existenz 
der Moduln; aber eigentlich zu einer Geometrie der Ebene in dem hier 
gemeinten Sinne entwickelt sind diese Betrachtungen noch nicht. Im 
Raume ist die ganze Theorie noch erst im Entstehen begriffen. Von 
den rationalen Umformungen kennt man bis jetzt nur wenige und 
benutzt dieselben, um bekannte Flichen mit unbekannten durch Ab- 
bildung in Verbindung zu setzen. — 


2. Die Analysis situs, 

In der sog. Analysis situs sucht man das Bleibende gegeniiber 
solchen Umformungen, die aus unendlich kleinen Verzerrungen durch 
Zusammensetzung entstehen. Auch hier muss man, wie bereits gesagt, 
unterscheiden, ob das ganze Gebiet, also etwa der Raum, als Object 
der 'ransformationen gedacht werden soll, oder nur eine aus ihm 
ausgesonderte Mannigfaltigkeit, eine Fliche. Die Transformationen 
der ersten Art sind es, die man einer Kaumgeometrie wiirde zu Grunde 
legen kénnen. Ihre Gruppe wiire wesentlich anders constituirt, als 
die bisher betrachteten es waren. Indem sie alle Transformationen 
umfasst, die sich aus reell gedachten unendlich kleinen Punkttrans- 
formationen zusammensetzen, trigt sie die principielle Beschriankung 
auf reelle Raumelemente in sich, und bewegt sich auf dem Gebiete 
der willktrlichen Function. Man kann diese Transformationsgruppe 
nicht ungeschickt erweitern, indem man sie noch mit den reellen 
Collineationen, die auch das unendlich Ferne modificiren, verbindet. — 


In diesem Raume hat man dann einfach der weiteren Betrachtung die Gruppe 
der homogenen linearen Umsetzungen der m zu Grunde zu legen. Vergl. ver- 
schiedene Arbeiten der Herren Brill, Néther und Weber, sowie z. B. meine 
eigene Abhandlung: ,,Zur Theorie der Abel’schen Functionen‘‘ in Bd. 36 der 
mathematischen Annalen.] 
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3. Die Gruppe aller Punkttransformationen. 

Wenn gegeniiber dieser Gruppe keine Fliche mehr individuelle 
Eigenschaften besitzt, da jede in jede andere durch Transformationen 
der Gruppe iibergefiihrt werden kann, so sind es héhere Gebilde, bei 
deren Untersuchung die Gruppe mit Vortheil Anwendung findet. Bei 
der Auffassung der Geometrie, wie sie hier zu Grunde gelegt ist, kann 
es gleichgiiltig sein, wenn diese Gebilde seither nicht sowohl als geo- 
metrische sondern nur als analytische betrachtet wurden, die gelegent- 
lich geometrische Anwendung fanden, und wenn man bei ihrer Unter- 
suchung Processe anwandte (wie eben beliebige Punkttransformationen), 
die man erst in neuerer Zeit bewusst als geometrische Umformungen 
aufzufassen begonnen hat. Unter diese analytischen Gebilde gehdren 
vor allen die homogenen Differentialausdriicke, sodann auch die 
partiellen Differentialgleichungen, Bei der allgemeinen Discussion der 
letzteren scheint aber, wie in dem folgenden Paragraphen ausgefiihrt 
wird, die umfassendere Gruppe aller Beriihrungstransformationen noch 
vortheilhafter. 

Der Hauptsatz, der in der Geometrie, welche die Gruppe aller 
Punkttransformationen zu Grunde legt, in Geltung ist, ist der, dass 
eine Punkttransformation fiir eine unendlich kleine Partie des Rawmes 
immer den Werth einer linearen Transformation hat. Die Entwickelungen 
der projectivischen Geometrie haben also nun ihren Werth fiir das 
Unendlichkleine, und hierin liegt, mag sonst die Wahl der Gruppe 
bei Behandlung von Mannigfaltigkeiten willkiirlich sein — hierin liegt 
ein auszeichnender Charakter fiir die projectivische Anschauungsweise. 

Nachdem nun schon lange von dem Verhiiltnisse der Betrachtungs- 
weisen, die einander einschliessende Gruppen zu Grunde legen, nicht 
mehr die Rede war, mag hier noch einmal ein Beispiel fiir die all- 
gemeine Theorie des § 2 gegeben werden. Wir mégen uns die Frage 
vorlegen, wie denn vom Standpunkte ,,aller Punkttransformationen“ 
projectivische Eigenschaften aufzufassen sind, wobei von den dualistischen 
Umformungen, die eigentlich mit zur Gruppe der projectivischen Geo- 
metrie gehéren, abgesehen werden mag. Die Frage deckt sich dann 
mit der andern: durch welche Bedingung aus der Gesammtheit der 
Punkttrausformationen die Gruppe der linearen ausgeschieden wird. 
Das Charakteristische der letzteren ist, dass sie jeder Ebene eine Ebene 
zuordnen: sie sind diejenigen Punkttransformationen, vermége deren 
die Mannigfaltigkeit der Ebenen (oder, was auf dasselbe hinaus kommt, 
der geraden Linien) erhalten bleibt. Die projectivische Geometrie ist 
aus der Geometrie aller Punkttransformationen ebenso durch Adjunction 
der Mannigfaltigkeit der Ebenen zu gewinnen, wie die elementare Geo- 
metrie aus der projectivischen durch Adjunction des unendlich fernen 
Kugelkreises. Insbesondere haben wir z. B. vom Standpunkte aller 
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Punkttransformationen die Bezeichnung einer Fliche als einer alge- 
braischen von einer gewissen Ordnung als eine invariante Beziehung 
zur Mannigfaltigkeit der Ebenen aufzufassen. Es wird dies recht 
deutlich, wenn man, mit Grassmann, die Erzeugung der algebraischen 
Gebilde an ihre lineale Construction kniipft. 


§ 9. 
Von der Gruppe aller Berithrungstransformationen. 


Beriihrungstransformationen sind zwar in einzelnen Fallen schon 
lange betrachtet; auch hat Jacobi bei analytischen Untersuchungen 
bereits von den allgemeinsten Beriihrungstransformationen Gebrauch 
gemacht; aber in die lebendige geometrische Anschauung wurden sie 
erst durch neuere Arbeiten von Lie eingefiihrt*). Es ist daher wohl 
nicht tiberfliissig, hier ausdricklich auseinanderzusetzen, was eine 
Beriihrungstransformation ist, wobei wir uns, wie immer, auf den 
Punktraum mit seinen drei Dimensionen beschrianken. 

Unter einer Beriihrungstransformation hat man, analytisch zu 
reden, jede Substitution zu verstehen, welche die Variabelwerthe 2, y, z 
und ihre partiellen Differentialquotienten 2 =p, na q durch neue 
z',y', 2, p,q’ ausdriickt. Dabei gehen, wie ersichtlich, sich beriihrende 
Flichen im Allgemeinen wieder in sich beriihrende Flachen iiber, was 
den Namen Beriihrungstransformation begriindet. Die Beriihrungs- 
transformationen zerfallen, wenn man vom Punkte als Raumelement 
ausgeht, in drei Classen: solche, die den dreifach unendlich vielen 
Punkten wieder Punkte zuordnen das sind die eben betrachteten 
Punkttransformationen —, solche, die sie in Curven, endlich solche, 
die sie in Flichen itiberfiihren. Diese Kintheilung hat man insofern 
nicht als eine wesentliche zu betrachten, ails bei Benutzung anderer 
dreifach unendlich vieler Raumelemente, etwa der Ebenen, allerdings 
wieder eine Theilung in drei Gruppen eintritt, die aber mit der 
Theilung, die unter Zugrundelegung der Punkte stattfand, nicht 
coincidirt. 

Wenden wir auf einen Punkt alle Beriihrungstransformationen 
an, so geht er in die Gesammtheit aller Punkte, Curven und Flichen 
iiber. In ihrer Gesammtheit erst bilden also Punkte, Curven und Flaichen 
einen Kérper unserer Gruppe. Man mag daraus die allgemeine Regel 


*) Vergl, bes. die bereits citirte Arbeit: Ueber partielle Differentialglei- 
chungen und Complexe. Math, Ann. V. Die im Texte gegebenen Ausfiihrungen 
betr. partielle Differentialgleichungen habe ich wesentlich miindlichen Mittheilungen 
von Lie entnommen; vergl. dessen Note: Zur Theorie partieller Ditferentialglei- 
chungen. Géttinger Nachrichten, Oct. 1872. 
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abnehmen, dass die formale Behandlung eines Problems im Sinne aller 
Beriihrungstransformationen (also etwa die sogleich vorzutragende 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen) eine unvollkommene 
werden muss, sowie man mit Punkt- (oder Ebenen-) Coordinaten 
operirt, da die zu Grunde gelegten Raumelemente eben keinen Kérper 
bilden, 

Alle in dem gen. Kérper enthaltene Individuen als Raumelemente 
einzufiihren, geht aber, will man in Verbindung mit den gewdhnlichen 
Methoden bleiben, nicht an, da deren Zahl unendlichfach unendlich 
ist. Hierin liegt die Nothwendigkeit, bei diesen Betrachtungen nicht 
den Punkt, nicht die Curve oder die Fliche, sondern das F'ldchen- 
element, d. h. das Werthsystem 2, y, 2, p, q als Rawmelement ein- 
zufiihren. Bei jeder Beriihrungstransformation wird aus jedem Flichen- 
elemente ein neues; die fiinffach unendlich vielen Flaichenelemente 
bilden also einen Kérper. 

Bei diesem Standpunkte muss man Punkt, Curve, Fliche gleich- 
missig als Aggregate von Fliachenelementen auffassen, und zwar von 
zweifach unendlich vielen. Denn die Fliche wird von oo? Elementen 
bedeckt, die Curve von ebenso vielen beriihrt, durch den Punkt gehen 
co? hindurch. Aber diese zweifach unendlichen Aggregate von Elementen 
haben noch eine charakteristische Eigenschaft gemein. Man bezeichne 
als vereinigte Lage zweier consecutiven Flichenelemente 2, y, 2, p, q 


und «+ dz, y+ dy, e+dz, p+dp, q+ dq die Beziehung, welche 
durch 


dz — pdx —qdy=0 
dargestellt wird. So sind Punkt, Curve, Fliche iibereinstimmend 
eweifach unendliche Mannigfaltigkeiten von Elementen, deren jedes mit 
den einfach unendlich vielen thm benachbarten vereinigt liegt. Dadurch 
sind Punkt, Curve, Fliche gemeinsam charakterisirt, und so miissen 
sie auch, wenn man die Gruppe der Beriihrungstransformationen zu 
Grunde legen will, analytisch reprasentirt werden. 

Die vereinigte Lage consecutiver Elemente ist eine bei beliebiger 
Beriihrungstransformation invariante Beziehung. Aber auch umgekehrt 
kénnen die Beriihrungstransformationen definirt werden als diejenigen 
Substitutionen der fiinf Verdnderlichen x, y, 2, p, q, vermdge deren die 
Relation dz —pdx—qdy=0 in sich selbst iibergefiihrt wird. Der Raum 
ist also bei diesen Untersuchungen als eine Mannigfaltigkeit von fiinf 
Dimensionen anzusehen und diese Mannigfaltigkeit hat man zu be- 
handeln, indem man als Gruppe die Gesammtheit aller Transformationen 
der Variabeln zu Grunde legt, welche eine bestimmte Relation zwischen 
den Differentialen ungeindert lassen. 

Gegenstand der Untersuchung werden in erster Linie diejenigen 
Mannigfaltigkeiten, welche durch eine oder mehrere Gleichungen 
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zwischen den Variabeln dargestellt werden, d. h. die partiellen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung und ihre Systeme. Eine Hauptfrage 
wird, wie sich aus den Mannigfaltigkeiten von Elementen, die gegebenen 
Gleichungen geniigen, einfach, zweifach unendliche Reihen von Ele- 
menten ausscheiden lassen, deren jedes mit einem benachbarten vereinigt 
liegt. Auf eine solche Frage liuft z. B. die Aufgabe der Lésung einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung hinaus. Man soll — 
so kann man sie formuliren — aus den vierfach unendlich vielen 
Elementen, die der Gleichung geniigen, alle zweifach unendlichen 
Mannigfaltigkeiten der bewassten Art ausscheiden. Insbesondere die 
Aufgabe der vollstiindigen Lésung nimmt jetzt die pracise Form an: 
man soll die vierfach unendlich vielen Elemente, die der Gleichung 
geniigen, auf eine Weise in zweifach unendlich viele derartige Mannig- 
faltigkeiten zerlegen. 

Kin Verfolg dieser Betrachtung tiber partielle Differentialgleichungen 
kann hier nicht in der Absicht liegen; ich verweise in Bezug hierauf 
auf die citirten Lie’schen Arbeiten. Es sei nur noch hervorgehoben, 
dass fiir den Standpunkt der Beriihrungstransformationen eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung keine Invariante hat, dass jede in 
jede andere tibergefiihrt werden kann, dass also namentlich die linearen 
Gleichungen nicht weiter ausgezeichnet sind. Unterscheidungen treten 
erst ein, wenn man zu dem Standpunkte der Punkttransformationen 
zuriickgeht. 

Die Gruppen der Beriihrungstransformationen, der Punkttrans- 
formationen, endlich der projectivischen Umformungen lassen sich in 
einer cinheitlichen Weise charakterisiren, die ich nicht unterdriicken 
mag*), Beriihrungstrausformationen wurden bereits definirt als die- 
jenigen Umformungen, bei denen die vereinigte Lage consecutiver 
Flichenelemente erhalten bleibt. Die Punkttransformationen haben 
dagegen die charakteristische Kigenschaft, vereinigt gelegene consecutive 
Linienelemente in eben solche zu verwandeln: die linearen und dua- 
listischen Transformationen endlich bewahren die vereinigte Lage 
consecutiver Connexelemente. Unter einem Connexelemente verstehe 
ich die Vereinigung eines Flichenelementes mit einem in ihm ent- 
haltenen Linienelemente; consecutive Connexelemente heissen vereinigt 
gelegen, wenn nicht nur der Punkt sondern auch das Linienelement 
des einen in dem Flichenelemente des anderen enthalten ist. Die 
(iibrigens vorliufige) Bezeichnung: Connexelement bezieht sich auf 
die von Clebsch neuerdings**) in die Geometrie eingefiihrten Gebilde, 


*) Ich verdanke diese Definitionen einer Bemerkung von Lie. 

**) Gott. Abhandlungen. 1872, (Bd. 17): Ueber eine Fundamentalaufgabe der 
Invariantentheorie, sowie namentlich Gétt. Nachrichten 1872, Nr, 22: Ueber ein 
neues Grundgebilde der analytischen Geometrie der Ebene, 
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welche durch eine Gleichung dargestellt werden, die gleichzeitig eine 
Reihe Punkt-, eine Reihe Ebenen- und eine Reihe Liniencoordiuaten 
enthalten, und deren Analoga in der Ebene Clebsch als Connexe 
bezeichnet. 


§ 10. 
Ueber beliebig ausgedehnte Mannigfaitigkeiten. 


Es wurde bereits wiederholt hervorgehoben, wie bei der Ankniipfung 
der bisherigen Auseinandersetzungen an die riiumliche Vorstellung nur 
der Wunsch massgebend war, die abstracten Begriffe durch Anlehnung 
an anschauliche Beispiele leichter entwickeln zu kénnen. An und fiir 
sich sind diese Betrachtungen von dem sinnlichen Bilde unabhingig 
und gehéren dem allgemeinen Gebiete mathematischer Forschung an, 
das man als die Lehre von den ausgedehnten Mannigfaltigkeiten oder 
(nach Grassmann) kurz als Ausdehnungslehre bezeichnet. Wie man 
die Uebertragung des Vorhergehenden vom Raume auf den blossen 
Mannigfaltigkeitsbegriff zu bewerkstelligen hat, ist ersichtlich. Es sei 
dabei nur noch einmal bemerkt, dass wir bei der abstracten Unter- 
suchung, der Geometrie gegeniiber, den Vortheil haben, die Gruppe 
von Transformationen, welche wir zu Grunde legen wollen, ganz 
willkiirlich wihlen zu kénnen, wihrend in der Geometrie eine kleinste 
Gruppe, die Hauptgruppe, von Vornherein gegeben war. 

Wir mégen hier nur die folgenden drei Behandlungsweisen , und 
auch diese ganz kurz beriihren. 

1. Die projectivische Behandlungsweise oder die moderne Algebra 
(Invariantentheorie). 

Ihre Gruppe besteht in der Gesammtheit der linearen und dua- 
listischen Transformationen der zur Darstellung des Einzelnen in der 
Mannigfaltigkeit verwendeten Verinderlichen; sie ist die Verall- 
gemeinerung der projectivischen Geometrie. Es wurde bereits hervor- 
gehoben, wie diese Behandlungsweise bei der Discussion des unendlich 
Kleinen in einer um eine Dimension mehr ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit zur Verwendung kommt. Sie schliesst die beiden noch zu nennenden 
Behandlungsweisen in dem Sinne ein, als ihre Gruppe die bei jenen 
zu Grunde zu legende Gruppe umfasst. 

2. Die Mannigfaltigkeit von constantem Kriimmungsmasse. 

Die Vorstellung einer solchen erwuchs bei Riemann aus der 
allgemeineren einer Mannigfaltigkeit, in der ein Differentialausdruck 
der Veranderlichen gegeben ist. Die Gruppe besteht bei ihm aus der 
Gesammtheit der Transformationen der Variabelu, welche den gegebenen 
Ausdruck. ungefaindert lassen. Von einer andern Seite kommt man 
zur Vorstellung einer Mannigfaltigkeit von constanter Kriimmung, 
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wenn man im projectivischen Sinne auf eine zwischen den Verander- 
lichen gegebene quadratische Gleichung eine Massbestimmung griindet. 
Bei dieser Weise tritt gegeniiber der Riemann’schen die Erweiterung 
ein, dass die Variabeln als complex gedacht werden; man mag hinter- 
her die Verinderlichkeit auf das reelle Gebiet beschrinken. Hierher 
gehéren die grosse Reihe von Untersuchungen, die wir in §§ 5, 6,7 
beriihrt haben. 

3. Die ebene Mannigfaltigkeit. 

Als ebene Mannigfaltigkeit bezeichnet Riemann die Mannig- 
faltigkeit von constantem verschwindenden Kriimmungsmasse. lhre 
Theorie ist die unmittelbare Verallgemeinerung der elementaren Geo- 
metrie. Ihre Gruppe kann — wie die Hauptgruppe der Geometrie — 
aus der Gruppe der projectivischen dadurch ausgeschieden werden, 
dass man ein Gebilde fest halt, welches durch zwei Gleichungen, eine 
lineare und eine quadratische, dargestellt wird, Dabei hat man zwischen 
Reellem und Imaginiérem zu unterscheiden, wenn man sich der Form, 
unter der die Theorie gew6éhnlich dargestellt wird, anschliessen will. 
Hierher zu rechnen sind vor Allem die elementare Geometrie selbst, 
dann z. B. die in neuerer Zeit entwickelten Verallgemeinerungen der 
gewohulichen Kriimmungstheorie u. s. w. 


Schlussbemerkungen. 


Zum Schlusse mégen noch zwei Bemerkungen ihre Stelle finden, 
die mit dem bisher Vorgetragenen in enger Beziehung stehen; die 
eine betrifft den Formalismus, durch welche man die begrifflichen 
Entwickelungen des Vorangehenden reprisentiren will, die andere soll 
einige Probleme kennzeichnen, deren Inangriffnahme nach den hier 
gegebenen Auseinandersetzungen als wichtig und lohnend erscheint. 

Man hat der analytischen Geometrie hiufig den Vorwurf gemacht, 
durch Einfiihrung des Coordinatensystems willkiirliche Elemente zu 
bevorzugen, und dieser Vorwurf trifft gleichmiissig jede Behandlungs- 
weise ausgedehnter Mannigfaltigkeiten, welche das Einzelne durch die 
Werthe von Veriinderlichen charakterisirt. War dieser Vorwurf bei 
der mangelhaften Art, mit der man namentlich friiher die Coordinaten- 
methode handhabte, nur zu oft gerechtfertigt, so verschwindet er bei 
einer rationellen Behandlung der Methode. Die analytischen Ausdriicke, 
welche bei der Untersuchung einer Mannigfaltigkeit im Sinne einer 
Gruppe entstehen kénnen, miissen, ihrer Bedeutung nach, von dem 
Coordinatensysteme, insofern es zufallig gewihlt ist, unabhingig sein, 
und es gilt nun, diese Unabhingigkeit auch formal in Evidenz zu setzen. 
Dass dies méglich ist und wie es zu geschehen hat, zeigt die moderne 
Algebra, in der der formale Invariantenbegriff, um den es sich hier 
handelt, am deutlichsten ausgepragt ist. Sie besitzt ein allgemeines 
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und erschépfendes Bildungsgesetz fiir invariante Ausdriicke und operirt 
principiell nur mit solechen. Die gleiche Forderung soll man an die 
formale Behandlung stellen, auch wenn andere Gruppen, als die pro- 
jectivische, zu Grunde gelegt sind*). Denn der Formalismus soll sich 
doch mit der Begriffsbildung decken, mag man nun den Formalismus 
nur als pracisen und durchsichtigen Ausdruck der Begriffsbildung ver- 
werthen, oder will man ihn benutzen, um an seiner Hand in noch 
unerforschte Gebiete einzudringen. — 

Die Problemstellung, deren wir noch erwahneu wollten, erwichst 
durch einen Vergleich der vorgetragenen Anschauungen mit der sog. 
Galois’schen Theorie der Gleichungen. 

In der Galois’schen Theorie, wie hier, concentrirt sich das 
Interesse auf Gruppen von Aenderungen. Die Objecte, auf welche 
sich die Aenderungen beziehen, sind allerdings verschieden; man hat 
es dort mit einer endlichen Zahl discreter Elemente, hier mit der 
unendlichen Zahl von Elementen einer stetigen Mannigfaltigkeit zu 
thun. Aber der Vergleich lasst sich bei der Identitit des Gruppen- 

' begriffes doch weiter verfolgen**), und es mag dies hier um so lieber 
angedeutet werden, als dadurch die Stellung charakterisirt wird, die 
man gewissen von Lie und mir begonnenen Untersuchungen***) im 
Sinne der hier entwickelten Anschauungen zuzuweisen hat. 

In der Galois’schen Theorie, wie sie z. B. in Serret’s Traité 
d’Algébre supérieure oder in C. Jordan’s Traité des substitutions 
dargestellt wird, ist der eigentliche Untersuchungsgegenstand die 
Gruppen- oder Substitutionstheorie selbst, die Gleichungstheorie fliesst 
aus ihr als eine Anwendung. Entsprechend verlangen wir eine 7rans- 
formationstheorie, eine Lehre von den Gruppen, welche von Trans- 
formationen gegebener Beschaffenheit erzeugt werden kénnen. Die 
Begriffe der Vertauschbarkeit, der Aehnlichkeit u.s. w. kommen, wie 
in der Substitutionstheorie, zur Verwendung. Als eine Anwendung 
der Transformationstheorie erscheint die aus der Zugrundelegung der 
Transformationsgruppen fliessende Behandlung der Mannigfaltigkeit. 

In der Gleichungstheorie sind es zunichst die symmetrischen 
Functionen der Coefficienten, die das Interesse auf sich ziehen, sodann 
aber diejenigen Ausdriicke, welche, wenn nicht bei allen, so durch 


*) [Beispielsweise stellen fiir die Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen 
Raumes um einen festen Punkt die Quaternionen einen solchen Formalismus dar.} 
**) Ich erinnere hier daran, dass Grassmann bereits in der EKinleitung zur 
ersten Auflage seiner Ausdehnungslehre (1844) ‘die Combinatorik und die Aus- 
dehnungslehre parallelisirt. 
***) Vergleiche den gemeinsamen Aufsatz: Ueber diejenigen ebenen Curven, 
welche durch ein geschlossenes System von einfach unendlich vielen vertausch- 
baren linearen Transformationen in sich iibergehen. Math. Annalen Bd. IV. 
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eine gréssere Reihe von Vertauschungen der Wurzeln ungedindert 
bleiben. Bei der Behandlung einer Mannigfaltigkeit unter Zugrunde- 
legung einer Gruppe fragen wir entsprechend zunichst nach den 
Kérpern (§ 5), nach den Gebilden, die durch alle Transformationtn 
der Gruppe ungeiindert bleiben. Aber es gibt Gebilde, welche nicht 
alle aber einige Transformationen der Gruppe zulassen, und diese sind 
dann im Sinne der auf die Gruppe gegriindeten Behandlung besonders 
interessant, sie haben ausgezeichnete Higenschaften. Es kommt das 
also darauf hinaus, im Sinne der gewohnlichen Geometrie symmetrische, 
regulire Kérper, Rotations- und Schraubenfliichen auszuzeichnen. Stellt 
man sich auf den Standpunkt der projectivischen Geometrie und ver- 
langt insbesondere, dass die T'ransformationen, durch welche die Ge- 
bilde in sich tibergehen, vertauschbar sein sollen, so kommt man auf 
die von Lie und mir in dem citirten Aufsatze betrachteten Gebilde 
und auf das in § 6 desselben gestellte allgemeine Problem. Die dort 
in §§ 1, 3 gegebene Bestimmung aller Gruppen unendlich vieler ver- 
tauschbarer linearer Transformationen in der Ebene gehért als ein 
Theil in die soeben genannte allgemeine Transformationstheorie*). 


Noten. 


1. Ueber den Gegensatz der synthetischen und analytischen Richtung 
in der neueren Geometrie. 


Den Unterschied zwischen neuerer Synthese und neuerer ana- 
lytischer Geometrie hat man zur Zeit nicht mehr als einen wesentlichen 
zu betrachten, da der gedankliche Inhalt sowohl als die Schlussweise 
sich auf beiden Seiten allmihlich ganz ahnlich gestaltet haben. Daher 
wahlen wir im Texte zur gemeinsamen Bezeichnung beider das Wort 
»projectivische Geometrie. Wenn die synthetische Methode mehr mit 
riumlicher Anschauung arbeitet und ihren ersten, einfachen Ent- 
wickelungen dadurch einen ungemeinen Reiz ertheilt, so ist das Gebiet 
riiumlicher Anschauung der analytischen Methode nicht verschlossen, 
und man kann die Formeln der analytischen Geometrie als einen 
pracisen und durchsichtigen Ausdruck der geometrischen Beziehungen 
auffassen, Man hat auf der anderen Seite den Vortheil nicht zu unter- 


*) Ich muss mir versagen, im Texte auf die Fruchtbarkeit hinzuweisen, 
welche die Betrachtung unendlich kleiner Transformationen in der Theorie der 
Differentialgleichungen hat. In §7 der citirten Arbeit haben Lie und ich gezeigt: 
Gewodhnliche Differentialgleichungen, welche gleiche unendlich kleine ‘Transfor- 
mationen ,zugeben, bieten gleiche Integrationsschwierigkeiten. Wie die Betrach- 
tungen fiir partielle Differentialgieichungen zu verwerthen seien, hat Lie an ver- 
schiedenen Orten, so bes. in dem friiher genannten Aufsatze (Math. Ann, V), an 
verschiedenen Beispielen auseinandergesetzt, (vergl. namentlich auch Mittheilungen 
der Academie zu Christiania, Mai 1872), 
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schitzen, den ein gut angelegter Formalismus der Weiterforschung 
dadurch leistet, dass er gewissermassen dem Gedanken vorauseilt. Es 
ist zwar immer an der Forderung festzuhalten, dass man einen mathe- 
matischen Gegenstand noch nicht als erledigt betrachten soll, so lange 
er nicht begrifflich evident geworden ist, und es ist das Vordringen 
an der Hand des Formalismus eben nur ein erster aber schon sehr 
wichtiger Schritt. 


Il. Zrennung der heutigen Geometrie in Disciplinen. 


Wenn man z. B. beachtet, wie der mathematische Physiker sich 
durchgingig der Vortheile entschliigt, die ihm eine nur einigermassen 
ausgebildete projectivische Anschauung in vielen Fallen gewihren kann, 
wie auf der anderen Seite der Projectiviker die reiche Fundgrube 
mathematischer Wahrheiten unberiibrt lisst, welche die Theorie der 
Kriimmung der Flichen aufgedeckt hat, so muss man den gegen- 
wirtigen Zustand des geometrischen Wissens als recht unvollkommen 
und als hoffentlich voriibergehend betrachten. 


Ill. Ueber den Werth réumlicher Anschawung. 


Wenn wir im Texte die raumliche Anschauung als etwas Bei- 
laufiges bezeichnen, so ist dies mit Bezug auf den rein mathematischen 
Inhalt der zu formulirenden Betrachtungen gemeint. Die Anschauung 
hat fiir ihn nur den Werth der Veranschaulichung, der allerdings in 
padagogischer Beziehung sehr hoch anzuschlagen ist. Ein geometrisches 
Modell z. B. ist auf diesem Standpunkte sehr lehrreich und interessant, 

Ganz anders stellt sich aber die Frage nach dem Werthe der 
raumlichen Anschauung itiberhaupt. Ich stelle denselben als etwas 
selbstindiges hin. Es gibt eine eigentliche Geometrie, die nicht, wie 
die im Texte besprochenen Untersuchungen, nur eine veranschaulichte 
Form abstracterer Untersuchungen sein will. In ihr gilt es, die rium- 
lichen Figuren nach ihrer vollen gestaltlichen Wirklichkeit aufzufassen 
und (was die mathematische Seite ist) die fiir sie geltenden Beziehungen 
als evidente Folgen der Grundsiitze riumlicher Anschauung zu _ver- 
stehen. Ein Modell — mag es nun ausgefiihrt und angeschaut oder 
nur lebhaft vorgestellt sein — ist fiir diese Geometrie nicht ein Mittel 
zum Zwecke sondern die Sache selbst. 

Wenn wir so, neben und unabhiangig von der reinen Mathematik, 
Geometrie als etwas Selbstiindiges hinstellen, so ist das an und fiir 
sich gewiss nichts Neues. Es ist aber wiinschenswerth, diesen Gesichts- 
punkt ausdriicklich einmal wieder hervorzuheben, da die neuere Forschung 
ihn fast ganz iibergeht. Hiermit hingt zusammen, dass umgekehrt die 
neuere Forschung selten dazu verwendet wurde, wenn es galt, ge- 
staltliche Verhiltnisse riumlicher Erzeugnisse zu beherrschen, und 
doch scheint sie gerade in dieser Richtung sehr fruchtbar. 
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IV. Ueber Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen. 


Dass der Raum, als Ort fiir Punkte aufgefasst, nur drei Dimen- 
sionen hat, braucht vom mathematischen Standpuukte aus nicht discutirt 
zu werden; ebenso wenig kann man aber vom mathematischen Stand- 
punkte aus Jemanden hindern, zu behaupten, der Raum habe eigentlich 
vier, oder unbegrinzt viele Dimensionen, wir seien aber nur im Stande, 
drei wahrzunehmen. Die Theorie der mehrfach ausgedehuten Mannig- 
faltigkeiten, wie sie je linger je mehr in den Vordergrund neuerer 
mathematischer Forschung tritt, ist, ihrem Wesen nach, von einer 
solchen Behauptung vollkommen unabhingig. Es hat sich in ihr aber 
eine Redeweise eingebiirgert, die allerdings dieser Vorstellung ent- 
flossen ist. Man spricht, statt von den Individuen einer Mannigfaltig- 
keit, von den Punkten eines héheren Raumes etc. An und fiir sich 
hat diese Redeweise manches Gute, insofern sie durch Erinnern an 
die geometrischen Anschauungen das Verstiindniss erleichtert. Sie hat 
aber die nachtheilige Folge gehabt, dass in ausgedehnten Kreisen die 
Untersuchungen iiber Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen Dimen- 
sionen als solidarisch erachtet werden mit der erwahnten Vorstellung 
von der Beschaffenheit des Raumes. Nichts ist grundloser als diese 
Auffassung. Die betr. mathematischen Untersuchungen wiirden aller- 
dings sofort geometrische Verwendung finden, wenn die Vorstellung 
richtig wire, — aber ihr Werth und ihre Absicht ruht, ginzlich unab- 
hingig von dieser Vorstellung, in ihrem eigenen mathematischen Inhalte. 

Etwas ganz anderes ist es, wenn Pliicker gelehrt hat, den wirk- 
lichen Raum als eine Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen 
aufzufassen, iundem man als Element des Raumes ein von beliebig vielen 
Parametern abhingendes Gebilde (Curve, Flache etc.) einfiihrt (vergl. 
§ 5 des Textes). 

Die Vorstellungsweise, welche das Klement der beliebig aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit als ein Analogon zum Punkte des Raumes 
betrachtet, ist wohl zuerst von Grassmann in seiner Ausdehnungs- 
lehre (1844) entwickelt worden, Bei ihm ist der Gedanke vdllig frei 
von der erwihnten Vorstellung von der Natur des Raumes; letztere geht 
auf gelegentliche Bemerkungen von Gauss zuriick und wurde durch 
Riemann’s Untersuchungen iiber mehrfach ausgedehnte Mannigfaltig- 
keiten, in welche sie mit eingeflochten ist, in weiteren Kreisen bekannt. 

Beide Auffassungsweisen — die Grassmann’sche wie die 
Pliicker’sche — haben ihre eigenthiimlichen Vorziige; man _ver- 
wendet sie beide, zwischen ihnen abwechselnd, mit Vortheil. 


V. Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. 


Die im Texte gemeinte projectivische Massgeometrie coincidirt, 
wie neuere Untersuchungen gelehrt haben, dem Wesen nach mit der 
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Massgeometrie, welche unter Nichtannahme des Parallelenaxioms ent- 
worfen werden kann und die zur Zeit unter dem Namen der Nicht- 
Euklidischen Geometrie vielfach besprochen und discutirt wird. Wenn 
wir im Texte diesen Namen tiberhaupt nicht beriihrt haben, so geschah 
es aus einem Grunde, der mit den in der vorstehenden Note ge- 
gebenen Auseinandersetzungen verwandt ist. Man verkniipft mit dem 
Namen Nicht-Euklidische Geometrie eine Menge unmathematischer 
Vorstellungen, die auf der einen Seite mit eben so viel Eifer gepflegt 
als auf der anderen perhorrescirt werden, mit denen aber unsere rein 
mathematischen Betrachtungen gar Nichts zu schaffen haben. Der 
Wunsch, in dieser Richtung etwas zur Klirung der Begriffe beizu- 
tragen, mag die folgenden Auseinandersetzungen motiviren. 

Die gemeinten Untersuchungen iiber Parallelentheorie haben mit 
ihren Weiterbildungen mathematisch nach zwei Seiten einen bestimmten 
Werth. 

Sie zeigen einmal — und dieses ihr Geschift kann man als ein 
einmaliges, abgeschlossenes betrachten —, dass das Parallelenaxiom 
keine mathematische Folge der gewobnlich vorangestellten Axiome ist, 
sondern dass ein wesentlich neues Anschauungselement, welches in 
den vorhergehenden Untersuchungen nicht beriihrt wurde, in ihm zum 
Ausdruck gelangt. Aehnliche Untersuchungen kénnte man und sollte 
man mit Bezug auf jedes Axiom nicht nur der Geometrie durchfihren ; 
man wiirde dadurch an Einsicht in die gegenseitige Stellung der 
Axiome gewinnen. 

Dann aber haben uns diese Untersuchungen mit einem werthvollen 
mathematischen Begriffe bescheukt: dem Begriffe einer Mannigfaltig- 
keit von constanter Kriimmung. Er hingt, wie bereits bemerkt und 
wie in § 10 des Textes noch weiter ausgefiihrt ist, mit der unabhingig 
von aller Parallelentheorie erwachsenen projectivischen Massbestimmung 
auf das Innigste zusammen. Wenn das Studium dieser Massbestimmung 
an und fir sich hohes mathematisches Interesse bietet und zahlreiche 
Anwendungen gestattet, so kommt hinzu, dass sie die in der Geometrie 
gegebene Massbestimmung als speciellen Fall (Griinzfall) umfasst und 
uns lehrt, dieselbe von einem erhéhten Standpunkte aufzufassen. 

Véllig unabhiingig von den entwickelten Gesichtspunkten steht 
die Frage, welche Griinde das Parallelenaxiom stiitzen, ob wir dasselbe 
als absolut gegeben — wie die Kinen wollen — oder als durch Er- 
fahrung nur approximativ erwiesen — wie die Anderen sagen — be- 
trachten wollen. Sollten Griinde sein, das letztere anzunehmen, so 
geben uns die fragl. mathematischen Untersuchungen an die Hand, 
wie man dann eine exactere Geometrie zu construiren habe. Aber die 
Fragestellung ist offenbar eine philosophische, welche die allgemeinsten 
Grundlagen unserer Erkenntniss betrifft. Den Mathematiker als solchen 
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interessirt die Fragestellung nicht, und er wiinscht, dass seine Unter- 
suchungen nicht als abhingig betrachtet werden von der Antwort, die 
man von der einen oder der anderen Seite auf die Frage geben mag. 


VI. Liniengeometrie als Untersuchung einer Mannigfaltigkeit von 
constantem Kriimmungsmasse. 


Wenn wir Liniengeometrie mit der projectivischen Massbestimmung 
in einer fiinffach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in Verbindung setzen, 
miissen wir beachten, dass wir in den geraden Linien nur die (im 
Sinne der Massbestimmung) unendlich fernen Elemente der Mannig- 
faltigkeit vor uns haben. Es wird daher néthig, zu iiberlegen, welchen 
Werth eine projectivische Massbestimmung fiir ihre unendlich fernen 
Elemente hat, und das mag hier etwas auseinandergesetzt werden, um 
Schwierigkeiten, die sich sonst der Auffassung der Liniengeometrie 
als einer Massgeometrie entgegen stellen, zu entfernen. Wir kniipfen 
diese Auseinandersetzungen an das anschauliche Beispiel, welches die 
auf eine Fliche zweiten Grades gegriindete projectivische Massbe- 
stimmung ergibt. 

Zwei beliebig angenommene Punkte des Raumes haben in Bezug 
auf die Fliiche eine absolute Invariante: ihr Doppelverhiiltniss zu den 
beiden Durchschnittspunkten ihrer Verbindungsgeraden mit der Fliche. 
Riicken aber die beiden Punkte auf die Fliche, so wird dies Doppel- 
verhiltniss unabhingig von der Lage der Punkte gleich Null, ausser 
in dem Falle, dass die beiden Punkte auf eine Erzeugende zu liegen 
kommen, wo es unbestimmt wird. Dies ist die einzige Particularisation, 
die in ihrer Beziehung eintreten kann, wenn sie nicht zusammenfallen, 
und wir haben also den Satz: 

Die projectivische Massbestimmung, welche man im Raume auf 
eine Fliche zweiten Grades griinden kann, ergibt fiir die Geometrie 
auf der Fléche noch keine Massbestimmung. 

Hiermit hiingt zusammen, dass man durch lineare Transforma- 
tionen der Fliche in sich selbst drei beliebige Punkte derselben mit 
drei anderen zusammenfallen lassen kann*). 

Will man auf der Fliche selbst eine Massbestimmung haben, so 
muss man die Gruppe der Transformationen beschrinken, und dies 
erreicht man, indem man einen beliebigen Raumpunkt (oder seine 
Polarebene) festhilt. Der Raumpunkt sei zuniachst nicht auf der Fliche 


*) Diese Verhiltnisse iindern sich bei der gew. Massgeometrie; zwei un- 
endlich ferne Punkte haben fiir sie freilich eine absolute Invariante. Der Wider- 
spruch, den man in der Abziihlung der linearen Transformationen der unendlich 
fernen Fliche in sich selbst hiermit finden kénnte, erledigt sich dadurch, dass die 
unter ihnen befindlichen ‘Translationen und Aehnlichkeitstransformationen das 
Unendlichferne tiberhaupt nicht iindern. 
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gelegen. So projicire man die Fliche von dem Punkte auf eine Ebene, 
wobei ein Kegelschnitt als Uebergangscurve auftritt. Auf diesen Kegel- 
schnitt griinde man in der Ebene eine projectivische Massbestimmung, 
die man dann riickwirts auf die Fliche tibertrigt*). Dies ist eine 
eigentliche Massbestimmung von constanter Kriimmung und man hat 
also den Satz: 

Auf der Fliche erhilt man eine solche Massbestimmung, sowie 
man einen ausserhalb der Fliiche gelegenen Punkt festhiilt. 

Entsprechend findet man**): 


Eine Massbestimmung von verschwindender Kriimmung erhdlt man 
auf der Fliche, wenn man fiir den festen Punkt einen Punkt der Fliche 
selbst wihlt. 

Fiir alle diese Massbestimmungen auf der Fliche sind die Er- 
zeugenden der Fliche Linien von verschwindender Linge. Der Aus- 
druck fiir das Bogenelement auf der Flache ist also fiir die verschie- 
denen Bestimmungen nur um einen Factor verschieden. Ein absolutes 
Bogenelement auf der Fliiche gibt es nicht. Wohl aber kann man 
von dem Winkel sprechen, den Fortschreitungsrichtungen auf der 
Fliiche mit einander bilden. — 

Alle diese Siatze und Betrachtungen kénnen nun ohne Weiteres 
fiir Liniengeometrie benutzt werden. Fiir den Linienraum selbst existirt 
zunichst keine eigentliche Massbestimmung. Eine solche erwiichst erst, 
wenn wir einen linearen Complex fest halten, und zwar erhiilt sie 
constante oder verschwindende Kriimmung, je nachdem der Complex 
ein allgemeiner oder ein specieller (eine Gerade) ist. An die Aus- 
zeichnung eines Complexes ist namentlich auch die Geltung eines 
absoluten Bogenelements gekniipft. Unabhaingig davon sind die Fort- 
schreitungsrichtungen zu benachbarten Geraden, welche die gegebene 
schneiden, von der Linge Null, und auch kann man von einem 
Winkel reden, den zwei beliebige Fortschreitungsrichtungen mit ein- 
ander bilden***), 


VII. Zur Interpretation der bindren Formen. 


Es mag hier der iibersichtlichen Gestalt gedacht werden, welche, 
unter Zugrundelegung der Interpretation von x + iy auf der Kugel- 
fliche, dem Formensysteme der cubischen und der biquadratischen 
biniren Form ertheilt werden kana. 

Kine cubische binire Form f/ hat eine cubische Covariante Q, 

*) Vergl. § 7 des Textes. 

**) Verg. § 4 des Textes. 


***) Vergl. den Aufsatz: Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie. 
Math. Ann. Bd. V. p. 271. 
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eine quadratische A, und eine Invariante R*). Aus f und Q setzt 
sich eine ganze Reihe von Covarianten sechsten Grades 


Qa RP 


zusammen, unter denen auch A® enthalten ist. Man kann zeigen**), 
dass jede Covariante der cubischen Form in solche Gruppen von sechs 
Punkten zerfallen muss. Insofern 4 complexe Werthe annehmen kann, 
gibt es zweifach unendlich viele derselben. 

Das ganze so umgrenzte Formensystem kann auf der Kugel nun 
folgendermassen reprisentirt werden***). Durch geeignete lineare 
Transformation der Kugel in sich selbst bringe man die drei Punkte, 
welche f reprisentiren, in drei fquidistante Punkte eines grdssten 
Kreises, Derselbe mag als Aequator bezeichnet sein; auf ihm haben 
die drei Punkte f die geographische Linge 0°, 120°, 240°. So wird 
@ durch die Punkte des Aequators mit der Linge 60°, 180°, 300°, 
A durch die beiden Pole vorgestellt. Jede Form Q*?-+ ARf? ist 
durch 6 Punkte repriasentirt, deren geographische Breite und Linge, 
unter « und B beliebige Zahlen verstanden, in dem folgenden Schema 
enthalten ist: 


a | a a i—@ om & ae | 
6| 120+ 24046] —6|120—,|240—,8|' 

Verfolgt man diese Punktsysteme auf der Kugel, so ist es inte- 
ressant, zu sehen, wie f und Y doppelt, A dreifach zihlend aus den- 
selben entsteht. 

Kine biquadratische Form f hat eine ebensoleche Covariante H, 
eine Covariante sechsten Grades 7’, zwei Invarianten i und j. Be- 
sonders zu bemerken ist die Schaar biquadratischer Formen iH -+-Ajf, 
die alle zu dem nimlichen 7 gehéren, und unter denen die drei 
quadratischen Factoren, in welche man 7’ zerlegen kann, doppelt 
zihlend enthalten sind. — 

Man lege jetzt durch den Mittelpunkt der Kugel drei zu einander 
rechtwinklige Axen OX, OY, OZ. Ihre 6 Durchstosspunkte mit der 
Kugel bilden die Form 7. Die 4 Punkte eines Quadrupels iH + Ajf 
sind, unter #, y, ¢ Coordinaten eines beliebigen Kugelpunktes ver- 
standen, durch das Schema 


*) Vergl. hiezu die betr. Abschnitte von Clebsch: Theorie der biniren 
Formen. 


**) Durch Betrachtung der linearen Transformationen von f in sich selbst, 
vergl, Math. Ann. IV, p, 352. 

***) [Man vergl. auch Beltrami, Ricerche sulla geometria delle forme binarie 
cubiche, Accademia di Bologna, Memorie, 1870). 
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a OY, 

wy “Fy 

—aZ, Y; 

By “Hy 
vorgestellt. Die vier Punkte bilden jedesmal die Ecken eines sym- 
metrischen Tetraeders, dessen gegeniiberstehende Seiten von den Axen 
des Coordinatensystems halbirt werden, wodurch die Rolle, welche 7 
in der Theorie der biquadratischen Gleichungen als Kesolvente von 

H + Ajf spielt, gekennzeichnet ist. 


Erlangen, im October 1872. 
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Sopra aleune classi di gruppi di sostituzioni lineari a coefficienti 
complessi. 


di 


Luie1 Brancut in Pisa. 


In tre successivi lavori, pubblicati nei Volumi 38°, 40° e 41° di 

questi Annali, ho studiato i gruppi di sostituzioni lineari 

-7  “&8-+-6 

as ye+a 
i cui coefficienti a, 8B, y, d percorrono tutti i numeri interi di un 
corpo quadratico immaginario che rendono il determinante della sosti- 
tuzione eguale ad un’ unita, e seguendo l’interpretazione geometrica 
del Sig’ Poincaré ho determinato, nei casi pid semplici, il poliedro 
fondamentale del gruppo. 

Nella prima parte del presente lavoro studio una classe di sotto- 
gruppi congruenziali dei gruppi ora ricordati. Una seconda parte 
viene poi dedivata alla ricerca di una classe di gruppi affatto distinta 
dalla precedente. Questi gruppi si presentano, nel campo dei numeri 
complessi, come naturale estensione dei gruppi studiati dal Sig" Fricke 
nei Vol’ 38° e 39° di questi Annali e d’altra parte provengono dal 
gruppo aritmetico riproduttivo di una classe di forme quaternarie reali 
nel modo esaminato nell’ ultimo dei miei lavori citati.*) 

Delle corrispondenti applicazioni aritmetiche alla teoria delle forme 
quadratiche di Dirichlet e di Hermite @ sembrato qui sufficiente dare 
un cenno soltanto, poiché le considerazioni stesse sviluppate nei precedenti 
lavori valgono ancora, appena fissato il poliedro generatore del gruppo, 
a stabilirne i principii fondamentali. 


*) La memorie dei Voli 40°, 41° saranno citate in seguito, per brevita, 
rispettivamente con (B), (C). 
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Parte prima. 


Sottogruppi congruenziali di [™. 


§ 1. 
Definizione del gruppo Gi,,,). 


Le sostituzioni della forma 


(8) e = as ’ 
dove v @ un numero fisso che supporremo razionale, intero e positivo 
e a,B,y,9 percorrono tutti i numeri interi di un corpo quadratico 
immaginario Q, che rendono il determinante della S eguale ad un’ 
unita, formano un sottogruppo congruenziale di [™,*) Il poliedro 
fondamentale di un tale sottogruppo, il cui indice é necessariamente finito, 
si potrebbe dedurre dal poliedro generatore di [™, affatto similmente 
come dal triangolo fondamentale del gruppo modulare deducesi il poligono 
fondamentale di un suo sottogruppo. Perd il necessario passaggio 
nell’ interpretazione geometrica dal piano allo spazio complicherebbe 
singolarmente la ricerca; ma un’ altra importante circostanza rende 
pereferibile la ricerca diretta. Il gruppo delle S @ contenuto infatti 
quale sottogruppo eccezionale d’indice 2 in un gruppo pia ampio, le 
cui nuove sostituzioni non appartengono pid a [). E invero se alle 
S associamo le sostituzioni 7’ della forma: 

aVre+ = 

’ Vy 

(T) .oe- > 

yVv2e+ dV> 
dove a, B, y, 9 percorrono nuovamente gli interi di Q, che rendono 
il determinante della 7’ eguale ad un’ unita, vediamo che il prodotto 
di una S per una 7 @ una 7, mentre il prodotto di due 7 é una 8. 
Pertanto le S, 7’ formano complessivamente un gruppo, pel quale 
adotteremo Js, notazione Gip,,); il gruppo delle S @ evidentemente 
contenuto in Gip,,, come sottogruppo eccezionale d’indice 2. 


Inoltre, essendo v reale e positivo, il gruppo Gip,,, & permutabile 
colla riflessione 


‘ 


S’.== fo 


e associando alle S, T le sostituzioni di 2° specie 


*) Per le notazioni cf, memoria (B). 


Rie lahoe. | a aa 


BP eer oo 
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- eVen, + 
— , a Zo , P v 
(S = as (7 £= = ‘ 
0) vyZy+d? 0) y Vv 2, +3 Vo 

abbiamo un ulteriore gruppo che indicheremo con Gp,» in cui 
Gv,» ® alla sua volta contenuto come sottogruppo eccezionale d’indice 2, 


§ 2. 
Le riflessioni in G;p,,). 

Per la determinazione del poliedro fondamentale di Gjp,,») la prima 
e pid importante ricerca @ quella delle riflessioni contenute nel gruppo 
((B) §§ 6, 7). Riferendoci alle particolareggiate discussioni dei lavori 
precedenti, possiamo qui limitarci a dare i risultati effettivi. E cosi 
osserveremo in primo luogo che: il gruppo attuale ammette gli stessi 
piani di riflessione di fF. Le sfere di riflessione si classificano poi 
in quattro tipi, due dei quali provengono dalle sostituzioni della forma 
S, e due da quelle della forma 7. Distinguendo i casi 

1° Del, 29 D=1, 2 (mod. 4), 3° D=53 (mod. 4), 
otteniamo i risultati che si riassamono nei quadri seguenti. 

1° caso D=1 
Sostituzione: 
(ay + tidy) 2 + Dy 
Y CZ) — (A, — tg) ° 
Tipo I) (A) a? +a? + vbd,c,=—1. 
Stera di riflessione: 


(§—-)+(0-4) +=, 


VC, VC vee? 


4=>= 


Sostituzione: 
wo? (G1 + tGg) ZH + (1 — 2)d, 
~ "  (L — &) 964% + ag + ta,’ 


Tipo Il) (B) a? +a? + 2vb,¢,=—0. 


Sfera di riflessione: 


& a, — A, \2 ( Uy + My y 9 1 
= ; y»— ° == ° 
( 2vc, / +n 2VCy +6 2c, 


Sostituzione: 


= b 
Vv (a, + ia) a+— 
1 2 Vo 


eV v 29 — Viv (ay — iy) , 
C) vi(a,?+a,"?) + be, = 1. 


Sfera di riflessione: 


G—-S)+—-@)+e=5 


Cy ve? 


os 
gé= 


Tipo II) 
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Sostituzione: 

by 

Vo 
_ eee ’ : 

(D) v(a,?+¢,?) + 2b,¢, = 


Sfera di riflessione: 


(é - - £2) Y+(a- atm) + fa 


Vo (4 + tag) %-+(1 —2) 


Tipo 1V) § 





ear 


In questo, come nei quadri seguenti, a,, a, 6,, ¢, indicano numeri 
razionali interi assoggettati soltanto alle rispettive equazioni segnate 


(A), (B), (€), (D). 


2° caso. D=1 0 D=2 (mod. 4). 


Sostituzione: 

(a, + ia,VD) 2+ d, 
ve,2%, —(a,—iaVD) ’ 
Tipo l) (A) a?+ Da, + vb,c, = 1. 


Sfera di riflessione: 


S = 


\ (s - a) +(n- . af? ) + C =a ; 


Sostituzione: 
— (a, +- ia,VD) 2,+ib,VD 


= 


ive,VD «, + (a, — sigll 
Tipo IT) ) (B) P+ Da? + Dvb,c, = 


Stera di Pra : 
ah a \* 2 J 
| (§ 7 -(u+ <5) +6 Dv e,? 


Sostituzione: 


Vv (ay + ia,VD) 2, + ‘a 
“aa! Va — Vo (a, — iayVD) 
(C) v(a?+Da,’) + bce, = 1. 


Sfera di riflessione: 


(é — a)'+ (, _ 47° y + C= oat é 


Tipo III) 





ON Be 
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f Sostituzione: 


Pi iehtesiohitt i 
. . ie, VDv % +Vv (a, —ia,VD) ’ 
Tipo IV) (D) v(a,2+Da,*) + Db,c, = 1. 


Sfera di riflessione: 
_ & 2 ‘.. Gy 2 
(é C4 ) ' (1 + C VD ) + ¢? = =, ve 


Le riflessioni di quest’ ultimo tipo esistono naturalmente soltanto 
quando » @ primo con D e ne é residuo quadratico. 





3° caso. D=3 (mod. 4). 
1+iVD _ = ee ee 
Posto @ = — +4 , avremo in Gyp,») le riflessioni seguenti: 
Sostituzione: 
(@y + Gp @) 2 + by 
VC, By — (y+ A, @) ” 
(A) (2a,+a,) + Da,* + 4vb,c, = 4. 
Sfera di riflessione: 


(: 7 see)’ » (n - FP)’ . a 


2ugy v?c,? 


Tipo 1) ) 


Sostituzione : 

(4 + @g@) % + ib,VD 

ive, VD 2+ (a, + dig) , 

Tipo I) (B) (2a,+a,)?+ Da.+4Dvb,c, = 4. 
Sfera di riflessione: 


(E—aSh)+ (4+ bey te pee 


a’ = 


Sostituzione: 
Vv (4, + Gg) % + 7 
- We 
CV 0 29 : Vo (a+ ay) ' 
(C) » {(2a,+a,)? + Da,*} + 4b,c, = 4. 


Sfera di riflessione: 


(¢—2ete) 4 (qo?) pa. 


Tipo II1) 
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Sostituzione : 
Vo(ay + aga) % + = > 
tai Vo 
? ic, VDv % + Vv(a,+a,0,) ’ 
(D) v{(2a,+a,)? + Da,?} + 4Db,¢, = 4. 


Sfera di riflessione: 


Tipo IV) 


(8— 2) + (0+ Sop) +f wer 





8 3. 
I poliedri fondamentali dei gruppi Gu,», Gu,s), Ga,s- 


1° Nel caso D = 1, v = 2, dal prisma triangolare racchiuso fra 
i tre piani di riflessione 


(1) »=0, (2) §= 


superiormente al piano = 0 togliamo la porzione interna alla sfera 
di riflessione 


(4) P+ e+ 0— 5- (Figs l)*) 


~¥4 


Fig" 1° 


I] poliedro P cosi definito coi quattro vertici 


aie 1 aasiee 1 . 4 
V7, = (00, 7) V,=(} 0, x) V,=(7> 2 9), 
Vo = (0, 0, oo), 
dei quali due singolari V,, V,,, non @ attraversato da alcuna sfera 


di riflessione, né esiste in Gu,2, aleuna sostituzione che lo trasformi 
in sé medesimo; esso é adunque il poliedro fondamentale del gruppo. 





*) In questa come nelle figure seguenti si osservano le traccie sul piano §y 
delle faccie del poliedro 


ll i 
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Fuori di Gu,2 esiste un’ unica sostituzione, che cangia P in sé 
stesso, e cioé la ellittica (a periodo 2) 
oop S25, is 
a(l—t)e¢—a?’ 2 
con essa @ pertanto permutabile il nostro gruppo. 

2° Il gruppo Gu,s). Dal prisma triangolare racchiuso, come sopra 
dai piani 

(1) 4=0, (2) E= >, (3) §E—q—0 
togliamo le porzioni interne alle due sfere di riflessione 
1 


(a) e+ epteat, 
(5) ( =) + (n — >) += ; (Fig® 2°). 


Fig* 2° 


Definiamo cosi un poliedro P coi vertici 


Y= (0, 0), 3 ) intersezione delle faccie (1) (3) (4), 


/3 
, 1 ) 1 5) r 
V, ( »? ‘ ’ yi) ” ” ” (1) ( ) (4) 
. 1 | 1 9 4 5 
V; ( 2’ 6? 3V2 ) ” ” ” (2) ( ) ( »); 
1 ¢ ‘ - 
.=(>5 x) » » (2) 3) 6), 
, 1 1 1 ‘ ._ 
V, — ( 3? 3 ? 3) ” ” ” (3) (4) (5), 
Ve: = (O, 0, oo) ” ”» ” (1) (2) (3); 


esso non é attraversato da alcuna sfera di riflessione, né esiste alcuna 
sostituzione nel gruppo o fuori del gruppo, che lo cangi in sé medesimo. 








/ 
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Questo @ adunque il poliedro fondamentale di Gus); un amplia- 
mento del gruppo attuale @ impossibile. 
3° Il gruppo Gas). Dal solito prisma racchiuso fra i piani / 
. 1 , , 
(1) 7=—0, @) §=4, @) &- 


togliamo le porzioni interne alle tre sfere 


(4) P+ ePt+e= sz, 
1\2 1\2 . i 
(6) -3)+Q9-3) +8 =H) 
. 1\2 ‘ . i Se a 
(6) (¢— 5) +77°+°=— = (Fig* 3*). 
/\ 
Pa (2) 
55,0 | 
* 
L egy tJ 
Fig* 3° 


ll poliedro P cosi definito coi vertici 


V, om 0, 7) intersezione delle faccie (1) (3) (5), 
2=(F> 9, :) m ‘ » (1) (4) 6), 
= (9% WE ) a - » (1) (2) ©), 
nal} = a) . -» (2) 6) (6), 
ekisct vi) . » » (2) @) ©), 
Veale ee | vm)” n —-» @) (4) (), 
fol ae 4 0) » on» OO), 

= (0, 0, oo) . ~ » (1) (2) (3) 


non @ attraversato da alcuna sfera si riflessione. Osservando che vi 
sono i due vertici singolari V,, V,, e fra gli angoli diedri quattro 
soltanto sono di 45°, cio quelli agli spigoli 

ViV,, VeV_, Vs Vo, Vs Vans 
mentre i rimanenti sono retti, troviamo facilmente che esiste una sola 
sostituzione riproduttrice di P e cioé la ellittica (periodo 2): 








eile od 
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2+ i+i 
eS 


=> 2+i ’ y=VdyV2—i. 
7— ae ae 7 


Questa sostituzione é per altro fuori del gruppo Ga,s), il cui poliedro 
fondamentale @ adunque quello sopra definito. 





§ 4. 
I gruppi Ga,s, Gas) 
1° Il gruppo Ge,»,. — Dal prisma rettangolo compreso al di 
sopra del piano = 0 entro i quattro piani di riflessione 
- 5 2 1 
(1) f= 0, (2) § = ae (3) n= 0, (4) — V2 
tolgansi le porzioni interne alle due sfere di riflessione 
—" . ' 1 
(6) P+ r+0—35 
» fs 1\? b \2 , 1 .: ' 
(6) (8 — :) (? Ve t=: (Fig* 4*). 
(t—3) +(9—7e) +=; 
[— cn | 
\ m\ 
\ | 
| \ (2) 
OL 
| — 
ay 
| 
L —_ft§+— —— 4 
Fig’ 4° 


Abbiamo cosi un poliedro P coi vertici 


Y= (0, 0, vz) intersezione delle faccie (1) (3) (5), 


V, =(q> 0, 3) ” ” ” (2) (3) (5), 

Vv, = - - ; ’ ” ” 2) (8 6 ’ 
=e 7 aw) ° (2) (6) (6) 

V, = (> 7 ? : ” ” ” (2) (4) (6), 

V%,=( 7 9) ; » » () (4) & ©), 

V..= (0, 0, o) ss » (1) (2) (3) (4), 
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che non é attraversato da alcuna sfera di riflessione ed @ trasformato 


in se stesso dalla sola sostituzione 


i 1 — iV2 
err+ 
, V2 2 445 
s= —, y=/V2e 
74 =— ot 
V2 


Il gruppo Ge», ammette dunque 


26 Il gruppo Ge,s) Dallo stesso prisma racchiuso fra i piani 


— 


(1) €=0, (2) 5, 


ni 
4 


per poliedro fondamentale questo 
poliedro P ed @ suscettibile di ampliamento. 


(3) y=O0, ( 


I 


)1-h 


consideriamo la regione esterna alle quattro sfere di riflessione 


1 





(5) P+7?+C—-5, 
© vt(a—ytent 
(1) (6-g) +(9-7y) +P 
~ 1 \2 1 2 > 

) (6-3) +0 aR) +P 

| L6) 

L —p— 

Fig" 5a 


essa ci dara il poliedro fondamentale P di Ges). 


attraversato da alcuna sfera di 
medesimo dalla sola sostituzione 


1+iV2 iV2 

 .  - 
s = - = 
1+ iV2 

FO ey Y 


ja quale é fuori del gruppo. 


riflessione ed é@ 


Y 
; y=V 3V1 


(Fig? 5°) 


EK infatti P non @ 


trastformato 


4/9 
— SF 2, 


in 


se 
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§ 5. 
I gruppi Gis,2), Ge,s), Gs, 


Si consideri il prisma triangolare compreso al di sopra del piano 
¢ = 0 dai tre piani di riflessione 


-_ 1 ‘ BY 
(1) 7=0, (2) §=4, (8) E=n/3 
e se ne tolga nel caso vy = 2 la porzione interna alla sfera di riflessione 


(4) P+ 7+0— 5 (igs 6), 


RY T&L 
\ ; ‘ 
\ \ 
oe \ 
A !\ 
JA) ep) \ LA (3) 
| | Pg | 
, ee od ‘ii 
Fig" 6° 


Fig* Y be 
nel caso v == 3 quella interna alla sfera 


4) &+y+¢— > (Figs 7) 


e in fine nel caso v = 


5 le porzioni interne alle tre sfere 


” 9 9 9 1 
(4”) P+7+e=m-, 
7 :\2 . Ps 1 
(5) (§—s) +r +l—a, 
(6) (§—s) +(1—Ga) +O ae (Fie 89. 
“\ 
ra *e y 
wr / Ay 
Pal (Hp 4) 
tgs UU 
Fig* s* 


I poliedri cosi definiti sono i rispettivi poliedri fondamentali di 
Gs,z), Gs,s), Ge,s). E invero si verifica, calcolandone le coordinate 
dei vertici, che nessuna sfera di riflessione li attraversa e nessuna 
sostituzione del gruppo corrispondente li trasforma in sé medesimi. 
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§ 6. 
I gruppi Gis,» Gi,2. 
1° Il gruppo Gis,2,. Dal prisma compreso fra i quattro piani 


riflessione 


/ 


(1) §=90, () E=——, (3) »=0, (4) pat 


si tolgano le regioni interne alle cinque sfere di riflessione 


(5) P+ y+ ems, 


| ee a 
tH -y | | 
P | | 
f | 
(g ) | 
} ru wy | 
} \ y | : \ eo 
\ 4 | 
I\/ low, Wa 
[Fe a j 197 V/ 





<< as 
Be od | 
} 7 | 
| | | 
. 1 4 
| | 
EEE aS 
Fig" 9° Fig* 10° 


Il poliedro P cosi definito, coi tre vertici singolari 


1+iV5 -1+4iV5 


3 p Hs 


é il poliedro fondamentale di Gy»). 


~ 


li 
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2° Il gruppo Giz). Del prisma contenuto fra i quattro piani di 
riflessione 

‘ 1 ‘ Vi 

(1) €=0, (2) &=5, (3) 1=0, (4) ¥=5 


consideriamo la regione esterna alle quattro sfere 


(5) earn a 


@ (¢—-t)4+(n-@) +e=t, 
a (¢-t)4+(n-*) +e=4, 
(8) ri Sees (Figs 10»). 


Il poliedro P risultante non @ attraversato da alcuna sfera di 
riflessione e fra le sostituzioni del gruppo vi ha soltanto la sostituzione 


Bd 


ure 


ur 


<i - qe 
che lo cangi in sé stesso. Dividendo ene P in due parti equivalenti 
col piano 
EV7 — 4 =0; 
una ad arbitrio di esse potra assumersi a poliedro generatore di Gy,»). 


Come si vede, di tutti i gruppi fin qui considerati Gy,» @ unico 
che non si generi con pure riflessioni. 


§ 7. 
Le forme di Dirichlet « di Hermite associate ai gruppi Gyy,,). 
Consideriamo una forma quadratica (di Dirichlet) del tipo 
F = vax? + 2bay + cy’, 

dove a, 6, ¢ sono interi qualunque del corpo Q e sulle variabili x, y, 
corrispondentemente alle sostituzioni S, Z' del gruppo Gip,,, eseguiamo 
la sosituzione 
t= ax + By’, 
y=vyr + doy 


0 Valtra 


o = aVvn +7 ="; 


y= yVvue +0yrvy. 
La F' si trasformera in una forma F” 
F’ =va'e«?+2Vey +cy” 


XLIL. 


YF « 


Matiematieche Annalen. 
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della stessa natura nella quale sara inoltre — 
v=b o b =—b (mod. v) 

secondo che la sostituzione eseguita appartiene al tipo s) o al tipo t). 

Possiamo cosi stabilire il concetto di equivalenza di due tali forme 
f, f rispetto al gruppo Gip,,) e colla determinazione del poliedro 
generatore del gruppo_risolvere i problemi della teoria dell’ equivalenza 
(cf. (B)) . 

Pid importante @ la considerazione delle forme di Hermite a 
indeterminate coniugate 

F=vAzrx, + Bey, + Boxy + Cyy, 

dove A, C sono razionali interi e B un intero del corpo Q. Per le 
sostituzioni s) 0 ¢), ove contemperaneamente sulle variabili coniugate 
si eseguisca la sostituzione coniugata, le forme F si cangiano in forme 
della medesima specie. Di queste forme F’ possiamo adunque costruire 
una teoria aritmetica dell’ equivalenza, i cui problemi fondameutali 
si risolvono colla rappresentazione geometrica del gruppo Gio, »). 


Parte seconda. 


Gruppi poliedrici provenienti dalle forme reali quaternarie 
v(x,?+2,*) + Da,’ — a’. 


§ 8. 
Definizione dei gruppi K,p,,) 

I gruppi di cui ci occuperemo in questa seconda parte possono 
definirsi aritmeticamente, e in modo diretto, come estensione al campo 
complesso dei gruppi studiati dal Sig' Fricke nel Vole XXXVIII di 
questi Annali. 

Essendo v un numero fisso razionale, intero e positivo, consideriamo 
tutte le sostituzioni della forma 


5) v< (4+ dV») 2 + (e+ aVy) 
(—e+dVv)z2+ (a—bdbVr)’ 
dove a, b, c, d percorrono tutti i numeri interi del corpo quadratico 
Q=(1,iYD), che rendono 
a’? + c? — v(b?+d*) =+ 1. 
Le sostituzioni S formano, come subito si vede, un gruppo. 
Alle S associamo poi le sostituzioni 7’ della forma 
1) oa Ute tale) 
(e— dVv)z+(—a+dVr) 
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il cui determinante 

~- (a? +c¢*) + v(b?+ a’) 
é nuovamente l'unita positiva o negativa. Si verifica che il prodotto 
di una S per una 7’ @ una 7 mentre il prodotto di due 7 @ una S. 
Per cid le S, Z' formano complessivamente un gruppo, che indicheremo 
con K,p,»,, nel quale il gruppo delle S @ eccezionale d’indice 2.*) 

Ai gruppi K,p,,, possiamo subito coordinare una classe di forme 
quadratiche di Hermite. E infatti essendo 2, 2, 2, 2, quattro quantita 
reali, che dapprima supponiamo costanti, consideriamo le forme di 
Hermite a variabili x, y; %), yp coniugate: 


F =(z, + 2,Vv)2a + (2.Vv + iz, VD) cy, + (2, Vv —iz,VD) ayy 
+ (2, — 4 V») 9% 
ed applichiamovi la sostituzione 
{r—ax + By’, { % = MX + Boye, 
lysretoy, l= Mme +4 %, 
essendo a, B, y, 0 i coefficienti di una sostituzione qualunque S o 7 
del gruppo K,ip,,). Otteniamo cosi una forma F” della stessa specie 
F’ = (2, +2, Vv)a'a) + (2, Vv + iz, VD)a’ y,’ 
+ (a Vv — iz VD) xg y' + (ey — 4 Vv) yy, 
e i nuovi valori delle z’ risultano legati agli antichi da una sostituzione 


lineare a coefficienti razionali interi. K invero se la sostituzione eseguita 
appartiene alle S troviamo: 


, 


A4= {aa, + vbb, — ce, — vdd)} z, 
+ {v(bdy bod) — (acy + ag ¢)} 2» 
+ iVD {ad, — ad + bye — bey} 2, 
+ {ab, + ab — cd, — yd} e,, 


*) Una immediata generalizzazione di questi gruppi si ottiene considerando 
le sostituzioni della forma 


(a +b Vo) z+ (e + dVv) 


u(—e+dVv)2+ (a— bVs) 
1) = (a+bVv)z2+ (e+ dV>) 
u(c—dVv)e+(—a+bVr)’ 
dove u @ un intero fisso nel corpo quadratico 2. In particolare se pw é reale le 


considerazioni, che seguono nel testo, relative al caso w = 1, rimangono ancora 
applicabili. 


S’) 2’ 


I 
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se appartiene in vece alle 7 si ottiene per la formola corrispondente: 
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= {acy + aye + vbd, + vb, d} 2, 
+ {aa, — vbby — ce, + vddyf Z, 
+iyD {ayb — ab, + cd, — qd} 2, 

+ {ad, + ad + be, + byc} 2, 


, 


54= WD {be, — bye + ad, — agd} 2, 
+ WD {ab — aby + cd — cdy) a 


+ {aa, — vbb, + ce, — vdd,} Zs 


1 
+ —= fac, — a,c + vbd, — vb,ds2,, 
iVD r 0 ) 0 1 


{=v {a by + a,b + ed, + Cyd} 2, 
+ v {ad, + ad — be, — bych & 
+ iVD {a,c — ac, + bd, — yd} 2, 
+ {aa + vbb, + cco, + v dd} 2,3 


A= {aa, + vbb, — ce, — vddy} 4, 
fe {ac, + ae — vbd, — vb, d} 2, 
+ iVD {ba — boc + a,d — ad} 2, 
+ {a by + a,b — ed, — Cod} Bs) 

£,, = {ac, + a,c + vbd, + vb, d}«, 


+ {— aay + vbb, + ce, — vddy} 2 
+ iVD {ab, — a,b + ¢,d — cd,} 2, 
+ {ad, + a,d + be, + boc} 2, 


4 = VD {ad, — agd + be, — bychz, 
WE {ab, — ab + cd, — edz, 
{— aa, + vbb, — ce, + vdd} és, 
i 
WB {ac, — ae + vbd, — vbyd} z, 


++ + 


4 =» {ab, + a,b + ed, + c,d} 2, 
+v {be + b,c — ad, — ad} z, 
+ivD {ac, —ac+ vb,d — vbdy} Zs 
ob {aa, + vbb, + ce + vddy} @,. 
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Facilmente si vede che tanto le sostituzioni quaternarie s) quanto 
le ¢) sono a determinante -+ 1 e del resto le ¢) si ottengono semplicemente 
dalle s) cangiando i segni dei coefficienti di z,, 2,. Inoltre in ambedue 
le specie di sostituzioni i coefficienti della diagonale principale sono 
dispari e gli altri tutti pari, ossia, per usare una nota locuzione, le 
8), t) sono congrue coll’ identita (mod. 2). 

I determinanti delle due forme F, F’ sono eguali; si ha cioé: 

v(2,?+ 29°) + Das? + 2,° = v(2,?+ 2. *) + Des? — 2%. 
Ora se riguardiamo 2,, 4, 2, 2, nou piX come costanti ma come 
variabili reali, vediamo che le s) ¢) formano un gruppo di sostituzioni 
quaternarie a coefficienti razionali interi, isomorfo con Kyp,,), che 
trasforma in sé medesima la forma reale quaternaria (Cf. (C) Pe 2s) 

® = v(z,?+-2,?) + Daz,? — 2,?. 

| gruppi K,p,,») differiscono in generale essenzialmente dai gruppi [ 
studiati nei precedenti lavori e dai loro sottogruppi. Per accertarsene 
basta considerare il caso in cui, D essendo primo con v, siano 
contemporaneamente — 1 e D non residui quadratici di v. Allora la 
forma ® non pud rappresentare lo zero (non pud annullarsi per valori 
razionali interi delle z) e, come facilmente si vede: dl gruppo corri- 
spondente Kip,» non contiene sostituzioni paraboliche. I gruppi che si 
ottengono trasformando K,p,,, con sostituzioni arbitrarie sono quindi 
sempre incommensurabili coi gruppi [@) e coi loro sottogruppi. 


g 9. 
I gruppi Hp.) . 


Le sostituzioni s), ¢) corrispondenti alle S, 7 non esauriscono il 
gruppo aritmetico riproduttivo della forma quaternaria ®. Riserbando 
per un altro lavoro l’esame della questione come dal sottogruppo delle 
s), ¢) si possa risalire al gruppo totale ora citato, ci limiteremo qui 
alla osservazione seguente, molto importante per il seguito. Fra le 
sostituzioni che riproducono la forma ® vi @ evidentemente la seguente 

By = — by, By = 2, By = hy, By = By, 
che si otterrebbe dalla s) facendovi 


1 
a=c=—, b=d=0. 
2” 
La corrispondente sostituzione 

z l 
Va Va 

t) ¢ = 
z 1 
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non appartiene al gruppo K,p,,,, ma il risultato precedente conduce 
naturalmente ad ampliare quest’ ultimo gruppo coll’ aggiunta della 
sostituzione t. E invero si constata subito che la t @ permutabile col 
gruppo K,p,,) e precisamente trasforma una S in un’ altra S, una T 
di nuovo in una 7’. 

Nel gruppo cosi ampliato, che si indicher&é con Hip,,), il sotto- 
gruppo K,p,,) & eccezionale d’indice 2. Le nuove sostituzioni di Hyp, 
sono delle due forme seguenti 


a+0Ve ,, e+aV> 
U) s——_] a 
/ me a—bVo ’ 
V2 V2 
atbVe , <5 
i -_— ee V2 ye 
ee = o—aVo ——- @ b Vo ‘ 
V2 ie 


i numeri a, b, c, d del corpo quadratico Q soddisfacendo alla equazione 
a + c? — v(b?+d?)=—=+2 
e inoltre alle congruenze 
a=c, b=d (mod. 2). 
Viceversa ogni sostituzione U), V) in cui le condizioni precedenti 
siano soddisfatte appartiene al gruppo ampliato H,p,,). 

Osserviamo ora che tanto il gruppo Kjp,,, come il gruppo pit 
ampio Hp,,, sono permutabili colla riflessione 2’ = 2, poiché, insieme 
ad ogni loro sostituzione, contenfono anche quella che si ottiene 
cangiandone i coefficienti nei coniugati. Ampliando K,p,,), Hip,,) colla 
riflessione 2’ == 4,, avremo due nuovi gruppi, che si indicheranno 
rispettivamente con Kip,,,, Hip,», nei quali i primitivi sono rispettiva- 
mente contenuti come sottogruppi eccezionali d’indice 2. 

La nuove sostituzioni di Kip,», Hip,» si ottengono da quelle di 
K,o,»,, Hio,») mutandovi la variabile z nella coniugata z,. Facilmente 
si vedrebbe poi che a queste sostituzioni (di 2* specie) corrispondono 
ancora, per la forma quaternaria 0 = v(z,?+-z,") + Dz,? — 2,*, delle 
sostituzioni del suo gruppo aritmetico riproduttivo; soltanto il determi- 
nante della sostituzione quaternaria é in questo caso eguale all’ unita 
negativa. 

E importante osservare i periodi che presentano le sostituzioni 
ellittiche dei nostri gruppi. Qui supporremo senz’ altro D > i, perché 
nel caso D=1 i gruppi Ka,,, Hu,» risultano commensurabili con 
sottogruppi del gruppo [® e il loro studio offre un interesse minore. 
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Fra le S sono ellittiche quelle a determinante + 1 con a=0O e 
quelle a determinante — 1 con b —0; fra le 7 quelle a determinante 
+ 1 con b=0O e quelle a determinante — 1 con a = 0, onde risulta: 


Nel gruppo Kin,» figurano soltanto sostituzioni ellittiche a periodo 2. 


Pel gruppo Hip,» si presentano sostituzioni ellittiche di periodo 
diverso da 2 solo fra le U a determinante + 1 con a = + 1]; il loro 
periodo @ eguale a 4, 


§ 10. 
Le riflessioni dei gruppi Kio»), Ho,». 

Per la ricerca dei poliedri fondamentali dei nostri gruppi é utile 
innanzi tutto conoscere le riflessioni in essi contenute. Con metodi ben 
noti ((B) § 6) troviamo che le riflessioni di Kjp,») si ripartiscono nei 
quattro tipi del quadro seguente: 


Sostituzione : 

(Gd, VD+ b Vir) 2 + (c,+ d,Vr) 
(—e, +d, Vv) 2 + (ia, VD — d, Vr) , 
Tipo lI) (A) Da,? + v(b,?+d,") -- ¢? = 1. 
Sfera di riflessione: 


(8 we “) + (1 pe . + 8 ae e,)° 


2 


Sostituzione : 
(ay + ibyV Dv) 2 + VD (cy + aV2) 
? iVD (Se, + d, Vv) + (a, — ib, VDv) ’ 
(B) a, + Dvb.2 — De + Dvd? =}. 


Sfera di riflessione: 


(: pe .) + (1 Tp (aV5. =) + 


1 
DG Ve —e,) 


Tipo II) 


Sostituzione: 
41 (ay ibyV Dr) eo + (e+ dVr) 
"(eq — dyVv) &) + (—a,+ib, VD)’ 
Tipo II) (C) a? + Dvb,2+ ¢? — vd? = 1, 
Sfera di riflessione: 


(t— 95) + (9— A) +0 — 
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Sostituzione: 


oP ae (iagVD + b, Vv) 2 +i VD (c+ dy Vv) 





iV D (cg — dyVv) & + (b,Vv —iagVD) ’ 





Tipo VI) (D) Da,? + vb,? + De? — Dvd? =1. 
Sfera di riflessione: 
= . i pa 
(s-- 2) + (ity Ble — a) += D(a—aVo)® 


In queste formole a,, a,; b,, b,3 ¢,, ¢,3 d,, d, indicano numeri 
razionali interi che soddisfano alle rispettive equazione (A), (B), (C), 
(D). Si osservera che le riflessioni del tipo 1V esistono soltanto quando 
vy sia primo con D e ne sia residuo quadratico. 

Quanto al gruppo pid ampio Hip,,), oltre alle riflessioni sopra 


indicate gid contenute nel sottogruppo K,p,»), esso conterra le nuove 
riflessioni dei quattro tipi seguenti: 


Sostituzione : 


21aVD +N, 24-+dV 
at ae —_—_— . ae V2 
—24+aVo , 2iaVD —8,V> ’ 
V2 " WR 
Tipo V) (E) 4Da,?+vb,?—4¢,2+vd,?—2, (e) b,=d,(mod. 2). 
Sfera di riflessione: 


(§- 2) + (0-2) +8 








2 


eae 
Sostituzione : 
2a,+ibVD , 4i 2¢VD + aVD» 
P Ve a =e) 
—2¢VD + dV Do 2a,—ib,VD ’ 
_ - = 


Tipo VI) {(F) 44,?+ Dvb,’—4De,*+ Dvd,2=2, (f) b,=d,(mod.2). 
Sfera di riflessione: 


(8+ Yin) +¢-peactavs) +? 


» 


~~ D(2e—-d,V>) 
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Sostituzione: 


1 VD 4% 34 
© qa 2d Ve, , —at2imVD ’ 
_, ex V2 
Tipo VU) (G) 4,27 +4Db,? +62 —4vd2—2 


Sfera di riflessione: 
2 7 2 
ee. ae oo _2bVD ) 2 
(: —t =) +(1 ce, — 2d,Vo + 


2 
(Gq - 24, Vr)? 


Sostituzione: 
ig VD+20Vo yy atraVe 
— mec: . ee V2 
VD thls im es 2b,Vr ’ 
2 € 


Tipo VIII) \(H) Da,?+4vb,24+De,2—4Drd,2=2, (h) a,==c,(mod.2). 


Sfera di riflessione: 


(E+ - n_,) +h — WD ee y+e 


9 
— 


~ D@d,Vr—@)* 





I numeri razionali interi a,, a,; b,, by} Cy, C23 4, d, debbono qui 
soddisfare le equazioni rispettivé (E), (F), (G), (H) e insieme le corri- 
spondenti congruenze (e), (f), (h)*). 

E importante osservare che: due sfere di riflessione del gruppo 
Kw»); ove abbiano qualche punto comune, saranno ortogonali fra loro, 
ovvero si toccheranno in un punto. Cid dipende dalla circostanza 
osservata che tutte le sostituzioni ellittiche di Kip,», sono a periodo 2 
Il caso del contatto fra due sfere di riflessione resta per altro escluso 
per quei gruppi K;p,,) che sono privi di sostituzioni paraboliche (§ 8). 

Osserviamo inoltre che nei gruppi Kip), come nei pid ampii 
Hp,» si presentano due soli piani di riflessione e cio’ i piani: 

1)y4=0, Tipo Il) a4-=1, =e, —d,=—0, 
2)§=0, Tipo Ill) a,=—1, =—¢—d, —0. 


*) La congruenza (g) a; =c, (mod. 2) viene omessa perché discende dall’ 
equazione stessa (G). 











122 Lure: Biancut. 


Ksiste poi in ogni caso una serie di sfere di riflessione col centro 

nell’ origine; esse hanno per equazione 
BP +n? + 6 = (co, + dv)" 

ed appartengono al tipo II1) o al tipo 1) secondo che i numeri ¢,, d, 
soddisfano l’equazione di Pell c,2—vd,?—=-+ 1 o Paltra c,?—vd,?—=— 1. 
Fra queste quelle del tipo I) mancano naturalmente se Peaiiaalaiie 
¢,? — vd,? — — 1 é insolubile in numeri interi. In ogni caso i raggi 
delle sfere della serie formano una progressione geometrica. 


§ 11. 
Definizione del poliedro P pel gruppo Ka»). 

Considerando il caso D = 2, v = 2, osserviamo che |’equazione 
? — 2d,? = — 1 ammette la soluzione intera c, — 1, d, = 1 e perd 
i raggi delle sfere di riflessione col centro nell’ origine formano una 
progressione geometrica colla ragione g—=/2— 1. Cid posto con- 
sideriamo lo spazio compreso al di sopra del piano §=0 fra i due 

piani di riflessione 


(1) y»=0, (2) §=0 
e le due sfere consecutive di riflessione 
(3) §&®@+ 77+ ¢?—1, Tipo IIl) a, = b, = dad, =0, ¢ = 1 
(4) &?+ 9? + €? = (/2—1)’, Tipol) a,—d,=0, c,=—1, d,=1. 


Da questo spazio togliamo le porzioni interne alle cinque ulteriori 
sfere di riflessione: 


(5) g?+ (n —y2)'+ 6? =1, 
Tipo I) a,=1, b,—=0, go =—1, d=0. 
(6) (§—y2)+7+6%—1, 
Tipo l) a,=0, b,=—1, d =0, o, = —1. 
f ; 2 aa 2 3 2 
mM (¢-F*)+@-“—-nf+e= (Fe). 
Tipo Il) a,=1, b—1, ¢ —2, d= — 2. 
1D 1)? : 3—1\2 
@)  {e—(V2—-) P+ fn-FPe¥ee-(F7'), 
Tipo Il) a, —1, nary C=2, d,= — 1. 
gee, 2 ° _— 1 
(9) (§ Wixi ge aT. += 
Tipo II) a,=—— 2, B, ¢,=—1, dj =—2. (Fig* 11°) 





Se oeeaaiee cieelacteaanaiead 


wer 
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Cosi abbiamo definito un poliedro, che indicheremo con P*), 


tutto racchiuso da sfere (e piani) di riflessione del gruppo Kis,2) con 
9 faccie e 11 vertici, cioe: 


1A TERRE 














| » } \ 
| | (pp \ 
L ee ee 
y 
Fig* 11° 
V, =(0,9, 1) intersezione delle faccie (1) (2) (3), 
V, =(0,0, Y2—1) , » » (1) (2) 4), 
V, = (y2—1, 0, 0) " - » (Lt) (4) (6) (8), 
V, =(0,V 2-1, 0) i - » (2) (4) () (9, 
1 
| 1 ‘ : 
V.= (F , 0, 7) x » (1) ) (6), 
; 1 1 
' == £@ —— ‘ os ‘i 2) (3) (5), 
V1. = (75° Hz) ) (2) (3) (6) 
1 1 - . 
q . = — 0 . 3 ‘ ( 9), 
‘ V, =(7° Vo’ ) ’ ” ” (3) (5) (6) ( ) 
; 2(V2—1) 2(V2—-1) V2—-1 
F. == en + —— 3 ) ” ” ” (4) (7) (8), 
__ (3(3V2—2) 3V2-2 3V2—2 . 
Vy = (2er— ’ 7 les ~— & ) ” ” ” (6) (8) (9), 
3V2—2 3(3V2—2) 3V2-2 
Vio ( 7°? t. ) 14 ) ” ” ” (5) (7) (9), 
_(10V2—8 102-8 5—2h2 \ /R\ ( 
Vix ( 17 oe 17 — 17 ) ” ” ” (7) (8) (9). 
*) Fig? 11 
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Questo poliedro P @ tutto al di sopra del piano =O salvo ai 
tre vertici singolari V,, V,, V;, ove scende fino a questo piano*), 
Si osservera inoltre che gli angoli diedri di P sono tutti retti, cid che 
risulta anche a priori dalle considerazioni alla fine del § prec'*. 

Dimostreremo nei prossimi §§ che P é@ appunto il poliedro fonda- 
mentale di Kis, per il che occorre provare: 1° che P non @ attra- 


versato da alcuna sfera di riflessione del gruppo, 2°: che nessuna 


sostituzione di Ky, trasforma P in sé medesimo (Cf. (B) § 10). 


§ 12. 
P non é attraversato da aleuna sfera di riflessione di Ky»). 


Per provare l’asserzione superiore cominciamo dal dimostrare che 
se una sfera di riflessione di Ky», attraversasse P, essa lascierebbe 
all’ esterno ambedue i vertici V,, V, sull’ asse § E infatti se una 


sfera del tipo I) contenesse nell’ interno o alla superficie il vertice 
V, = (0,0, 1), dovremmo overe 


26,2 + 2a,2 + (d,f2—¢)*<1 


onde a, = b, =0 e la sfera, avendo il centro nell’ origine, conterrebbe 
totalmente nel suo interno il poliedro P. 


V, = (0, 0, Y2—1) risulterebbe 
2b,2 + 2a,? + (Y2—1) (d, f2—e¢,)’ < 1, 
onde nuovamente a, =}, = 0. Per una sfera del tipo IT) avremmo 
4b,? + a,? + 2(d,Vf2—,)?<1 per V,, 
4b,? + a,? + 2(/2—1) (d,f2—¢,)? <1 per V,, 


onde b, = 0 e poiché inoltre deve sussistere la (B) § 10 cioe 


Similmente pel vertice 


2 ¢ 2 2 on 
a, 2c,” + 4d,? = 1, 
ne seguirebbe 


a4,=+1, o=—d,=—0 
e la sfera supposta si ridurrebbe alla faccia piauna y= 0 di P. 
fine per una sfera del tipo Il) avremmo le rispettive diseguaglianze 
a,? + 4b,? + (c, —d,2)’< 1 per V;, 
a,? + 4b,? + (f2— 1)’ (c, —d, 2)’ <1 per Vz, 


In 


*) Basta gid questa circostanza per dimostrare che nell’ intorno di ogni 
punto del piano complesso il nostro grappo @ impropriamente discontinuo 


(Poincaré, Acta Math. Bd. 3). 
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insieme alla (C) § 10 
a,> + 4b,? + ¢,? — 2d? —1, 
il che da la sfera (3) o il piano (2). *) 
Dimostriamo ora che la sfera di riflessione supposta, attraversando 
P, dovrebbe necessariamente lasciare all’ esterno i vertici singolari V,, V,. 
Se consideriamo per esempio il vertice V,, vediamo in primo luogo 
che esso non pud giacere su questa sfera, poiché le sfere di riflessione 
per V, formano due serie rispettivamente tangenti fra loro ed orto- 
gonali a quelle dell’ altra serie e fra di esse abbiamo gia scelto, a 
limitare P, quelle dei massimi raggi. Se V, fosse interno alla detta 
sfera, questa dovrebbe tagliare ortogonalmente il piano (1) e inoltre, 
lo spigolo V, V, passando dall’ interno all’ esterno, intersecherebbe 


anche la sfera (4) ortogonalmente. Per una sfera del tipo I) avremmo 
dunque 
A, baad 0, ab," a (y2 ead 1)” + - ae r 
—_ (d,V2— ¢,)* . 
cioe 


2b,2—= 1+ {2d +e) — ( + 4) 2} 


e, non potendo essere c, = — 2d,, perché ne seguirebbe l’equazione 


assurda 2b,? = 2d,?-+ 1, sara d, = —c, e perd 2b,7 —¢,? + 1 che 
é in contraddizione coll’ equazione (A) § 10 
2b° + ¢?%?—1 


Nel tipo Ii) non esistono d’altronde sfere normali al piano (1) 
perché l’équazione (B) § 10 @ incompatibile colla condizione a, = U. 
In fine per una sfera del tipo III) avremmo b, = 0; la (C) § 10 
diventa: 

a, + ¢? — 2d, =—1, 
mentre la condizione d’ortogonalita colla sfera (4) da: 


a,°>=1+ {(c, + 4,)V~2—(q + 2d,)}°. 

Sarebbe quindi necessariamente c, = d, = 0, a, = + 1 e la sfera 
si ridurrebbe al piano (2). 

Una dimostrazione del tutto simile vale pel vertice V,. 

Da quanto superiormente si @ detto, risulta che una sfera di 
riflessione di Ky,2), che attraversi P, deve lasciare all’ esterno i vertici 
V,, V., Vs, V4 e contenere nel suo interno almeno uno dei rimanenti. 
La semplice ispezione della figura dimostrera che cid @ impossibile. **) 

*) Nel caso attuale non esistono evidentemente sfere di riflessione del 
tipo 1V). 

**) Le considerazioni geometriche del testo sono tutte fondate sulla proprieta 
dimostrata al § 10 che l’incontro fra due sfere di riflessione di Kiya) deve aver 
luogo ortogonalmente, Volendo ricercare direttamente il poliedro del gruppo 
pid ampio Hi ») la proprieta qui utilizzata andrebbe perduta. 
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E infatti se V, fosse interno alla sfera supposta, gli spigoli V; V,, 
V, V, traverserebbero questa sfera, la quale dovrebbe dunque tagliare 
ad angolo retto le faccie (1) (3) (6). Il cireolo massimo traccia 
della sfera sul piano §y avrebbe dunque il centro sull’ asse & e taglierebbe 
ortogonalmente i circoli (3) (6); ma un tale circolo, come la figura 
dimostra, @ immaginario. Ripetendo successivamente la supposizione 
per gli altri vertici, si avrebbe per V, un circolo ortogonale ai circoli 
3) 5) e alla retta 2); per V, un circolo ortogonale a (3) (5) (6); per 
V, un circolo ortogonale a (4) (7) (8); per V, un circolo ortogonale 
a (6) (8) (9); per Vj) un circolo ortogonale a (5) (7) (9); im fine per 
V,, un circolo ortogonale a (7) (8) (9). Tutti questi circoli sono visi- 
bilmente immaginarii. Concludiamo adunque: Jl poliedro P non é 
attraversato da alewna sfera di riflessione. 


§ 13. 
Trasformazioni di P in sé medesimo. 

Ricerchiamo ora tutte le sostituzioni di 1* e di 2° specie, apparte- 
nenti o no al gruppo Ke,2, che trasformano P in sé medesimo. Per 
tal modo risolveremo anche la questione di risalire al gruppo pid 
ampio in cui Ke,2) é contenuto eccezionalmente. In questa ricerca 
si tenga presente che per ciascuna delle cercate sostituzioni i tre vertici 
singolari V,, V,, V,; debbono permutarsi fra loro. Ora cerchiamo in 
primo luogo se esiste una sostituzione che lasci fermi tutti tre i vertici 
singolari. Kssa @ necessariamente una riflessione sulla sfera la cui 
traccia sul piano §y (circolo massimo) @ circoscritta al triangolo 
V,V,V, dei vertici singolari. Effettivamente la riflessione su questa 
sfera 

{6— (V2—D PP + {n— 2-1) + 8? = (2-1) 
cangia P in sé stesso, permutando (3) con (9), (1) con (8), (2) con (7) 
e lasciando ferme le faccie (4) (5) (6). L’espressione analitica della 
trasformazione @ la seguente 
(a) ao at (+ t) & — (V2 — 1) i 
(V2 +1) 4 — (1—4) 

Un’ altra trasformazione di P in se stesso si osserva subito nella 
riflessione sul piano § —4y—0, giacché P @ simmetrico rispetto a 
questo piano; essa scambia V, con V, e lascia fermo V;. Questa 
seconda trasformazione si traduce nella sostituzione 


i+s 
O) veo. 


o= 
“ 
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La (a) e la (b) sono fuori del gruppo Ky,» ed anche fuori del 
gruppo pid ampio He,»). Consideriamo ora la riflessione di He, 2) 
— & 1 
- oe 
V2 V2 Vipo VII) a=0, = —1, = 0, d= 


Va Va 


sulla sfera 


(ce) 2 = 


E+ 1° + 7+ 0? —2. 

Essa cangia P in sé medesimo scambiando (2) con (3), (4) con (6), 
(7) con (9) e lasciando ferme le faccie (1) (5) (8); in questa trasfor- 
mazione V, resta fisso e V, si scambio con JV,. 

Combinando fra loro le sostituzioni trovate (a) (b) (c) ne risultano, 
come si vede da considerazioni elementari, 12 sostituzioni distinte che 
cangiano P in sé medesimo, né possono esisterne di diverse da queste. 
Scrivendone le espressioni effettive, vediamo che nessuna di esse appar- 
tiene a Ky,2, e perd: Il poliedro P definito al § 11 é il poliedro 
fondamentale di Kj,» Inoltre risulta dalla discussione fatta che, 
ampliando Ke) colle sostituzioni (a) (b) (c), otteniamo il gruppo L 
pid ampio possibile nel quale Kj,2, @ contenuto eccezionalmente; 
Vindice di Ky,» in L @ eguale a 12. Se poi colle formole del § 8 
calcoliamo le sostituzioni quaternarie corrispondenti alle nuove sosti- 
tuzioni di L, troviamo che esse sono ancora a coefficienti razionali 


interi ed appartengono al gruppo aritmetico riproduttivo della forma 
quaternaria 


, 2 2 2 
2(x,? + x? + %*) — a’. 
Per accertarsene basta calcolare le sostituzioni quaternarie corrispon- 
denti ad (a) (b); troviamo per queste rispettivamente lo schema 





-~1 2.2 2 100 0 
8% 2 wil 0010 

b : 

™ | 9 2-1-2? © loro 
int @ «€° # 10 00 1) 


Volendo ora il poliedro fondamentale di H,s, si osservi che la 
sfera di riflessione 
E+ ++ 07—2 
appartenente a Hy,s) divide il poliedro fondamentale P di Ke,2) in due 
parti equivalenti e poiché V’indice di Kj,» entro Hye, 2)  appunto eguale 
a 2, ne risulta subito che una qualunque di queste due parti pud 
assumersi a poliedro fondamentale TT di Hy,» Cosi: Il poliedro 


fondamentale TT di Hy,2) pud definirsi come quello racchiuso al di sopra 
del piano § = 0 dalle 7 faccie 
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(1) »=0, (@) &=0, @ E+D4+e+e=2, 
(4) 8+ e+e?=—(Y2—1), (5) &+()—/2)+6°=1, 





: 
> »2 > 2 x 
—" ; 2 V2—1 : V2—1\? Fe 
6) {8— (72—)}P + fp - Ba V 4 ge (FE), F 
a V2—-1\7 , gs /i 2 “ V2—1\? . ¢ 
(1) f8— Sf + tn—- 2- DP +H (HS). Figs. | 
N 
1 \ 
te 
| AFF 
| 
! 
/ , 
/ La7 
| 4 
/ d 
a 
io ee \ 
| hg | 
L ——$F— — 
Fig* 12° 
In fine per conoscere le trasformazioni di TT in sé stesso, basta 
osservare che la faccia (3) @ l’unica pentagona e in conseguenza nella 
trasformazione supposta deve cangiarsi in sé stessa e perd anche 
Yintero poliedro P si cangiera in sé stesso. Ma fra le 12 sostituzioni 
sopra trovate, che riproducono P, l’unica che lasci fissa la sfera (3) 
é la sostituzione (a); il gruppo pid ampio in cui He», @ eccezionale 
lo contiene adunque come sottogruppo d’indice 2. 
§ 14. 
Le riflessioni di Ky.5, © il poliedro P’. 
Nel caso che ora consideriamo D = 2, v = 3 le sfere di riflessione 
col centro nell’ origine appartengono tutte al tipo II], l’equazione 
c,* — 3d,* = — 1 essendo imsolubile in numeri interi; i loro raggi 
formano una progressione geometrica di ragione gq = 2 — Y3. Cid 
posto consideriamo la regione di spazio, al di sopra del piano ¢ = 0, : 
compresa fra i due piani di riflessione 
(1) 4 =0, (2) E=0 


e le due sfere consecutive di riflessione col centro nell’ origine 
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(3) B+ er 4+e—1, 
(4) + 7° + 62? = (2-3, 
Tipo Ill) ¢«,- =2, dj, —=—1, a, = b, = 0 


e togliamone le porzioni interne alle dieci sfere di riflessione seguenti: 


6) + —/P +E =I 
Tipo I) a,=1, b, =Q0, ¢=—-—l1, d, = 0, 
— V3\2 1 \2 ‘ 
(6) (§-->) + (n- 7) +t—7, 
Tipo Il) aa=—1, b =—1 


(7) &?+ {y — /2(2 — Y3)}* + §? = 2 — 3)’, 
Tipo I) elite b, = 0 


i 
(8) (¢ — Bey + (n— sy -+- £2 — Ween, 
Tipo IV) a,=1, b.—=—1, g=1, d=——1, 


ee Sere oe ee ae, 
(9) {& aay) tet lsaeapt? 
Tipo Ill) a,—3, b.—0, co, =2, dp = —2, 





2V3 ¥° a 1 
Tipo I) ag=—1, b.—2, «=—=—4, d =1, 
2 —_ 1 
(11) b- 4 y +f-—4 sal +6 (4+2V3)?’ 
Tipo 1) a,=1, b,—1, ¢ —=—4, d, —2, 
6 Pie , an am sai 
(a) §— yf tate Gave 
Tipo III) a, =2, b.=0, gq =3, d=——2, 


(18) (ae) ++ = 
Tipo Ill) a,=2, b,—=¢,=0, d,=—1, 


_ _ 243 _ a 7 | 
(14) ( 7) + tn se a} + oP + (6 + 2V3)?’ 
Tipo I) a,=1, & =2, g=—5, d—2. 


Mathematische Annalen, XLIII. 9 
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; I} poliedro P’ che cosi definiamo (Fig* 13*), ha i suoi angoli 
¥ diedri retti e le faccie pentagonali, eccetto le faccie (1) (8) che sono 

esagonali. I 24 suoi vertici sono tutti a distanza finita al di sopra 
del piano € = 0; cioe: Il poliedro P’ non presenta alcun vertice 





] 
fo @ (2 

| a , : va J 

| | > ah 
K \ Yi. \ 


| aA Q\ Loy r+ 

Le Tee J | 

ha f. S ee \ 

| a \ —" A 

L = = peolbniinea we 
Fig? 13? 


singolare. Questa importante circostanza, che per la prima volta in- 
contriamo in questi studi, @ dovuta all’ essere il gruppo Kjs,3) privo 
di sostituzioni paraboliche (§ 8). 

Mediante considerazioni geometriche in parte ed in parte arit- 
metiche, del tutto simili a quelle del § 12, stabiliamo che: Jl poliedro 
P’ non é attraversato da alcuna sfera di riflessione di Ky, ). 


§ 15. 
Sostituzioni che trasformano P’ in sé medesimo. 


Resta che cerchiamo le sostituzioni di Kiey che cangiano P’ in 
sé medesimo. Ma anche qui converra fare pit in generale la ricerca 
di tutte le sostituzioni lineari di 1* e 2* specie, che producono questo 
effetto, senza esigere che appartengano a Kes); cosi, oltre a deter- 
minare i poliedri fondamentali di Ky,3) e di He,s) troveremo anche 
il gruppo pid ampio in cui K,s) é contenuto eccezionalmente. 

Siccome nel poliedro P’, come sopra si @ avvertito, abbiamo due 
sole faccie esagonali (1) (8), in ogni trasformazione di P’ in sé mede- 
simo dovranno queste due faccie restare singolarmente invariate o ’ 
scambiarsi fra loro.*) Cerchiamo dapprima se esistono sostituzioni di 
1* specie : : 


*) Nella discussione seguente si tenga presente la figura 13°, 





PATTY 
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we az+b 
— Cce+td?’ 
che riproducano P’ lasciando fissi nel piano =O la retta (1) ed il 
circolo (8). Da note proprieta delle sostituzioni lineari*) risulta che 
tale sostituzione deve essere ellitica coi due punti fissi 


ad—be=1, 


. V3—1 . V3—1 
a+jPa*, a-y BH 
e perd essa avra la forma 


v—tt§ys—1) se — 485-1) 


— i 7 ——_——— as € _ - ——— 
foie OD o~ te OF ~ 9) 





essendo ¢ una radice dell’ unita. Le faccie (1) (8) che debbono 
cangiarsi in sé medesime essendo esagonali, ¢ sara una radice quadrata, 
cubica o sesta dell’ unitéa. Esaminando subito lultimo caso, nel quale 
gli altri due sono compresi, facciamo 


g io ASS 
e per la corrispondente sostituzione A (ellittica a periodo 6) troviamo 
Léa op eek 
A .———— ——————————— 
au _ Vat. Va+1 


Kssa cangia effettivamente il poliedro P’ in sé medesimo, lasciando 
fisse le faecie (1) (8) e producendo sulle 12 rimanenti le sostituzioni 
cicliche di 6° ordine 

(2, 4, 12, 9, 18, 3) (6, 7, 11, 14, 10, 6). 

Segue poi di qui, come notiamo di passaggio: Le faccie (1) (8) 
del poliedro P’ sono esagoni regolari (nel senso non euclideo) con 
angoli retti. 

Troviamo inoltre subito una sostituzione di 2* specie che cangia 
P’ in sé medesimo lasciando fisse le faccie esagonali (1) (8). E invero, 
se consideriamo la riflessione B del gruppo He,s): 


— % a 
B) st 2 FF, Tipo VIN) a—o—0, b)——1, hal 
yz" V2 


colla sfera di riflessione 
| E+ + e+e —2, 
*) Cf, Klein-Fricke, Ellipt. Modulfunctionen 1'e* Bd, p* 163 8. s. 
g* 
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vediamo che essa lascia ferme le faccie (1) (5) (8) (14) producendo fra 
le rimanenti gli scambi 


(2,3), (4, 13), (6, 7), (9, 12), (10, 11). 


La riflessione B trasforma la sostituzione A nella sua inversa e 
combinata con A da luogo al gruppo di 12 sostituzioni 


Ay A, AY, AY, AY OA, 
2“ 1B, BA, BA’, BA’, BA‘, BAS, 


che cangia P’ in sé medesimo lasciando fisse le faccie (1) (8). 

Dimostriamo facilmente che [,, @ il gruppo completo di sostituzioni 
lineari riproduttrici di P’. Dalla discussione fatta risulta intanto che 
fuori dif,, non esiste alcuna sostituzione che cangi P’ in sé medesimo 
lasciando fisse le faccie (1) (8)*). Una sostituzione U riproduttrice di 
P’ fuori di [,, dovrebbe adunque scambiare (1) con (8) e trasformare 
in sé medesimo il gruppo ciclico formato dalle potenze di A; in parti- 
colare essa trasformerebbe A® in sé medesima. Ora, scambiando A® 
la faccia (2) con (9) dovrebbe U stessa scambiare queste due faccie 
o lasciarle singolarmente invariate. Ambedue le ipotesi sono inamis- 
sibili; invero le due faccie (1) (2) ortogonali fra loro si trasporterebbero 
per U nel primo caso in (8) (9) e nel 2° in (8) (2), mentre le faccie 
di ciascuna coppia (8) (9) o (8) (2) non si tagliano. 

Come pel gruppo Ke,» (§ 13) abbiamo dunque il risultato: JI 
gruppo L pit ampio in cui Ky,3) é eccesionale lo contiene come sotto- 
gruppo d’ indice 12. Si osservi poi che fra le 12 sostituzioni riproduttrici 
di P’ soltanto le quattro 

1, A’, B, BA® 
appartengono ad Hy,s) e fra queste soltanto la A® al sottogruppo 
Kes) In fine @ da osservarsi che se colle formole del § 8 si calcola 
la sostituzione quaternaria corrispondente alla A si trova la seguente 


0-1 0 9 
: 6 6 =i 
0 oO 1 0)’ 


che ha coefficienti razionali interi e riproduce la forma quaternaria 
® = 3(a,’ + 2,7) + 2a? — x, 


Lo stesso vale quindi per tutte le sostituzioni del gruppo ampliato L. 


*) Se di 1° specie una tale sostituzione sarebbe una potenza di A, se di 2°, 
combinata con B, darebbe ancora una potenza di A. 


ait 


3 


pte ae 
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§ 16, 
I poliedri fondamentali di Kas; He,» 


Fra le sostituzioni di Ky,s) la sola sostituzione ellitica A® (a 
periodo 2) cangia P’ in sé medesimo. Ogni sfera che passi pel circolo 
fisso di A* divide P’ in due parti equivalenti; una qualunque di queste 


parti pid assumersi a poliedro fondamentale di Kje,s3). Converra qui 
assumere per questa sfera la sfera di riflessione della sostituzione B: 


B) €+1P+7+0=—2 
e il poliedro fondamentale di TT di Kes) sara quello racchiuso dalle 
antiche faccie 
(1) (2) (4) (5) (7) (8) (11) (12) (14) 
e dalla faccia B) aggiunta che numereremo successivamente con 


I, II, III, 1V, V, VI, VII, VIII, IX, X (Fig* 14). 


7 

i . } 

; , 

\ hy J 
! \ ! 

| \ | 

| ; 


aN 
PAN? \ ral \ 
. oe \ ae 
RY WT \ \ t. \ 
L - \ 
TH. —\ 
[* SCF) \ | “~¥ A 
x aera | \ W 
PPS ee es Ch 
Fig" 14° Fig* 15° 


Se vogliamo il poliedro fondamentale di He,s), bastera utilizzare 
laltra riflessione BA’ di Hg,s) che trasforma l’autico poliedro P’ ed 
anche l’attuale TT in sé medesimo, lasciando fisse le faccie J, III, 
VI, X escambiando II con VIII, IV con 1X, V con VII. L’espres- 
sione analitica di BA® é: 





Vs Zo on sD 
- i 7k Tipo V) a,=0, b=—1, 4=—1, d=—1 
bz V2 
e la sua sfera di riflessione 
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divide TT in due parti equivalenti; una di esse ad arbitrio, p. e. quella 
TT’ racchiusa dalle faccie 


I, II, III, IV, V, VI, X 
e dalla faccia aggiunta pud assumersi a poliedro fondamentale di 
He, )- Adunque il poliedro TT’ di He, s) @ racchiuso dalle 8 faccie 


a) 7=0, b) &=0, cc) & ++ e?=— 2-3, 
d) &+(9—/y2)+ t= 
e) B+ {1 gaits + = @ — 3 
) fe—-Fays ASB f+ = (42), 
g) E+12+ 7+ 0 = 


\ 9 
h) (é - Y ? a= “3 
fe) - ‘+8 (2+ V3)? 
che sono sfere (e piani) di riflessione del gruppo stesso. 
TT’ ha i 12 vertici 


(Fig* 15°); 





V, =(a,b,c), VY.=(a,c,h), Vs =(a,9,h), Vy, = (a,b, 9), 
V, = (b,c, e), Ve =(6,d,e), V,=(,d,9), Ve =(e,e, hy), 
V, = (d, e, fh); Vio = (d, i, 9); Vn= (e, i; h), F ge (f, Y; h); 


quattro delle sue faccie b), e), g), h) sono pentagonali, le altre quattro 


, ; : ott * — “on A 
quadrangolari. Dei suoi angoli diedri due soltanto sono di 45° e cioé t 
quelli agli spigoli (bg), (eh), 1 rimanenti sono retti. : 

Dopo queste osservazioni @ facile determinare tutte le sostituzioni ' 


lineari che cangiano TT’ in sé medesimo. Esse formano un Vierergruppe 
che contiene, oltre lidentita, tre sostituzioni ellittiche a periodo 2: 











4 

A, B, C=AB=BA. : 

Bastera dare le effettive espressioni di A, B che sono le seguenti : 
— {14i(V24+1)?}he+(V2+41) (1—dh ; V3V2—4 { 
Sagi (W241) a—she— {14i(Ve41)*} ? _— ws : 
on {1—i(V3 — V2)\ ke—(2—V3) {(V38 —V2) —ihk a V2+Vé. i 


(2+V3) {V3 —V2 —i} ke—{1- i(V3 —V2)\k ’ ee ). 
Sulle faccie di TT’ le A, B producono le rispettive trasposizioni 


A) (ad) (bg) (ef) (eh), 
B) (ac) (bh) (df) (eg) 


*) L’aggiunta dei fattori h, & al numeratore e denominatore delle formole 
ha per iscopo di rendere il determinante delle sostituzioni eguale all’ unita, 


ET CI 


Shree ter 


Sopra alcune classi di gruppi di sostituzioni lineari, 135 


e la 3° C conseguentemente le altre 
C) (af) (ed) (be) (gh). 

Il gruppo He,s) & adunque nuovamente suscettibile d’ampliamento 
e il gruppo pid ampio a cui si perviene lo contiene come sottogruppo 
eccezionale d’indice 4. 

Ai due esempi sopra trattai D=—2, v=2; D=3, v=3 ci 
sarebbe facile aggiungerne altri nei quali la determinazione dei poliedri 
fondamentali dei gruppi K,H riesce coi medesimi mezzi. 

Fra questi gruppi i pid notevoli sono certamente quelli che non 
contengono sostituzioni paraboliche; i loro poliedri generatori, come 
quelli superiormente determinati per Kg,s), Hy,s), non presenteranno 
vertici singolari. 

E da osservarsi per altro che per quanto importanti siano questi 
metodi, essi riescono soltanto per un numero di gruppi relativamente 
ristretto, essendo per loro natura limitati al caso in cui le riflessioni 
del gruppo generano un suo sottogruppo d’indice finito. ssi non 
costituiscono insomma che un primo passo nella soluzioue del problema 
generale: Definito aritmeticamente un gruppo di sostituzioni lineari 
determinarne il poliedro o il poligono fondamentale. 


Pisa, Gennaio 1893. 











Ueber die Addition und Subtraction der Argumente bei 
Bessel’schen Functionen nebst einer Anwendung. 
Von 


J. H. Grar in Bern. 


Vorbemerkung: (— z, 0) soll eine Schleife bedeuten, die im 
Westen des Horizonts beginnt und im rechtliufigen Sinn um 0 herum 
wieder nach Westen fiihrt. 

3 


Die Bessel’sche Function I. Art sei nach Hankel als Summen- 
formel und als Integral*) dargestellt durch: 


= A=w,_14(% pres *x 2 : 
(1) J (a) ee "G@) ey Fo 7 5-a—1as, 


—(m+Alal ta 
A=0 e 
er ; (5-9) 
worin eine beliebige Zahl ist. . 
Die Schlafli’sche complementiire K-Function**) sei 
n n 1 =~ % 
(2) K(x) = cotg nz . I(x) — ~~~ J(a). 


Die Bessel’sche Function IJ. Art sei als Summenformel und Integral 
in aihnlicher Weise 


n+1 
a< — 


- . be m—A—1)! (2\nt1—24 ar —1)" 
(3) 0 (2) = a il ‘(-) —fe ; sft ses i” Jas, 
=0 


wo 


R/S 


e 





*) Vergl. Sonine, fonctions cylindriques, Math. Ann. XVI, S. 24; diese Form 
brauchte L. Schlifli schon einige Jahre vor Sonine, sicher im Jahre 1875, 

**) Annali di Matematica: Serie II*, tomo VI°, pag.17. Vergl. die Bemerkung 
von E. Gubler, Ziiricher Vierteljahrsschrift XXXIII, Heft 2. 1888, in der Arbeit 
betitelt: Die Darstellung der allgemeinen Bessel’schen Function durch bestimmte 
Integrale. Im Anschluss bemerken wir, dass man durch einen Grenziibergang zeigen 
kann, dass auch die Formel (2) fiir ein ganzzahliges m einen bestimmten endlichen 
von J (~) verschiedenen Werth hat; man muss also unter der linken Seite von (2) 


den Grenzwerth verstehen, den man erhilt, wenn das variable m sich einer ganzen 
Zahl nihert. Vergl. hiefiir die citirte Arbeit von E, Gubler, S. 141 u. s. f. 





Fre 
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Fiir alle drei Functionen gilt bekanntlich, wenn » ganzzahlig ist, 


(4) J(e) = (—1)"d(@); K(x) = (—1)"K (a); O(a) =(— 1)" O(a) 
und es ist 


a=o 


(6)") p25 = 9 IW) + 2 DO.) Jy), 


wo x abs. > y sein muss. 
Andere Beispiele der Entwicklung nach Bessel’schen Functionen sind: 


=o 


; a (mtu —1i ie 
(6) ©) 2 (n+ 24) FET (@). 
Fir n= 0, 

sat 0 — “ 

(7) 1=J(z)+2 Ja), 


A=1 


hw 


8) c=2 DQuth J @), 


u=0 


Formeln, die C. Neumann**) auf iihnliche Weise aus den 


nach- 
folgeuden erhiilt: 
‘ . o ~~ 2n 
(9) cos (x sin p) = J(x) + 2 >) J (a) cos 2nq, 
n=1 

= 20 1 
(10) sin (@ sin g) = 2) F (2) sin (2n-+ 1). 

n=0 


Vergleiche noch E. Lommel, Studien iiber die Bessel’schen Func- 
tionen 8. 39 u. s. f. 


Seite 40 fiihrt C. Neumann folgende Entwicklung an: 


0 0 0 1 1 2 2 
(11) J(e+2) = Jd (ce) J(e) — 2d (ce) J(2) + 2d (ed (2) —+ -- - 
giltig fiir simmtliche Punkte der z-Ebene. Damit deutet C. Neumann 
die Addition der Argumente bei Bessel’schen Functionen beispielsweise 


an. Weiter ausgefiihrt ist die Entwicklung von J(e+h) bei Lommel, 
Studien ete. § 10; wo sich Auwendungen fiir m=0, und h=—ae 
finden. L. Schlafli hat dann weiter in den Math, Ann. III, 8. 138 


die Entwicklung fiir Ola + y) gegeben; 8S. 137 findet sich J(a+y), 


welche Sonine***) irrthiimlicherweise Schlafli zuschreibt, wihrend sie 


*) C. Neumann, Theorie der Bessel’schen Functionen, 8. 9. 
**) C. Neumann, Theorie der Bessel’schen Functionen S. 7, 40, 67. 
***) N. Sonine, fonctions cylindriques. Math. Annalen XVI, S. 16, 
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Lommel zuerst gegeben und bewiesen hat Allerdings giebt Schlifli 
auch einen Beweis dafiir an und zeigt, dass hiebei y abs. < & sein 
muss. Es sei uns nun gestattet, diese Addition und zugleich auch die 
Subtraction der Argumente bei Bessel’schen Functionen fiir alle Haupt- 
formen etwas allgemeiner durchzufiihren und eine Anwendung daran 
zu kniipfen. — 

Die Betrachtung der Bessel’schen Functionen II. Art, die Neumann *) 


mit O(#) bezeichnet hat, fiihrt zur Einfiihrung einer Hiilfsfunction. 
Ks ist. 





N 
cos? %™ 4 1 
n Fee + n (— 1)"] dat 
= es, ve aus —2s ‘Aid 
(12) O(z) z= +5, 5(@), wo S(a) /: [ may 
1 
ode 
| n+l n—t n 
S (x) + S (x) = 40(2). 


Als Summenformel lautet der Ausdruck fiir S(z) 


i<t : 
(13) S(2) -S'e-1 —4—1)! ¢ -, a 
Hier gilt ~~ 
(14) S(a) = — (—1)" Sa) 
und 
” a a a i 
(15) S(z) = x > (F(x) K (x) — K(«)J(«)). 


Die Betrachtung von K(x) fiihrte Schlafli zu einer weitern Hiilfs- 
function 


T(z) = 4G — 9) sin [x sin p — npl|dp 
(16) **) A=o  retsa n—2a 
= >1[F@ J(x)| 
4=1 
| F(a) = — (—1 T@). 





Fiir alle diese cl lasst sich nun die Addition und Subtraction 


*) C. Neumann, Theorie der Beasel’schen Functionen, 8. 9 


n n 
**) Vergl. Schlifli, Math. Annalen III, 8. 144, wo H (a) =+T(a) ist 








« 
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der Argumente ohne Schwierigkeit durchfiihren. Schlifli hat schon 


1875 den gleichen Weg eingeschlagen fiir J(a+y), wie Sonine 1879 
im XVI. Bande der Math. Annalen 8. 16. 
Ausgehend von (1) folgt 


J(a+y) = fe fever dt, wo s =3(t— ): 
N 
~ ey” °) 
Unter Beriicksichtigung von 
A=a@ 
a 

evs “2 J(y)t, 

folgt 


A=a@ 


n ie a M 2 n—A 
(17) J(a@+y) => J (y) 55 / et ti—1 dit -»> J(y) J (x), 


A=—@ A=-—@ 
N 
mt oa 


yabs < 2. 


wo 


Um die Convergenzbedingung einzusehen, brechen wir die Summe und 
schreiben (17) 


na n o 2 n—i n+a a 
Jety =I@Iw +> [Foro Fo] Jy. 
4=1 


Der Anfangsterm des 2'" Theils nach dem Summationszeichen ist 


GY CY 


gleich ——-——-—, was convergent ist. 
gleic (ma)! al? 3 





Der Anfangsterm des 1'* Theils ist gleich ——* 


ae F(m-+1) 
(3) ~ Fm —’+1)- FF) 


und also 


1 et 1 n 
C(m—Aa+1)-a! Fim+1) a} 


/ 


so wird der Term zu 


@) 


ra+ n) . (7) (2); 


somit ist die Bedingung der Convergenz y abs < 2. 
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Aus (17) folgt unter Beriicksichtigung von (4) 
lmo 
(18) T(e+y) —2)¢ — 1} FG) Jy). 
Nun multiplicire man (17) oni na = cotg (n—A)x 
und (18) mit — a= — ic". 
und addire, dann hat man nach (2) 


n _ a a 
(19) K@+y) => K(x) Jy) 
und = 
(20) K@e+y) =>) (-1/ Ke) Jy). 
A=—@ 


Specialformeln fiir » = 0,1, 2,... ergeben sich leicht. 
Wir nehmen (12) und setzen im Integral statt x auch «+ y 





N 
S(a+y) — fe ernele ian mal “| - 
t - ; 
y 
aber . ; 
c-¥* om i y)t= > (- IPT ye - JW) -? 
=2iwnd =z 
somit 
N 
i - n—ad l 
S(a+y) = SH a " is en Sa | - 
1S — 
was nach (12) schliesslich 
ime. 
@1)*)  S@+y)— "Sa Jy, 
—_—nN ime 
(22) S(a+y) = (— 1) ‘S(2) Jy) giebt. 
5 z 


Specialformeln fiir mn =0,1,2,3.... 


n n+1 n—1 
Da O(a) = ‘(S@) + S(@)), so folgt wegen dieser linearen Be- 
ziehung 


*) Schlifli giebt Math. Annalen III, S. 139—141 einen anderen Beweis, 
gestiitzt auf die Summenformel (13). 
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n i=e@ n—a a 
9: * { a Zz ) 
(23)*) O(a+y) ds OI)» 
24) O(a+ > 1 Oix) J 
(2 (x+y) = > (- (x) J (y). 
A=-@ 


In (16) sei auch « + y statt 2 substituirt, so folgt 
A=o@ 


» 1 n+22a n—2a 
Pet => Te+y —Te+y)]. 
A=@ 
Nach (17) hat man 


si=o w=o@ 
n n—pu-2 a a—u—227 uw 
Pet y= >t SFO Ta] Jw. 
A=1 a= —@ 


Wir halten w fest und summiren nach 4, dann folgt nach (16) 


‘=o 
" n nM 
(25) T(e+y) =>) T(@) Jy), 
u=—@ 
wo immer y abs. < x. Specialfiille fiir n = 0,1,2,3,... 
‘=o 
: 4 . ; Man “ 
(26) T(a+y)=— > (-1" T@J yy). 
a==—« 


Um zur Subtraction der Argumente iiberzugehen, schreiben wir in 
Formel (17) statt y den Werth — y und erhalten 


n tad n—A a ine 3 —A 
J(a—y) =>) Ja) J(—y) =>) Ja) Jy), 
A4=—@ 1=-@ 
ersetzen A durch — a 
n a ae 
(27) J(a—y) = >) J(a) Jy). 
A=—@ 


In gleicher Weise progrediren wir in den Formeln (19), (21), (23), (25) 
und erhalten: 


A= 
(28) Kw—y) = Eo Jy, 


A=—@ 


n ine n-+a A 
(29) S(@—y) => 8@) Jy), 


A=—@ 


*) Vergl. auch Schlafli ibid, 8. 138, 
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30) O(e— y) ky ) Fy) 
(i s— 7) = (& (y ’ 
ise 
“ u=@ il P 
(31) T(a—) => Ta Jw), 


=o 


2 


Mit Hiilfe von Formel (27) lasst sich die Entwicklung der J-Function 
und der K-Function fiir ein Argument darstellen, dass die Entfernung 
zweier Punkte bezeichuet.*) Das anzuwendende Verfahren ist ein so 


einfaches, dass es einiges Interesse fiir sich in Anspruch nehmen darf. 
Wir setzen 


ie th 
(32) V= J (x) J (y)- 2. 
-—. 


Beziiglich der Convergenz dieser Summe nach oben, greifen wir bei 
den J-Functionen den ersten Term heraus und finden als Product 


a\n (x ye 
OEP) 
F(m+ati).at? 
was fiir ein grosses 4 verschwindet. 


Beziiglich der untern Grenze schreiben wir statt 4 zuerst — A 
und haben 


n—l —i l . "ss a - 1 
J(@) Jy) > 3 = (—l¥ J@) Jy): 3, 
ein Ausdruck, dessen Anfangsterm lautet 


(— 1 (5). vy 


“T(m—a+1)-al? 


( oy 
2 fn 


= Ta-+n) () (ZY; 


was nach §. 139 


also finden wir als Bedingung ¢ abs. < y, was wir der Formel (32) 
somit voraussetzen. 


*) C. Neumann, Theorie der Bessel'schen Functionen §S, 61 u. f. — E. Lommel, 
Studien etc. § 5. —N. Sonine, fonctions cylindriques Math, Annalen XVI, S. 22. — 
L. Gegenbauer, Wiener Ber. LXXIV, LXXXI. LXIX, — FE. Heine, Handbuch der 
Kugelfunctionen 2. Aufl. 1, 8, 340 u. f, 





CL aaa 








te eae hie cae 
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P F n+ 
Nach (1) stellen wir einen Integralausdruck fir J(x) auf, sub- 
stituiren ihn in (32) 


Aber nach 
Sine -art-d 
S., 
ist 
Si G)= r(¢ , 
somit 
V = = a (a) ta9(e-4) t-"— dt. 
Wenn nun CP) 
a—Famt, o—ys—pg, pt =(2—)(c—ye), g@a—-, 
dann ist ; 


(D+ ivG—-) = Mito] —f9-9), wo wad 


1 1 %p 1 
—plu—— —n —(u—— 
Faw fe ( ‘ (qu)-"-!-qdu -5/ é ( yo ige 
e 


4 


und nach (1) 


V=q"J(p), 

also nach (32) 

an a ee , y 
(33) q-* J (p) “2 J (x) J(y)e, wo # abs, < . 
aber 

p=—2+y?—2zrycosy, wo ev? =z, 
n sciiictiestilidaaiiaaiied saaiaaaiacinsisiata ime n+a > | 
(34) qo" d (Yak+ y?—2xy cosg) =>) J (x) J (y) #. 
A=—o@ 


In (33) ersetzen wir m durch — n, q durch - die Hauptbedingung 


der Convergenz wird zu z abs. > : wo y abs. < 2, dann folgt 











144 J. H. Grav. Addition und Subtraction bei Bessel’schen Functionen. 


Ace _— 
1¥ J (p) = F(x) Fy) 2, 
’ ; 


4=—@ 
nun schreiben wir — A statt a 


A=o@ 


—n —n—2d a 
ar —n — _ a m ” n! 
(35) q" J (p) | IY J(a)I(y)-— 
und multipliciren (33) mit cotg nx = cotg (n-+-4)z, 
—_ \4 ‘ 
(35) mit — <aag=T mene und addiren 
A=oa 
n n+a A 
(36) q* K(p)= > K(x)J(y)2, 
n a 
(37) q-* K (Vz?-+y? — 2zy cosq) -> K(x) J (y)z. 
A=—@ 
Fur n = 0, gehen (33) und (36) tiber in 
0 ——2 . a 
(38) I(p) = >) I (a) Jy) #, 
A=—@ 
0 —_ 2 a 
(39) K(p) = >) K(a)J(y)#. 
A=— 


Beriicksichtigen wir, dass e—e'?, so folgt, wenn wir die Summe 
brechen , 


A=on 
(40) I(p) = F@Iy) +2.>'I(a)Tly) 00s dg, 
Aa=1 
0 0 0 ame 3 a 
(41) K(p) = K(x)J(y) +2 > K(x)J(y) cos rg. 


=1 
Vergleiche die Resultate bei Neumann, Lommel, Sonine, Gegen- 
bauer an den angegebenen Orten. 


Die Anregung zu dieser Arbeit haben wir durch eine Vorlesung 
des Herrn Prof. Dr. L. Schliafli empfangen. 


Bern im Marz 1893. 
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Ueber symbolisches Rechnen mit geometrischen Verwandt- 
schaften. 


Von 


Tu. Reye in Strassburg i./E. 


In der synthetischen und der analytischen Geometrie werden zahl- 
reiche Transformationen und geometrische Verwandtschaften aufgestellt, 
und benutzt, um aus gegebenen riumlichen Gebilden andere abzuleiten 
und ihre Higenschaften zu ermitteln. Dahin gehdren die linearen und 
sonstigen Substitutionen, das Projiciren und Schneiden, die projective 
Verwandtschaft oder Homographie eindimensionaler Gebilde, die Affi- 
nitét mit Eimschluss der Aehnlichkeit und der Congruenz, die Colli- 
neation, insbesondere die perspective, die geschaarte und die planare 
Collineation, die reciproke Verwandtschaft oder Correlation, die geo- 
metrischen Verwandtschaften zweiten und héheren Grades, die Cre- 
mona’schen Transformationen, iiberhaupt alle eindeutigen Abbildungen. 
Diese geometrischen Verwandtschaften enthalten die involutorischen als 
wichtige Specialfiille, und zwar u. a. die Involution oder involutorische 
Homographie, die involutorischen Collineationen und unter ihnen die 
Spiegelungen an Ebenen, Geraden oder Punkten, die polare und die 
Null-Correlation, durch welche jeder Punkt in seine Polarebene be- 
ziiglich einer Fliche zweiter Ordnung bezw. in eine durch ihn gehende 
Ebene transformirt wird, endlich die Inversion beziiglich einer Kugel 
oder eines Kreises. 

Werden derartige Verwandtschaften oder Transformationen nach 
einander angewandt, so resultiren aus ihnen wiederum Verwandt- 
schaften. Man kann nun mit geometrischen Verwandtschaften und 
ihren Resultirenden oder Producten geradezu rechnen, indem man sie 
symbolisch mit Buchstaben bezeichnet. Diese symbolische Rechnung 
erdffnet der reinen Geometrie ein neues Forschungsgebiet und stellt 
ihr alsbald interessante Aufgaben, indem sie ihr zugleich wirksame 
analytische Hiilfsmittel zu deren Lésung darbietet. Sie macht u. a. 

Mathematische Annalen. XLILI. 10 
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die Gruppentheorie*) ohne Weiteres anwendbar auf die geometrischen 
Verwandtschaften. 

In der kiirzlich erschienenen dritten Auflage meiner ,,Geometrie 
der Lage“ II und III sind mehrere Abschnitte**) dem symbolischen 
Rechnen mit geometrischen Verwandtschaften gewidmet. Fiir gewisse 
Hauptfille der Homographie, Collineation oder Correlation werden 
daselbst die Fragen nach den Homographien, Collineationen und 
Correlationen, welche mit einer gegebenen vertauschbar sind, welche 
sie umkehren oder von ihr umgekehrt werden, vollstindig erledigt. 
In anderen wichtigen Fallen aber werden diese niichstliegenden Fragen 
nur theilweise beantwortet; tiberhaupt bleibt auf diesem Gebiete noch 
sehr viel zu thun iibrig. Ich komme deshalb nochmals darauf zuriick, 
beschrinke mich aber ausdriicklich auf eindeutige, umkehrbare, nicht 
ausgeartete Verwandtschaften. Ausgeschlossen sind damit u. A. die 
linearen Substitutionen mit verschwindender Determinante, weil sie 
ausgeartete Homographien, Collineationen oder Correlationen dar- 
stellen. 

Um das Verstindniss zu erleichtern, wiederbole ich zunichst von 
meinen friiheren Untersuchungen die einleitenden Bemerkungen und 
die wichtigeren Rechnungen mit einigen Auslassungen und Zusiitzen. 


§ 1. 
Rechnungsregeln. 

1. Zwei riumliche Gebilde 2, 2, von gieicher Stufe, z. B. zwei 
Riume, Flichen oder Linien, heissen geometrisch verwandt, wenn 
jedem Elemente (d. h. jedem Punkte, jeder Geraden und jeder Ebene) 
A, B, C, 9, h, «,... von Z ein Element A,, B,, C,,9,,h,, &,... 
von 2, als entsprechendes zugewiesen ist, Wir stellen diese geo- 
metrische Verwandtschaft dar durch 2 7 2,***) oder ausfiihrlicher 
durch: 

ABCghe--- KR A,B, Cg, hye -- 
bezeichnen sie mit m, und sagen: 

»Das riumliche Gebilde 2 wird durch die geometrische Verwandt- 
schaft (die Substitution, Collineation, Correlation, quadratische Ver- 
wandtschaft etc.) p, in das Gebilde 2, transformirt oder verwandelt, 


a) 


*) Vorzugsweise kommen hier die continuirlichen Gruppen in Betracht, 
deren Theorie Herr Sophus Lie bekanntlich seit 1873 ausgebildet hat. Vgl. 
dariiber Lie’s Theorie der Substitutionsgruppen, Leipzig 1888/90. Continuirliche 
Gruppen von Bewegungen untersuchte Herr C. Jordan schon 1868 in den Annali 
di Matematica Serie IT, t. II. 

**) Theil II 8.80—117, Theil III S. 219—224. 
***) Bekanntlich hat von Staudt dieses Zeichen { fiir ,,projectiv eingefiihrt. 
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oder & geht durch sie tiber in X,. Durch die umgekehrte oder inverse 
Verwandtschaft : 
A,B, C,g,hye,--- AK ABCghe-++- oder gy, 
geht ebenso 2, tiber in 2.“ 
2. Aus g, und der geometrischen Verwandtschaft 2, 7\ 2, oder: 
A, B, Cyg,hy& +++ 7K A,B, Cyggh, +++ oder gy, 


welche das Gebilde 2, in S, transformirt, ,,resultirt’ eine dritte Ver- 
wandtschaft @, niimlich 2 7 X, oder: 


ABCghe +--+: K A,B, Cygghy& +++ oder 9,9. = @, 


von welcher , und g, die ,,Componenten“ oder ,,Factoren“ sind. 
Aus den zu g, und g, inversen Verwandtschaften m,—! und g,— resultirt 
ebenso die zu g inverse Verwandtschaft g,-'g,-! = oe. In der 
anderen Reihenfolge o,, m, haben die beiden Verwandtschaften nur 
dann eine Resultirende »,g,—=6, wenn das Gebilde , mit Y zu- 
sammenfallt. Durch @,9, = @ wird in diesem Falle das Gebilde 2 
in sich selbst transformirt, dagegen geht durch g,g, =o das Gebilde 
2, in sich selbst tiber. 

Sind die Componenten g,, g, entweder beide Collineationen oder 
beide Correlationen, so ist ihre Resultirende g eine Collineation. 
Demnach bilden in der Ebene oder im Raume die Collineationen eine 
Gruppe; mit ihnen zusammen aber bilden die Correlationen eine um- 
fassendere Gruppe. 

3. Fir die Resultirende von drei oder mehr Verwandtschaften gilt 
das associative Gesetz, namlich die Gleichung: 


Pi P2 Py Pq > = (Pi P2) Ps Pa +> = Pil Pr Ps) Pg +> = (Pi Pos) Paes 
d, h. sie bleibt ungefindert, wenn zwei oder mehrere aufeinander 
folgende Componenten durch ihre Resultirende ersetzt werden. Denn 
die Verwandtschaft g,9,., oder 2 7 2, resultirt nicht nur aus den 
Verwandtschaften g,, p, und g, oder: 
ZA2, AAZ, und KS, 

sondern auch aus (g,g,) und gm, oder 2 7 ZY, und 2, ZA J, ebenso 
aber aus gy, und (9.9). In einem symbolischen Producte von Ver- 
wandtschaften kénnen und diirfen die Factoren i. A. nicht vertauscht 
werden (2). 

4. Aus einer beliebigen Verwandtschaft m und ihrer Umkehrung 
gy resultirt die ,,[dentitét‘, d. h. die Verwandtschaft, durch welche 
jedes Element des zu transformirenden Gebildes in sich selbst tiber- 
geht. In dem symbolischen Producte successiver Verwandtschaften 
kann die Identitiit beliebig eingeschaltet oder fortgelassen werden, weil 
sie auf die resultirende Verwandtschaft ohne EHinfluss ist. Wir be- 

10* 
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zeichnen deshalb die Identitit symbolisch durch Eins und setzen 
gg-'=1 und g'gp=—1. Wenn aus zwei Verwandtschaften die 
Identitat resultirt, so ist jede von ihnen die Umkehrung der anderen; 
denn aus py = 1 folgt pyy-' —y-' oder p= yg. 

5. Die einfachen Regeln fiir das Rechnen mit Verwandtschaften 
ergeben sich hiernach leicht, sind itibrigens aus der Substitutionen- 
theorie lingst bekannt*), Eine Gleichung zwischen geometrischen 
Verwandtschaften : 

Mike +++ te= WY2- ++ Ym 
bedentet, dass die aufeinander folgenden Verwandtschaften ihrer einen 
Seite dieselbe Resultirende @ haben, wie die der anderen Seite. Mit 
ihr zugleich gilt die Gleichung: 
| re et ee eee te vr", 

deren beide Seiten die zu g inverse Verwandtschaft g~! darstellen. 
Man leitet aus einer Gleichung andere ab, indem man den Verwandt- 
schaften ihrer beiden Seiten geeignete Verwandtschaften vorangehen 
oder nachfolgen lasst, sie also vorne oder hinten mit passenden Ver- 
wandtschaften multiplicirt. Wird die obige Gleichung vorne mit y,—* 
oder hinten mit ~—' multiplicirt, so ergeben sich wegen 


tae =1= Un = 


m 


die Gleichungen: 

Maks ++ Me =U YY. ++ Ym Und YJ... VT = WY. -- + Vm, 
welche lehren, wie Verwandtschaften von einer Seite der Gleichung 
auf die andere gebracht werden. Jede Gleichung zwischen Verwandat- 
schaften lisst sich hiernach leicht umformen in Gleichungen: 

Pi P2P3-+-Po=1 und grigr...gt=1, 

deren eine Seite die Identitat ist. Die Verwandtschaften auf der anderen 
Seite einer solchen Gleichung diirfen cyklisch permutirt werden 


(H. Wiener); multiplicirt man namlich die erstere Gleichung vorne 
mit g,—' und hinten mit g,, so ergiebt sich: 


PrPz +++ PnQy = YP, = 1. 


§ 2. 
Ueberfiihrung und Vertauschbarkeit geometrischer Verwandtschaften. 


6. Wir beschrinken uns nunmehr auf Verwandtschaften, die ein 
beliebiges Gebilde 2, z. B. den Raum, ein ebenes Feld oder eine Curve, 
in sich selbst transformiren. Durch eine solche Verwandtschaft 


*) Vgl. Camille Jordan, Théorie des substitutions, Paris 1870; Netto, 
Substitutionentheorie, Leipzig 1882. 
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werden die Elemente des Gebildes 2 paarweise einander zugewiesen ; 
und zwar wird das ,,erste‘‘ Element jedes Paares durch @ in das 
homologe ,,zweite“ Element transformirt, durch die umgekehrte Ver- 
wandtschaft m-! aber geht das zweite Element jedes Paares in das 
erste tiber. Werden durch go die Elemente eines jeden Paares mit 
einander vertauscht, so ist p-! = ; die Verwandtschaft ist in diesem 
Falle von ihrer Umkehrung nicht verschieden und heisst ,,involutorisch.“ 

Die Elemente gewisser Paare kénnen, wenn sie gleichartig sind, 
in je einem ,,Doppelelemente“ der Verwandtschaft zusammenfallen; sie 
kénnen, wenn ungleichartig, incident sein. So hat eine riumliche 
Collineation bekanntlich i. A. vier Doppelpunkte, sechs Doppelgerade 
und vier Doppelebenen, welche die Eckpunkte, Kanten und Flichen 
des reellen oder imaginiiren ,,Haupttetraeders“‘ der Collineation bilden. 
In einer riumlichen Correlation aber umbhiillen die Ebenen, welche 
durch ihre homologen Punkte gehen, i. A. eine Fliche q? zweiter 
Classe, und diese Punkte liegen i. A. auf einer Fliche F? zweiter 
Ordnung; die beiden ,,Kernflichen“ J’? und ©? gehen sowohl durch 
die Correlation als auch durch ihre Umkehrung in einander iiber und 
haben vier reelle oder imaginiire Doppelgerade der Correlation, die 
vier Kanien des windschiefen ,,Hauptvierseits‘‘ gemein.*) Die beiden 
Diagonalen des Hauptvierseits werden durch die Correlation mit ein- 
ander vertauscht. — Eine Verwandtschaft g hat dieselben Doppel- 
elemente wie ihre Umkehrung g-. 

7. Sei 2 7 2, eine beliebige Verwandtschaft m zwischen zwei 
zusammenfallenden Gebilden. Durch eine andere Verwandtschaft » 
werde das Gebilde Xin XY’ und zugleich 2, in 2,’ transformirt. Dann 
resultirt aus den drei Verwandtschaften : 

{AZ TAZA, und 2 7K J, oder y-’, — und y 
die Verwandtschaft =” 7, 2,’ oder y'gpy — gm’. Wir sagen in 
diesem Falle mit C. Jordan und Stephanos**): Die Verwandtschaft 
gm wird durch die andere y ,,iibergefiihrt“ in die Verwandtschaft 
v-'py =’. Jedes Elementepaar und jedes Doppelelement von » 
wird durch die Verwandtschaft ~ in ein Elementepaar resp. in ein 
Doppelelement von g’ verwandelt. 

Die Gleichung ~-!gy~ — gq’ lisst sich umformen in jede der 

folgenden Gleichungen : 

vipiyvy=g', py=vP, P= VEY, 
auch folgt aus ihr y'pyy'py—g'g’ oder y'g*y — —’’, und 
ebenso y—'g"w = q’". Wenn also @ durch y in g’ iibergefthrt 

*) Schréter, Journal fiir d. r, u. a. Math, 77, 8.140; vgl. Reye, Geom. 


d. Lage, 3. Aufl, III, 8. 222. 
**) C. Jordana, a, 0O.; Stephanos in den Math, Annalen 22, 8, 310 u. figde. 
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wird, so werden g—' und mt" durch # in gy’! und y’=* iibergefiihrt; 
zugleich werden g’ und m’+" durch ~~" in resp. m und m+" iiber- 
gefiihrt. 


8. Eine Gleichung zwischen Verwandtschaften: 


Pi Pr--+ Pe= Miko -++ hi 
bleibt giiltig, wenn alle darin vorkommenden Verwandtschaften 9, x 
ersetzt werden durch diejenigen g’, x’, in welche sie durch irgend 
eine Verwandtschaft ~ iibergefiihrt werden. Denn zuniichst gilt auch 
die Gleichung: 
UD Pa PREV HVT Me + UY} 
wird aber hierin zwischen je zwei successiven Verwandtschaften 
oder x die Identitit ~y—'! eingeschaltet (4), so ergiebt sich sofort: 
Pi: D2 +++ Pe = Mi ke + My 
weil 
vigv=g und yi yy— x. 

Jede Gleichung zwischen geometrischen Verwandtschaften oder 
Transformationen stellt demnach eine invariante Eigenschaft derselben 
dar. Eine involutorische Verwandtschaft g — q—' insbesondere kann 
nur in involutorische Verwandtschaften tibergefiihrt werden. 


9. Zwei Verwandtschaften gm, y heissen ,,vertauschbar“, wenn 
ov = vy ist, wenn also ihre Resultirende nicht abhiingt von ihrer 
Reihenfolge. Von zwei yertauschbaren Verwandtschaften wird jede 
durch die andere in sich selbst tibergefiihrt; und wenn eine Verwandt- 
schaft m durch eine andere w in sich selbst iibergefiihrt wird, so sind 
gm und yw vertauschbar. Denn jede der beiden Gleichungen: 


py=vp ud y'gy—@ 
folgt aus der anderen. 

Die mit einer Verwandtschaft @ vertauschbaren Verwandtschaften 
w,,,... bilden eine Gruppe, d.h. ihre Resultirenden sind ebenfalls 
mit m vertauschbar; aus py = yp und py, = ¥,@ folgt nimlich: 

pvy, — voy, =v. 
Die Gruppe enthilt auch die Umkehrungen und die Potenzen ihrer 
Verwandtschaften (7). Sie wird durch jede ihrer Verwandtschaften w 
in sich selbst iibergefiihrt; denn die Verwandtschaft yy, ~ = y,' ist 
zugleich mit ihren drei Componenten in der Gruppe enthalten. 

Spiegelungen an normalen Ebenen sind vertauschbar; eine Schiebung 
oder Translation und eine Spiegelung sind nur dann vertauschbar, wenn 
die Schiebungsrichfung zu der spiegelnden Ebene oder Geraden parallel 
ist; zwei Schiebungen sind allemal vertauschbar. Die ganzen Potenzen 
einer Verwandtschaft g und ihrer Umkehrung g— stellen vertauschbare 
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Verwandtschaften dar; wegen mp p-!= 1 gelten fiir sie die algebraischen 
Rechnungsregeln : 


p™ pt” = prin == ping”. 

Die Verwandtschaften 1, mt!, pt?, mt%, ... bilden ‘eine endliche 
oder unendliche Gruppe, jenachdem @ eine ,,cyklische“ Verwandtschaft 
ist oder nicht, Im ersteren Falle enthilt die Gruppe nur eine endliche 
Anzahl ” verschiedener Verwandtschaften, und zwar ist gm” die Identitit, 
also p® = 1, g*t! =, gt"t! — mt, Kine involutorische Verwandt- 
schaft w ist binir cyklisch, und jede biniir cyklische Verwandtschaft 
ist involutorisch; denn aus @ = w—' folgt a? — 1, und umgekehrt. 

10. Ueber vertauschbare Homographien, Collineationen und Cor- 
relationen wird in meiner ,,Geometrie der Lage“ a. a. O. Folgendes 
bewiesen. Zwei Homographien in einer Punktreihe sind vertauschbar, 
wenn sie dieselben zwei reellen Doppelpunkte haben. Zwei ebene oder 
riumliche Collineationen g, w sind vertauschbar, wenn sie die Eck- 
punkte eines Dreiecks ABC resp. eines Tetraeders ABCD wu ge- 
meinsamen Doppelpunkten haben. Die beiden Punktgruppen PP, P,... 
und QQ, Q,..., in welche zwei beliebige Punkte P und Q durch die 
Collineationen 1, », g?, ... tibergehen, sind collinear, und eine der 
mit g vertauschbaren Collineationen ~ wird dargestellt durch: 


ABCPP,P, --- KABCQQ, Q, - 
ABCDPP,P, --- K ABCDQQ,Q +--+ 


Mit Correlationen ist eine Collineation i. A. nicht vertauschbar. — 
Wenn eiue riumliche Correlation zy die vier Kanten eines reellen 
windschiefen Vierseits zu Doppelgeraden hat, so ist sie vertauschbar 
mit den oc? Collineationen und Correlationen, welche dieselben vier 
Doppelgeraden haben und die Orte F? und %? incidenter homologer 
Punkte und Ebenen von y in sich selbst resp. in einander transfor- 
miren (vgl. 6); insbesondere ist sie mit zwei Nullcorrelationen ver- 
tauschbar, 

Nun kénnen aber die vier Doppelgeraden einer raiumlichen Cor- 
relation und die Doppelpunkte einer Collineation oder Homographie 
paarweise imaginir sein, auch kénnen sie alle oder theilweise zu- 
sammenfallen. Die Fragen, mit welchen Correlationen, Collineationen 
und Homographien in diesen Fillen eine gegebene Correlation, Colli- 
neation oder Homographie vertauschbar ist, bleiben a. a. O. unerledigt. 


resp. 


§ 3. 
Umkehrung geometrischer Verwandtschaften. 


11. Als zwei der wichtigsten Aufgaben iiber geometrische Ver- 
wandtschaften habe ich a. a. O. die folgenden bezeichnet: Die Ver- 
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wandtschaften y zu bestimmen, welche eine gegebene Verwandtschaft 
g umkehren, d.h. in ihre Umkehrung g~—! iiberfiihren; und die Ver- 
wandtschaften m zu bestimmen, welche durch eine gegebene Ver- 
wandtschaft y umgekehrt werden. Die zu bestimmenden Verwandtschaften 
geniigen der Gleichung y'gy— gy und deren Umformungen: 
So 1=9, Corp =1, APP =e, GIP—M, 19x =H; 
auch folgt aus jener Gleichung: 
x"*"x=G-" (vgl. 7). 

Wenn also eine Verwandtschaft m durch eine andere x umgekebrt 
wird, so wird sie auch durch y~' umgekehrt; und mit ihr werden ihre 
Potenzen g*, die zu ihr inverse Verwandtschaft @—' und deren Potenzen 
durch zy und y-! umgekehrt. Aus je zwei der Verwandtschaften 
Us Ur» Hes «++» Welche m umkehren, resultirt folglich eine mit @ ver- 
tauschbare Verwandtschaft 77, = v. 

12. Ueberhaupt bilden die mit m vertauschbaren Verwandtschaften 
w und die Verwandtschaften x, welche g umkehren, zusammen eine 
Gruppe. Aus ¥p—gy und xy 'gpy—q-' folgt nimlich, wenn 
w= 7%, gesetzt wird: 

P= VOY = MINI GL =P oder Ag", = @ 
Jede mit m vertauschbare Verwandtschaft ~ ist sonach darstellbar als 
Resultirende von zwei der Verwandtschaften yz, y,,..., welche 
und g—' umkehren, wenn solche existiren. Die eine y dieser beiden 
Componenten kann unter jenen Verwandtschaften sogar beliebig an- 
genommen werden; aus ihr und den iibrigen Verwandtschaften, welche 
g umkehren, resultiren alle mit @ vertauschbaren Verwandtschaften 
ee 

Kehrt eine Verwandtschaft y zwei vertauschbare Verwandtschaften 
g, wv um, so kehrt sie auch deren Resultirende um. Denn aus: 
gv=—yop=—o0, g'oy—Q" und x Yvy=y" 
folgt: 

L*pyy—= piv oder yey = em. 

13, Wenn die Verwandtschaft 7 eine andere g umkehrt, so trans- 
formirt sie jedes Elementepaar PP, von » in ein Elementepaar P’ P,’ 
von g~' und folglich jedes Doppelelement von g und g-' in ein 
anderes oder unter Umstiinden in sich selbst; aus dem Elementepaar 
PP’ von x aber ergiebt sich mittelst der Vetwandtschaft @ ein anderes 
Elementepaar P,P,’ von x, indem P durch @ in P,, und P’ durch 
gy in P,’ tibergeht. 

Ist 4 nebst einem Elementepaare PP, von m gegeben, und ver- 
wandelt sich dieses Paar durch die Verwandtschaften x, 2, ,°, 
in die resp. Elementepaare: 

vere Cee Ue es 


* 
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so gehen die Elemente PP,’/P”P,”... durch @ in resp. P,P’P,”P”’... 
iiber. Die Verwandtschaft m wird also dargestellt durch: 

PPK P,” ... KOPRe” ..« 
wenn diese Elemente zu ihrer Bestimmung ausreichen; sie ist in diesem 
Falle durch ihr Elementepaar PP, und die sie umkehrende Verwandt- 
schaft x bestimmt. 

Ist gm nebst einem Elementepaare PP’ von y gegeben, und wird das 
erste Element P dieses Paares durch die Verwandtschaften , p?, p’,... 
in P,,P,, P,,... transformirt, das zweite Element P’ aber durch 
o—, mp, p-, ... in resp. P2,, Plo, P43, ..., so gehen die Elemente 
PP,P,P,... durch x in resp. P’P£,P4,P‘;... iiber. Falls diese 
Elemente zu der Bestimmung von x ausreichen, so wird die Verwandt- 
schaft y dargestellt durch: 

PP,P,P, --- 7 P’P2,P22P23- + +; 
sie kehrt die Verwandtschaft m um und ist durch m und das Elemente- 
paar PP’ bestimmt. 


14. Eine nicht specielle riiumliche oder ebene Collineation (Cor- 
relation) m ist hiernach durch héchstens oo* resp. co? Collineationen 
und Correlationen y umkehrbar, eine nicht involutorische Homographie 
aber durch héchstens co' Homographien. Denn der Raum resp. die 
Ebene enthalt nur co’ resp. co? Elemente P’, in welche ein gegebener 
Punkt P durch eine Collineation oder Correlation x transformirt werden 
kann; aus einem Elementepaare PP’ von x aber ergeben sich (13) mit 
Hiilfe der Verwandtschaft m unendlich viele andere Elementepaare von 
%, von denen aber bekanntlich eine kleine Anzahl zur Bestimmung 
von x ausreicht. — Ebenso wird bewiesen, dass eine nicht specielle 
riiumliche oder ebene Collineation (Correlation) mit héchstens oo’ resp. 
co* Collineationen und Correlationen vertauschbar ist, und eine nicht 
involutorische Homographie mit héchstens oo! Homographien. 


15. Ueber die Collineationen und Correlationen, welche eine ge- 
gebene Collineation oder Correlation umkehren, habe ich a. a. O, 
Folgendes bewiesen. Hine riiumliche Collineation m mit reellem Haupt- 
tetraeder (6) wird umgekehrt durch die co’ polaren Correlationen, 
welche das Tetraeder zum Poltetraeder haben. Die oo mit @ ver- 
tauschbaren Collineationen (10) bilden mit diesen polaren Correlationen 
zusammen eine Gruppe. Analoges gilt von einer ebenen Collineation 
mit drei reellen Doppelpunkten. Durch Collineationen kann eine Colli- 
neation i, A. nicht umgekehrt werden. — Eine raiumliche Correlation x 
mit reellem Hauptvierseit (vgl. 6) wird umgekehrt durch 20? polare 
Correlationen zy, und durch co* geschaart involutorische Collineationen 9. 
Dieselben vertauschen die Gegenkanten des Hauptvierseits mit einander; 
die beiden Kernflichen F? und ? der Correlation x (6) gehen durch 
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die co* Correlationen y, in einander und durch die oo? Collineationen 
@ in sich selbst iiber. Die oo? mit x vertauschbaren Collineationen 
und Correlationen (10) bilden mit diesen co? involutorischen Colli- 
neationen m und Correlationen y, zusammen eine Gruppe. Analoges 
gilt von den oo! involutorischen Collineationen und Correlationen, 
welche eine ebene Correlation y° umkehren; doch wird deren Existenz 
a. a. O. nur fiir den einen Hauptfall nachgewiesen, dass die beiden 
Kernkegelschnitte, welche die Orte incidenter homologer Elemente von 
x sind, in zwei reellen Punkten sich berihren, 

16. Nur die involutorischen Verwandtschaften @ sind mit den sie 
umkehrenden Verwandtschaften x vertauschbar; denn aus: 

gotay=a- und ay— yo 
folgt @ =a. 

Die Resultirende von zwei involutorischen Verwandtschaften @, o, 
wird durch jede derselben umgekehrt; aus py = @@, und @,? =a? = 1 
folyt namlich: 

ap=a, und (@pm)*=@? oder a'opa = g-, 
ebenso aber (gq@,)* = @,*? oder w,-!'gya@,—g-'. Wird eine Ver- 
wandtschaft m durch eine involutorische Verwandtschaft @ umgekehrt, 
so resultirt sie aus @ und einer anderen involutorischen Verwandtschaft 
denn aus: 


(ap =o? —1 und p=@wo, oder op—a, 
folgt w,? = 1. 
Diese Siitze bringen die Umkehrungsprobleme in Verbindung mit 
der Lehre von den harmonischen Verwandtschaften, denen wir zu- 
nichst uns zuwenden. 


8 4. 
Harmonische Verwandtschaften angewendet auf die Umkehrungsprobleme. 


17. Zwei Verwandtschaften g, # heissen harmonisch, wenn die 
eine und damit jede von ibnen aus der anderen und einer involutorischen 
Verwandtschaft @ resultirt*), wenn also: 


g=%a=—%o— und folglich = gpa = ga 
ist. Beispielsweise resultirt aus einer Collineation oder Correlation » 
und einer Spiegelung eine mit g harmonische Collineation resp. Cor- 
relation. Mit einer Homographie in einem Elementargebilde sind oo 
Homographien harmonisch, weil in dem Gebilde co? Involutionen 


*) Vgl. Stephanos in diesen Annalen ,22, 8,320, welchem Segre im 
Journal fiir d. r. u. a. Math. 100, §, 318 den Begriff der ,,harmonischen Homo- 
graphien“ entlehnte. Vgl. auch die Abhandlungen von Hermann Wiener in 
den Berichten der Sachs. Gesellsch. d, Wiss. 1890 S. 261, 1891 S. 424 und 644, 
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existiren, Mit einer ebenen oder raumlichen Collineation (Correlation) 
sind cof resp. oo§ andere Collineationen (bezw. Correlationen) und oo 
resp, co° Correlationen (bezw. Collineationen) harmonisch; denn in der 
Ebene resp, im Raume giebt es oo! resp. co® involutorische Collineationen 
und co° resp. oo? polare Correlationen. 


18. Die beiden Verwandtschaften m, @ sind harmonisch, wenn 
aus der einen und der Umkehrung der anderen eine involutorische 
Verwandtschaft resultirt, wenn also eine und damit jede der Ver- 
wandtschaften: 


dp, pid, Ip", po" 
involutorisch ist; zugleich mit m und # sind demnach ihre Umkehrungen 


g~' und @-! harmonisch, Ist nimlich #—'» eine involutorische Ver- 
wandtschaft @, so wird: 


tig=qg'?=—oa ud op=ta= to; 
zugleich wird #-'g#—-' m= w?=—1, und folglich ist auch p?-'= d py" 
eine involutorische Verwandtschaft. 

Die Gleichung #-'o = g—'@ lisst sich, wenn # = @—' ist, um- 
formen in @-!@@—=q-!. Wenn also von zwei harmonischen Ver- 
wandtschaften @@ die eine # involutorisch ist, so kehrt sie die andere 
um (Segre). Zugleich wird diese andere Verwandtschaft » = #@ 
die Resultirende von # und einer zweiten involutorischen Verwandt- 
schaft o. 

Zwei Verwandtschaften haben zu einander eine invariante Be- 
ziehung, wenn sie harmonisch oder vertauschbar sind, oder wenn die 
eine durch die andere umgekehrt wird (8). 


19. Zwei Homographien g, # in einer Punktreihe sind harmonisch, 
wenn zwei beliebige Punkte P, Q der Reihe durch g in die resp. 
Punkte P,, @,, dagegen durch @ in die resp. Punkte Q,, P, tibergehen 
(Segre). Denn die Homographie m—'@ ist involutorisch, weil sie die 
Punkte P,, Q, mit einander vertauscht. Ist die Homographie @ ge- 
geben, von @ aber nur ein Punktepaar PQ, bekannt, so bilden die 
beiden Punkte @, P,, in welche Q, und P durch resp, g— und » 
iibergehen, ein zweites Paar homologer Punkte von @. Eine mit 
harmonische Homographie # ist demnach i. A. eindeutig bestimmt, 
wenn von ihr zwei Paare homologer Punkte PQ, und RS, beliebig 
in der Punktreihe angenommen werden. 

20. Mit der Homographie: 

ABC.--PQ---7 A,B,C, --+P,Q,--+ oder » 
sind harmonisch die co! Involutionen oder involutorischen Homo- 
graphien: 


AB,.BA,, AC,.CA,, BC,.CB,,...,PQ,-@P,-- 
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denn die Punkte P, Q gehen durch  iiber in P,, Q,, dagegen durch 
die Involution 


PQ,. QP, oder PQQ, K OP, P 

in die resp. Punkte Q,, P, (vgl. 19). Die Homographie g wird durch 
jede dieser co' Involutionen umgekehrt (18); aus den Involutionen 
resultiren folglich co' mit m vertauschbare Homographien y (vgl. 11, 
14). Jede dieser Homographien  resultirt aus zwei jener Involutionen, 
von denen die eine sonst beliebig ist (12); sie wird folglich ebenso wie 
g durch jede der co! Involutionen umgekehrt (16). Die oof Homo- 
graphien y sind deshalb ebensowohl mit einander wie mit m vertauschbar. 
Sie bilden mit einander und auch mit den sie umkehrenden Involutionen 
eine Gruppe. 

Hat die Homographie » zwei reelle Doppelpunkte M, N, so ist 
sie darstellbar durch: 

MNPQK MNP, 2; 
hieraus aber folgt bekanntlich MN PQ7A NM Q, P,, und MUN.PQ,.QOP, 
ist demnach eine Involution. Die Doppelpunkte M, N von @ bilden 
also ein gemeinsames Punktepaar der co! mit m harmonischen Involu- 
tionen (Segre). Eine Punktinvolution @ ist, wie man hiernach leicht 
beweist, mit den oo? Homographien harmonisch, deren Doppelpunkte 
je ein Punktepaar von @ bilden; sie kehrt alle diese Homographien um. 

Die obigen Siitze lassen sich ohne Weiteres auf alle Elementar- 
gebilde ausdehnen und werden hernach insbesondere auf Regelschaaren 
angewendet werden. 

21. Eine riumliche Collineation gm und eine Correlation @ sind 
harmonisch, wenn durch » die Eckpunkte A, B, C, D und durch @ 
die ihnen gegeniiber liegenden Flichen a, 6, y, 0 eines Tetraeders in 
die resp. Eckpunkte A,, B,, C,, D, eines anderen Tetraeders tiber- 
gehen. Denn die Correlation g@-! = @ transformirt jeden Eckpunkt 
des Tetraeders ABCD in die gegeniiberliegende Flache und ist des- 
halb bekanntlich eine polare, involutorische. Wenn die Tetraeder 
ABCD wid A,B,C, D, perspective Lage haben, so wird auch @ eine 
polare Correlation*); die Collineation g — @@ aber wird in diesem 
Falle von jeder der beiden involutorischen Correlationen #, @ umge- 
kehrt, weil sie deren Resultirende ist (16). 

22. Wir nehmen an, die Collineation g habe nicht unendlich viele 
Doppelelemente und sei insbesondere weder perspectiv noch geschaart. 
Dann lisst sich eine sie umkehrende polare Correlation # so bestimmen, 
dass sie einer gegebenen Ebene @ einen beliebigen Punkt A, als Pol 


*) Vgl. von Staudt, Geometrie der Lage, 8. 135 und Reye, Geometrie der 
Lage lI, 3. Aufl., Seite 185, wo der analoge Satz tiber perspective Dreiecke be- 
wiesen ist. 
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zuweist. Durch » mége nimlich @ in «,, und durch g—! moge A, 
in A tibergehen. Die durch » collinearen Ebenen a, a, erzeugen dann 
durch ihre homologen Punkte i. A. eine Strahlencongruenz dritter Ord- 
nung, namlich die Axencongruenz eines cubischen Ebenenbiischels. 
Seien nun BB,, CC, und DD, drei paar homologe Punkte von « 
und «,, deren Verbindungslinien in einem Punkte der Geraden AA, 
sich schneiden; dann liegen die beiden Tetraeder ABCD und A, B, C, D, 
perspectiv und bestimmen (21) eine polare Correlation @, welche die 
Collineation g umkehrt. Weil der Pol A, der Ebene « = BCD 
dreifach unendlich viele Lagen annehmen kann, so ergiebt sich hieraus 
und aus friiheren Siatzen (13, 14): 

23. Hine raumliche Collineation g, die weder perspectiv noch 
geschaart ist, noch unendlich viele Doppelpunkte hat, wird durch oo 
polare Correlationen # umgekehrt, auch wenn sie keine oder nur zwei 
reelle Doppelpunkte hat. Wenn eine Ebene @ durch die Collineationen 
p, 9p’, p,... iibergeht in resp, @,, a, @,,..., ein beliebiger Punkt A, 
aber durch m—', p—?, p-*, ... in resp. A, A_1;, A_2,..., sO trans- 
formirt (13) eine dieser polaren Correlationen die Ebenen a@, @,, a, a, .. 
in die resp. Punkte A,, A, A_1, A_2,... und ist durch die Beziehung: 

G0, 0,0,-++ WK A,AA_1A_2::- 
i. A. eindeutig bestimmt*). Hat die Collineation vier und nur vier 
reelle Doppelpunkte, so bilden diese ein gemeinsames Poltetraeder der 
co® polaren Correlationen @, welche m umkehren (15). 

Die Collineation g ist vertauschbar mit >0o* Collineationen y, 
welche aus den oo° polaren Correlationen @ resultiren und mit ihnen 
eine Gruppe bilden (12). Diese co* Collineationen ~ werden ebenso 
wie @ durch jede der oo* polaren Correlationen # umgekehrt (16), 
weil sie aus je co® Paaren derselben resultiren (12); sie sind deshalb 
ebensowohl mit einander wie mit m vertauschbar. Wird ein beliebiges 
Punktepaar AA’ durch die Collineation », p*, p*,... transformirt in 
die resp. Punktepaare A,A,’, A,A,, 4,;4;,..., so bestimmt die pro- 
jective Beziehung: 

AA,A,A,-+-+ 7 A A, A,’ A; +:- 
i. A. eine dieser oo? mit gm vertauschbaren Collineationen y. Zwei 
beliebige Punkte A, A’ gehen also i. A. durch die Collineation m und 
deren Potenzen in zwei collineare Punktsysteme iiber, und zwar ist 
die Collineation dieser Systeme mit g vertauschbar, 


*) Diese projective Beziehung reicht zur Bestimmung der Correlation nur 
dann nicht aus, wenn die Collineation m perspectiv oder geschaart oder planar 
ist, oder aber, wenn die Ebenen a, a, a, a ,... abwechselnd durch zwei 
Geraden gehen. Der letzte dieser Fille tritt ein, wenn @ eine halbgeschaarte 
Collineation ist (vgl. 29). 
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§ 5. 
Umkehrung specieller Collineationen. 


24. Ueber die vorhin ausgeschlossenen Specialfille der riumlichen 
Collineation sei Folgendes bemerkt. 

Eine perspective Collineation oder ,, Homologie* mit dem Centrum S 
und der Homologieebene y ist vertauschbar mit den oo’ Collineationen, 
welche S und y zu Doppelelementen haben, und wird umgekehrt 
durch die co? Correlationen, welche S und y in einander transformiren. 
Denn jedes der co® Tetraeder, welche S zum Kckpunkte und y zur 
gegeniiberliegenden Fliiche haben, ist Haupttetraeder von oo* jener 
Collineationen (10) und Poltetraeder von oo* dieser Correlationen (15). 
Uebrigens sind nur oo® dieser Correlationen polar; alle tibrigen resultiren 
aus einer von ihnen und den oo? mit der Homologie vertauschbaren 
Collineationen, von welchen oo! involutorisch sind. 

Eine geschaarte Collineation g mit reellen Doppelpunktgeraden 
(Axen) u, wu’ ist vertauschbar mit den oo’ Collineationen und den oo’? 
Correlationen, welche die beiden windschiefen Geraden u, w’ in sich 
selbst transformiren; sie wird umgekehrt durch die oo’ Collineationen 
und die oo” Correlationen, welche « und uw’ mit einander vertauschen, 
insbesondere durch co! involutorische Collineationen und oo° polare 
Correlationen. Denn jedes der cot Tetraeder, welche w pnd uw’ zu 
Gegenkanten haben, ist das Haupttetraeder von oo* mit » vertausch- 
baren Collineationen (10) und ein Poltetraeder von co® polaren Corre- 
lationen, welche g umkehren (15); ausserdem wird » umgekehrt durch 
co! involutorische Collineationen, welche wu mit w’ vertauschen (vgl. 20). 
Aus je einer dieser involutorischen Collineationen und polaren Corre- 
lationen und den oo’ mit g vertauschbaren Collineationen resultiren 
die tibrigen oo’ Collineationen und Correlationen, welche g umkehren. 
Die oo’ mit m vertauschbaren Collineationen und Correlationen bilden 
mit ihnen und ebenso mit einander eine Gruppe. 

Wenn eine Collineation die Punkte einer Geraden «w zu Doppel- 
punkten hat, so hat sie zugleich eine Gerade v und deren Ebenen 
zu Doppelelementen*), auf v aber i. A. noch zwei Doppelpunkte K, L. 
Sie ist in diesem Falle mit co® Collineationen vertauschbar und wird 
durch oco® Correlationen umgekehrt. Sind die Doppelpunkte K, L 
reell, so ist jedes der co? Tetraeder, welche K, LZ und irgend zwei 
Punkte der Geraden u zu Eckpunkten haben, das Haupttetraeder von 
oo® mit @ vertauschbaren Collineationen und ein Poltetraeder von oo* 
polaren Correlationen, welche gm umkehren. Aus einer dieser Corre- 


*) Reye, Geometrie der Lage II, 3. Aufi., S. 72, 
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lationen und den oo® mit m vertauschbaren Collineationen aber resultiren 
die iibrigen co® Correlationen, welche gm umkehren; sie vertauschen 
die Punkte K, Z mit den resp. Ebenen Lu, Ku. 

25. Fir ebene Collineationen gelten analoge Sitze wie fiir die 
riumlichen. Eine nicht perspective ebene Collineation ist mit oo? 
Collineationen vertauschbar und wird durch oo? polare ebene Corre- 
lationen umgekehrt, die ahnlich wie oben (23) bestimmt werden. Jene 
oo? Collineationen sind auch mit einander vertauschbar und bilden 
sowohl fiir sich als auch mit den co* polaren Correlationen eine Gruppe. 
Eine perspective Collineation oder Homologie in der Ebene ist mit 
co! Collineationen vertauschbar und wird durch oo! ebene Correlationen 
umgekehrt, von denen aber nur oo® polar sind. 

26. Ausser den geschaarten giebt es noch andere riumliche 
Collineationen, die nicht nur durch Correlationen sondern auch durch 
Collineationen umkehrbar und sowohl mit Correlationen als auch mit 
Collineationen vertauschbar sind. Wenn eine Collineation » eine all- 
gemeine Fliiche F’? zweiter Ordnung in sich selbst transformirt, so ist 
sie mit oo’ Correlationen x vertauschbar und wird durch oo° Collinea- 
tionen g’ umgekehrt. Sie fiihrt nimlich zugleich mit F? die polare 
Correlation x’ in sich selbst tiber, welche F? zur Kernfliche hat, ist 
also mit y' vertauschbar (9). Aus y’ aber und den co® mit @ ver- 
tauschbaren Collineationeu ~ resultiren die oo’ mit g vertauschbaren 
Correlationen zy, die tibrigens mit den y~ und mit einander nicht ver- 
tauschbar sind. Und aus x’ und den oo® polaren Correlationen @, 
welche g umkehren (23), resultiren die oo* Collineationen g’, welche 
g umkehren. Die Collineation » transformirt ausser F’? noch unend- 
lich viele andere Flichen zweiter Ordnung und zweiter Classe in sich 
selbst; in diese Flichen wird F? durch die oco*® mit g vertauschbaren 
und ebenso durch die g umkehrenden Collineationen und Correlationen 
verwandelt. 

27. Die Collineation g heisst eine [eigentliche] Hermite’sche, 
wenn sie jede der beiden Regelschaaren eines einschaligen Hyper- 
boloides oder hyperbolischen Paraboloides in sich selbst transformirt. 
Sie hat dann in jeder dieser Regelschaaren zwei reelle oder imaginire 
Doppelstrahlen, welche Gegenkanten ihres Haupttetraeders sind. Sie 
ist bestimmt*) durch die beiden in ihr enthaltenen Homographien: 


abc... 7 a,b,c... und par... 445% ->-, 


welche je eine der beiden Regelschaaren in sich selbst transformiren, 
und wird dargestellt durch: 


*) von Staudt, Beitriige zur Geometrie der Lage, S. 6; vgl. Reye, Geometrie 
der Lage II, 3. Aufl., 8. 30, 
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abepar XK a,b, 7.7%: , 
Die neun Punkte ap, aqg,..., er gehen durch sie iiber in die resp. 
Punkte @,),, 4,9), ~~. +». 

Die Hermite’sche Collineation m wird zugleich mit jenen beiden 
Homographien umgekehrt durch oo? involutorische Collineationen und 
durch oo? polare Correlationen, welche die beiden Regelschaaren in 
sich selbst und ihre Doppelstrahlen in einander transformiren (20), und 
von denen je eine dargestellt wird durch: 


abb, pga K 4,49, Pip. 

Und weil die Collineation @ vertauschbar ist mit oo* Collineationen 
wy und Correlationen x (26), welche diese vier Doppelstrahlen in sich 
selbst transformiren, so wird sie umgekehrt durch die co Collinea- 
tionen g’ und polaren Correlationen @, welche die reellen oder imagi- 
niiren Doppelstrahlen von jeder der beiden Regelschaaren mit einander 
vertauschen, Sie verwandelt die co! Fliichen zweiter Ordnung in sick 
selbst, welche durch diese vier Doppelstrahlen gehen *). 

Wenn eine Collineation @ eine cubische Raumcurve in sich selbst 
transformirt, so ist sie eine Hermite’sche. Die Raumeurve enthilt 
nimlich i. A. zwei Doppelpunkte von g und liegt mit deren Tangenten 
auf einer Fliche zweiter Ordnung, deren Regelschaaren durch @ in 
sich selbst iibergehen. Diese Hermite’sche Collineation @ transformirt 
? eubische Raumeurven in sich selbst**), welche die beiden Doppel- 
punkte und deren Tangenten und Schmiegungsebenen mit einander 
gemein haben und durch die co® mit m vertauschbaren Collineationen 
und Correlationen in einander iibergehen. 


% 


28. Zu den Hermite’schen Collineationen gehéren die geschaarten; 
denn eine geschaarte Collineation hat co? Doppelstrahlen und trans- 
formirt oo*® von ihnen gebildete Regelschaaren und deren oc* Leit- 
schaaren in sich selbst. Eine geschaart involutorische Collineation 
ist véllig bestimmt durch ihre beiden windschiefen Involutionsaxen 
u,u’, wenn diese reel] sind; denn sie vertauscht je zwei durch uw und 
u’ harmonisch getrennte Punkte, Ebenen oder Strahlen mit einander. 
Sie wird folglich in sich selbst tibergefiihrt durch die oo’ Collineationen 
und Correlationen, welche die Involutionsaxen u, w’ theils in sich selbst, 
theils in einander transformiren. Diese oo’ Collineationen und Corre- 
lationen sind daher mit der geschaart involutorischen Collineation 
vertauschbar (9); mit einander sind sie i. A. nicht vertauschbar. Wenn 
eine Collineation die beiden Geraden u, u’ in sich selbst transformirt, 
so hat sie auf jeder von ihnen zwei reelle oder imaginire Doppelpunkte 


*) Vgl. Rosanes im Journal fiir d. r. u. a, Math. 80, 8.67; Voss in den 
Math. Annalen 13, 8S. 353; Sturm in den Math. Annalen 26, S. 470. 
**) Das bewies schon Herr Sturm in diesen Annalen 26, §, 490. 
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mit @ gemein; vertauscht sie dagegen u mit w’, so hat sie keine 
Doppelpunkte mit @ gemein; ist aber dennoch mit dieser involutorischen 
Collineation vertauschbar. 

29. Wenn eine Collineation m zwei windschiefe Gerade u, u’ mit 
einander vertauscht, d. h. jede von ihnen in die andere transformirt, 
so vertauscht sie die co? Strahlen einer linearen Congruenz paarweise 
mit einander. Die Punktreihe w niémlich wird durch die Collineation » 
und ihre Umkehrung g—! in zwei auf wu’ liegende projective Punkt- 
reihen verwandelt, und diese haben zwei reelle oder imaginiire Punkte 
A’, B’ entsprechend gemein, in welche gewisse zwei Punkte A, B 
von « durch m und zugleich durch g-! tibergehen. Die Punkte von 
jeder der beiden Geraden AA’ und BB’ werden folglich durch 
paarweise mit einander vertauscht, mit ihnen zugleich aber die oo? 
Geraden, welche AA’ und BB’ schneiden. Da ein beliebiger Punkt P 
auf einem dieser Strahlen liegt, so geht er durch m und g~! in zwei 
Punkte des zugeordneten Strahles tiber. Die lineare Congruenz dieser 
paarweise einander zugeordneten Strahlen ist hiernach leicht zu con- 
struiren, auch wenn ihre Axen AA’ und BB’ imaginir sind. Sie 
existirt auch in diesem Falle, weil die Geraden u, w’ durch die mit 
g vertauschbaren Collineationen und durch die Collineationen, welche 
gm umkehren, in je zwei Gerade.iibergehen, die gleichfalls durch g mit 
einander vertauscht werden. 

Die Collineation g* ist eine geschaarte; die Collineation gm mége 
deshalb ,,halbgeschaart“ heissen. Die zwei paar Doppelpunkte der 
Punktinvolutionen auf AA’ und BB’ bilden das Hauptetraeder von g; 
sie trennen, wenn sie reell sind, je, zwei Gerade harmonisch, welche 
wie wu und w’ durch » mit einander vertauscht werden. 

30. Eine halbgeschaarte Collineation g ist vertauschbar mit den 
oo? geschaart involutorischen Collineationen @, deren Involutionsaxen 
durch m mit einander vertauscht werden (28). Jede dieser Collinea- 
tionen @ vertauscht die vier Doppelpunkte von g paarweise mit 
einander (29). Aus je zweien der Collineationen @ resultiren die oo® 
mit @ vertauschbaren Collineationen ~, welche mit @ die vier Doppel- 
punkte gemein haben; die Resultirenden aus diesen oo Collineationen 
w und einer beliebigen der Collineationen @ aber sind co’ mit  ver- 
tauschbare Collineationen ~’, welche wie @ die Doppelpunkte von 
paarweise mit einander vertauschen. Die Collineationen w bilden eine 
Gruppe fiir sich und eine umfassendere Gruppe mit den Collineationen 
vy’. Sie sind mit einander vertauschbar (23); dagegen sind die 
Collineationen ~’ weder mit jenen y noch mit einander vertauschbar. 

31. Die halbgeschaarte Collineation » ist, wie leicht zu beweisen, 
eine Hermite’sche, wenn ihre vier Doppelpunkte alle reell oder alle 
imaginar sind; sie wird (27) in diesen beiden Hauptfillen durch vo* 


Mathematische Annalen, XLIII. 11 
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Collineationen und Correlationen umgekehrt. Fiir den Fall reeller 
Doppelpunkte werde  dargestellt durch: 
AA BB'PX AAB'BP,, 

und es seien MM’ und NN’ die zwei paar Doppelpunkte von gq, 
welche A von A’ resp, B von B’ harmonisch trennen. Dann liegen 
die Kanten der beiden windschiefen Vierecke MM’ NN’ und MM’ N'N 
auf zwei durch die Punkte P und P, gehenden Flichen zweiter Ord- 
uung, deren Regelschaaren durch g in sich selbst tibergehen. Die 
halbgeschaarte Collineation m wird demnach (27) umgekehrt durch die 
oo* halbgeschaarten Collineationen und polaren Correlationen, welche 
von je einem der beiden Vierecke die Gegenkanten mit einander ver- 
tauschen. Sie ist, wie hieraus folgt, vertauschbar mit den oo* Corre- 
lationen und Collineationen, welche die vier Kanten von je einem der 
beiden Vierecke zu Doppelstrahlen haben, sowie mit den oo® halb- 
geschaarten Collineationen ~’, welche M mit M’ und N mit N’ ver- 
tauschen (vgl. 30). In der Gruppe dieser mit g vertauschbaren und 
jener gm umkehrenden Collineationen und Correlationen sind eine 
Anzahl von Untergruppen leicht zu unterscheiden. 


§ 6." 
Umkehrung raumlicher Correlationen. 


32. Wir erdrtern in Kiirze die Frage nach den Collineationen 
und Correlationen, welche eine raéumliche Correlation x umkehren oder 
aber mit ihr vertauschbar sind. Die oo! Flaichen zweiter Ordnung 
und zweiter Classe, welche durch die vier reellen oder imaginiiren 
Hauptstrahlen von x gehen, werden durch y in einander transformirt, 
und zwar paarweise involutorisch, weil die Correlation zwei von ihnen, 
nimlich ihre beiden Kernfliichen F? und ?, mit-einander vertauscht 
(6). Die co! Flichen bilden also einen involutorischen Flichenbiischel. 
Die beiden Doppelfliichen dieses Bischels gehen durch in sich selbst 
iiber*), und jede von ihnen ist folglich die Kernflache einer mit x 
vertauschbaren polaren Correlation. Wir beschriinken uns auf den 
Hauptfall, in welchem wenigstens eine dieser beiden Flichen eine 
Regelfliche R* ist. Weil die Doppelstrahlen von x auf R? liegen und 
ein windschiefes Hauptvierseit bilden, so wird jede der beiden Regel- 
schaaren von R? durch die Correlation x in sich selbst transformirt, 
und die Collineation y? ist eine Hermite’sche. 

33. Die Correlation y ist bestimmt durch die beiden in ihr ent- 
haltenen Homographien, welche je eine der beiden Regelschaaren der 


*) Voss in den Math. Annalen 13, 8, 370. 
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Fliche R? in sich selbst verwandeln*). Die Doppelstrahlen dieser 
Homographien bilden die zwei paar Gegenkanten des Hauptvierseits 
von x, kénnen iibrigens paarweise imaginir sein oder zusammenfallen. 
Die Correlation xy wird zugleich mit den beiden Homographien um- 
gekehrt durch oo? involutorische Collineationen und polare Corre- 
lationen, welche die beiden Regelschaaren in sich selbst transformiren 
und die Doppelstrahlen paarweise mit einander vertauschen (vgl. 27). 
Auch wenn die vier Doppelstrahlen paarweise imaginiir sind oder 
zusammenfallen, existiren diese oo? Collineationen und Correlationen. 
Aus ihnen resultiren oo? mit y vertauschbare Collineationen und Corre- 
lationen; diese aber werden durch dieselben oo? involutorischen Colli- 
neationen und Correlationen umgekehrt wie 7, weil sie aus je co® Paaren 
derselben resultiren (12, 16), und sie sind deshalb ebensowohl mit 
einander wie mit x vertauschbar. Sie haben mit x die vier Doppel- 
strahlen gemein und bilden sowohl mit einander als auch mit jenen, 
welche y umkehren, eine Gruppe. Die friiheren Sitze (10 und 15) 
sind hiedurch vervollstiindigt und verallgemeinert. 


§ 7. 
Resultirende involutorischer Collineationen und Correlationen. 


34. Wir wenden uns jetzt zu der noch kaum beriihrten Frage 
nach den Verwandtschaften, welche durch eine gegebene Verwandt- 
schaft umgekehrt werden. 

Eine involutorische Verwandtschaft kehrt nur die Verwandtschaften 
um, welche aus ihr und je einer anderen involutorischen Verwandt- 
schaft resultiren (16). Kine Punktinvolution kehrt demgemiiss oo? 
Homographien um, und zwar alle die, deren Doppelpunkte je ein 
Punktepaar der Involution bilden (20), Durch eine involutorische 
riiumliche Collineation (oder Correlation) aber werden die oo Collinea- 
tionen und die oo’ Correlationen (bezw. die co® Correlationen und die 
co’ Collineationen) umgekehrt, welche aus ihr und je einer der oo 
involutorischen Collineationen und der oo’ involutorischen Correlationen 
resulliren (vgl. 17). Um sie niher zu bestimmen, brauchen wir nur 
die Resultirenden von je zwei involutorischen Collineationen und Corre- 
jationen zu untersuchen. 

35. Zwei polare Correlationen x, y, haben bekanntlich i. A.’ ein 
einziges Poltetraeder gemein, dessen Gegenelemente sie mit einander 
vertauschen. Sie sind bestimmt durch das Poltetraeder und durch die 
beiden Punkte P, P,, in welche sie eine gegebene Ebene z trans- 


*) von Staudt, Beitriige zur Geometrie der Lage, 8.6; vgl. Reye, Geo- 
metrie der Lage II, 8. Aufl., S, 30. 
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formiren. Aus ihnen resultirt die Collineation 4z,, welche das Pol- 
tetraeder zum Haupttetraeder hat und Pin P, verwandelt; diese nicht 
specielle Collineation aber wird durch jede der beiden polaren Corre- 
lationen umgekehrt. Eine polare Correlation kehrt demnach die co® 
Collineationen um, welche je eines ihrer oo® Poltetraeder zum Haupt- 
tetraeder haben (vgl. 15). 

36. Eine polare Correlation y wird durch eine geschaart involu- 
torische Collineation g in eine andere polare Correlation iibergefiihrt, 
welche mit ihr i, A. ein einziges Poltetraeder gemein hat. Dieses 
Tetraeder wird durch » in sich selbst transformirt, seine Eckpunkte 
bilden zwei Punktepaare AA’ und BB’ von @ und liegen auf zwei 
Doppelstrahlen der involutorischen Collineation; seine iibrigen zwei 
paar Gegenkanten werden durch und ebenso durch x mit einander 
vertauscht und bilden daher das Hauptvierseit AB A’B’ der Corre- 
lation mz. Diese nicht specielle Correlation wird sowohl durch @ als 
auch durch y umgekehrt (34). Die oo* Correlationen, welche ABA’ B’ 
zum Hauptvierseit haben, resultiren alle aus der involutorischen Collinea- 
tion m und den co® polaren Correlationen, welche die Gegenkanten 
von ABA’ B’ wit einander vertauschen. 

Eine geschaart involutorische Collineation gm kehrt demnach die 
oo® Correlationen um, deren Hauptvierseite je zwei Punktepaare von 
@ zu Gegenpunkten haben. Eine polare Correlation x aber kehrt die 
co’ Correlationen um, deren Hauptvierseite in je einem der oo® Pol- 
tetraeder von y enthalten sind, und deren Kernflichen durch x in 
einander tibergehen (15)*). 

37. Alle noch tibrigen Producte von je zwei involutorischen 
Collineationen und Correlationen stellen specielle Collineationen oder 
Correlationen dar, wie wir gleich nachweisen werden. 

Aus einer polaren Correlation y und einer centrisch involutorischen 
Collineation q’ resultirt eine specielle Correlation ym’, welche die Ebenen 
einer gewissen Geraden g mit den Punkten einer anderen Geraden g, 
ebenso, wie die Correlation yz, involutorisch vertauscht. Die beiden 
Geraden g, g, sind reciproke Polaren in Bezug auf y, und g geht 
durch das Centrum, g, aber liegt in der Involutionsebene der Collinea- 
tion g’. Eine centrisch involutorische Collineation kehrt 00%, eine 
polare Correlation aber co® derartige specielle Correlationen um. 

38. Aus einer polaren Correlation z und einer Nullcorrelation y’ 
resultirt eine halbgeschaarte Collineation yz’, sodass (zy’)? eine ge- 
schaarte Collineation ist. Denn der lineare Complex der Doppelstrahlen 


*) In meiner ,,Geometrie der Lage“ III, 8. 224, Nr. 120 wurde diese letztere 
Bedingung iibersehen, und irrthiimlich angegeben, dass eine polare Correlation 
«* (statt o*) andere Correlationen umkehre. 
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von xy wird durch x in einen anderen linearen Complex transformirt, 
und die oo? gemeinsamen Strahlen dieser beiden Complexe werden 
durch x und ebenso durch x 7’ paarweise mit einander vertauscht. Die 
beiden Axen der linearen Congruenz dieser Strahlen sind reciproke 
Polaren beziiglich beider Correlationen und die Trager zweier Punkt- 
involutionen der Collineation yz’. Sie! schneiden die Kernfliiche der 
polaren Correlation y in den Gegenpunkten eines Vierseits, dessen 
Kanten vier gemeinsame Doppelstrahlen von x,y und yy’ sind. — 
Kine Nullcorrelation kehrt co®, eine polare Correlation kehrt co® halb- 
geschaarte Collineation um. 


39. Aus zwei geschaart involutorischen Collineationen , g, 
resultirt eine [Hermite’sche] Collineation gq,, welche oo! Flichen 
zweiter Ordnung in sich selbst transformirt. Die zwei paar Involutions- 
axeu von g und gq, sind nimlich zwei paar reciproke Polaren in Bezug 
auf co! Flichen zweiter Ordnung*), die einen Biischel bilden. Eine 
beliebige dieser Fliichen aber wird durch jede der Collineationen g, gy, 
und folglich auch durch deren Resultirende gq, in sich selbst trans- 
formirt; und wenn sie eine Regelfliche ist, so gehen ihre beiden 
Regelschaaren durch g und ebenso durch g, in einander, durch oq, 
also in sich selbst iiber. Will man den Beweis auch fiir den Fall 
imaginirer Axen fiihren, so ist leicht zu zeigen, dass jede der beiden 
involutorischen Collineationen oo® Fliichen zweiter Ordnung in sich 
selbst transformirt, die eine lineare Mannigfaltigkeit bilden. Diese 
beiden Mannigfaltigkeiten haben einen Flachenbiischel gemein, weil 
sie fiinffach unendlich und in der neunfach unendlichen linearen 
Mannigfaltigkeit aller Flichen zweiter Ordnung enthalten sind. 

Kine geschaart involutorische Collineation g kehrt hiernach oo 
Hermite’sche Collineationen um, deren Doppelpunkte paarweise durch 
g mit einander vertauscht werden (vg). 27). 

40. Aus einer geschaart involutorischen Collineation m und einer 
centrisch involutorischen g’ resultirt eine specielle Collineation gq’, 
welche die Punkte einer Geraden g und die Ebenen einer Geraden g, 
involutorisch paart. Die Geraden g, g, sind die gemeinsamen Doppel- 
strahlen von g und g’, und zwar liegt g in der Involutionsebene von 
gy’, wihrend g, durch das Involutionscentrum von g’ geht. — Kine 
centrisch involutorische Collineation kehrt co’, eine geschaart involu- 
torische aber oo® solche specielle Collineationen um. 

Aus einer geschaart involutorischen Collineation gm und einer 
Nullcorrelation z’ resultirt eine specielle Correlation py’, welche nicht 
bloss vier sondern oo! Doppelstrahlen hat. Denn die gemeinsamen 
Doppelstrahlen von g und x’ sind zugleich soleche von gy’ und bilden 


*) Vgl. meine Geometrie der Lage, 3. Aufl.!, II, 8, 274, 
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eine Regelschaar. Die Correlation my’ hat ausser ihnen noch zwei 
Doppelstrahlen, welche Leitstrahlen der Regelschaar sind und durch 
gm und x’ in einander tibergehen. Die Collineation (gm z’)? ist eine 
geschaarte. — Eine Nullcorrelation kehrt co*, eine geschaart involu- 
torische Collineation kehrt co® solche specielle Correlationen um. 

41. Aus zwei centrisch involutorischen Collineationen g’, 9,’ 
resultirt eine specielle Collineation g’ g,’, welche alle Punkte einer 
Geraden u und alle Ebenen einer Geraden v zu Doppelelementen hat. 
In uw schneiden sich die Involutionsebenen und auf v liegen die beiden 
Centren von g’ und g,’. Auf v liegen noch zwei reelle oder imaginire 
Doppelpunkte von g’g,’, welche ein gemeinsames Punktepaar von g’ 
und g,’ bilden. — Eine centrisch involutorische Collineation kehrt oo® 
solche specielle Collineationen um. 

Aus einer centrisch involutorischen Collineation g’ und einer 
Nullcorrelation x’ resultirt eine sehr specielle Correlation, welche zwei 
Biischel von Doppelstrahlen hat. Der eine dieser Biischel liegt in der 
Involutionsebene von g und hat deren Nullpunkt in Bezug auf 4’ zum 
Mittelpunkt; der andere hat das Centrum von g zum Mittelpunkte 
und liegt in dessen Nullebene. Beide Biischel bestehen aus gemein- 
samen Doppelstrahlen von g’ und xy’. — Eine centrisch involutorische 
Collineation kehrt co', eine Nullcorrelation aber oo°*-solche specielle 
Correlationen um. 

Aus zwei Nullcorrelationen y’, x,’ resultirt eine geschaarte Collinea- 
tion x 4,3; denn die co? gemeinsamen Doppelstrahlen von y’ und ,’ 
sind zugleich soleche von y‘y,’. Eine Nullcorrelation kehrt die oo 
geschaarten Collineationen um, deren Doppelpunktsgeraden sie mit 
einander vertauscht (vgl. 24). 


§ 8, 
Associirte Verwandtschaften. 


42, Die Verwandtschaften m, welche durch eine gegebene Ver- 
wandtschaft 4 umgekehrt werden, lassen sich aus den Lésungen der 
symbolischen Gleichung y? = y? ohne Weiteres ableiten. Wird nim- 
lich » = xy gesetzt, so ergiebt sich: 

(x9)? = 7° und folglich y-'py—g-!. 
Die Verwandtschaft y-!~ — @ wird demnach durch y umgekehrt; aus 
zy und jeder durch y umkehrbaren Verwandtschaft m aber resultirt eine 
Verwandtschaft ym = y, welche der Gleichung y* = y? geniigt. 

Zwei Verwandtschaften ~, x nenne ich ,,associirt, wenn sie der 
Gleichung y* = x? geniigen, wenn also ihre zweiten Potenzen eine 
und dieselbe Verwandtschaft darstellen. Wenn zwei Verwandtschaften 
mit einer dritten associirt sind, so sind sie auch mit einander associirt. 
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Die involutorischen Verwandtschaften sind mit der Identitéit und mit 
einander associirt. 

Die mit x associirten Verwandtschaften y sind mit der Verwandt- 
schaft x? vertauschbar; denn: 


aus w=—y’ folgt p> — py? = xz7¥. 
Die Gleichung y? = ? lisst sich umformen in: 
eiypa=ye? und yt —y'7"7; 
die Seiten dieser beiden Gleichungen aber stellen zwei inverse Ver- 
wandtschaften g und gm—! dar, welche durch x und ebenso durch » 
umgekehrt werden. 

43. Zwei associirte Verwandtschaften sind nur dann vertauschbar, 
wenn sie harmonisch sind, wenn also aus der einen und der Um- 
kehrung der anderen eine involutorische Verwandtschaft resultirt. 
Denn aus: 

yo ibv=yzyv-! und py=—ye oder x'y=—yyz! 
folgt 
4y-1=yy-! oder (y~~')? = 1. 
Diese involutorische Verwandtschaft ist mit y und w vertauschbar, 
weil aus 


riymyy =r =o 
sich ergiebt: 


vw=yo=ray und y= y~o=—oy. 


Ist eine Verwandtschaft x mit einer involutorischen Verwandtschaft 
vertauschbar, so ist sie mit ~y = yo — wy harmonisch, associirt und 
vertauschbur; denn es ist: 
Gy ~Pea=—1, P=yzyory=y und vy=—Zor—7y. 

44, Zwei associirte Collineationen yw, gm, deren zweite Potenzen 
wy? = g? eine nicht specielle Collineation darstellen, sind vertauschbar 
(23), weil sie beide mit m* vertauschbar sind. Sie sind deshalb zugleich 
harmonisch (43), und die Collineation gy~—-! = @ ist involutorisch und 
mit m und w vertauschbar. Mit einer nicht speciellen riumlichen 
Collineation m aber sind héchstens und i, A. sieben involutorische’ 
Collineationen vertauschbar. Drei von ihnen sind geschaart, und ihre 
Involutionsaxen bilden die drei paar Gegenkanten des Haupttetraeders 
von g; die tibrigen vier sind centrisch involutorisch und haben je 
einen Eckpunkt des Haupttetraeders zum Centrum und die gegeniiber- 
liegende Fliche zur Involutionsebene, Die Collineation g ist demnach 
i, A. mit nur sieben anderen riumlichen Collineationen wy associirt, 
welche aus g und jenen sieben involutorischen Collineationen resultiren ; 
sie kehrt, abgesehen von diesen involutorischen, keine Collinea- 
tionen um. 
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Die allgemeine raumliche Collineation gm ist mit keiner Correla- 
tion x associirt, kehrt also auch keine Correlation um. Denn wire 
4? = gy’, so wiirde die Collineation g? oder y? die beiden Kernflichen 
von zx und unendlich viele andere Flichen zweiter Ordnung in sich 
selbst transformiren (vgl. 26), also eine specielle Collineation sein. 

Eine ebene Collineation ist i. A. mit nur drei anderen Collinea- 
tionen associirt und kehrt i. A. weder Collineationen noch Correlationen 
um, ausgenommen drei mit ihr vertauschbare involutorische Collinea- 
tionen. Eine Homographie ist i. A. mit nur einer anderen Homographie 
associirt und mit nur einer Involution vertauschbar. Der Beweis ist 
analog wie oben zu fiihren. 

45. Wenn eine Collineation m allgemeine Flichen zweiter Ord- 
nung in sich selbst transformirt (vgl. 26), so ist sie mit unendlich 
vielen Correlationen yz associirt. Denn sie ist vertauschbar mit den 
unendlich vielen polaren Correlationen @, welche je eine dieser Flaichen 
zur Kernfliche haben; die Correlationen y = gw = w@ aber, welche 
aus gm und je einer der Correlationen @ resultiren, geniigen der Glei- 
chung y? = g? und sind mit der Collineation m associirt, vertauschbar 
und harmonisch (43). In diesem Falle hat also die Gleichung y? = g? 
unendlich viele Lésungen; insbesondere hat sie co! Lésungen, wenn 
eine Hermite’sche, und co® Lésungen, wenn @ eine geschaarte Collinea- 
tion ist (27, 28). Mit einer geschaarten Collineation sind iibrigens 
auch die oo Collineationen associirt, welche aus ihr und den oo mit 
ihr vertauschbaren involutorischen Collineationen resultiren. 

46. Eine halbgeschaarte Collineation g, vertauscht die oo? Strahlen 
einer linearen Congruenz paarweise mit einander (29). Sie kehrt des- 
halb (24) die oo® geschaarten Collineationen um, deren Doppelpunkts- 
geraden je eines dieser oo? Strahlenpaare von g, bilden. Zwei dieser 
geschaarten Collineationen sind vertauschbar, wenn sie die zwei paar 
Gegenkanten eines windschiefen Vierecks ABA’ B’ zu Doppelpunkts- 
geraden haben (24); zugleich mit ihnen wird dann ihre Resultirende 
durch g, umgekehrt (12). Diese Resultirende transformirt die Regel- 
schaaren aller durch die Viereckskanten gehenden Flichen zweiter 
Ordnung in sich selbst und ist eine Hermite’sche Collineation mit den 
vier Doppelpunkten A, B, A’, B’. Die halbgeschaarte Collineation 9, 
kehrt demnach co? Hermite’sche Collineationen um, welche A, B, A’ 
und B’ zu Doppelpunkten haben; sie vertauscht nicht bloss die 
Gegenkanten sondern auch die Gegenpunkte des Vierecks ABA’ B’ 
mit einander. 

Nun kann aber jedes der beiden Punktepaare 4A’ und BB’ mit 
co! anderen Punktepaaren von g, vertauscht werden, die mit ihm in 
einer Geraden liegen und eine Involution bilden (29). Die halb- 
geschaarte Collineation g, kehrt demnach oof Hermite’sche Collinea- 
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tionen m um, deren Doppelpunkte sie paarweise mit einander vertauscht, 
und ist mit oo! Collineationen » = g,g associirt. Sie transformirt 
i. A. co! Flichen zweiter Ordnung in sich selbst (31), ist also mit 
co! polaren Correlationen zy’ vertauschbar und folglich mit co! Corre- 
lationen y= 9,% = x 9, associirt, vertauschbar und harmonisch. 


47. Kine riumliche Correlation x vertauscht die beiden Diagonalen 
u,v ibres Hauptvierseits mit einander (vgl. 6) und kehrt deshalb (24) 
die co! geschaarten Collineationen g’ um, welche diese Diagonalen zu 
Doppelpunktsgeraden haben. Sie ist mit den oo! Correlationen 4; = 49’ 
associirt, welche aus ihr und je einer dieser oo! Collineationen resultiren 
und gleich ihr die Geraden uw, w’ mit einander vertauschen. Die oo! 
Correlationen zy, und Collineationen g’ sind mit der Collineation 7? 
vertauschbar (42), nicht aber alle mit der Correlation z (vgl. 16). Mit 
% sind i, A. zwei polare und zwei Nullcorrelationen vertauschbar 
(32, 10), Die Correlation x ist daher mit den vier Collineationen 
associirt, welche aus ihr und je einer dieser involutorischen Correla- 
tionen resultiren (42). Andere mit x associirte Collineationen und 


andere durch x umkehrbare Correlationen, als die vier, giebt es i. A. 
nicht. 


48. Wenn eine specielle Correlation x die Strahlen einer Regel- 
schaar pqr paarweise mit einander vertauscht und deren Leitschaar 
abe beliebig in sich selbst transformirt, so kehrt sie oo’ geschaarte 
Collineationen g’ und oo? specielle Correlationen 4‘ um, und ist folg- 
lich mit co? Correlationen yg’ und Collineationen 7 7’ associirt. Sie 
kehrt nimlich zuniichst die oo? geschaarten Collineationen g’ um, 
welche je zwei durch yx vertauschbare Strahlen von pqr zu Axen- 
haben (24). Diese oo? Collineationen sind vertauschbar mit der polaren 
Correlation z,, auf deren Kernfliche die Regelschaaren pqr und abc 
liegen. Weil aber zy, auch mit der Correlation y vertauschbar ist und 
daher durch x umgekehrt wird, so resultiren oo? durch x umkehrbare 
Correlationen 7’ = 4,9 aus x, und je einer der oo? geschaarten 
Collineationen g’ (12). Diese Correlationen y’ haben alle Strahlen der 
Regelschaar abc und je zwei durch x vertauschbare Strahlen der Schaar 
pqr zu Doppelstrahlen, sind also speciell. Ihre zweiten Potenzen und 
die von x sind geschaarte Collineationen. 


Unsere Untersuchung ist hiermit beendet; die Fragen nach den 
Homographien, Collineationen und Correlationen, welche mit einer 
gegebenen Homographie, Collineation oder Correlation vertauschbar 
sind, dieselbe umkehren oder durch sie umgekehrt werden, sind 
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erledigt. Ihre Beantwortung fiihrte uns zu eingehenden Erérterungen 
iiber die Collineationen und Correlationen, die mit einer gegebenen 
harmonisch oder aber associirt sind. Hervorragende Bedeutung hatten 
in allen diesen Fragen und Erérterungen die involutorischen Verwandt- 
schaften und iiberhaupt diejenigen, welche gewisse Elemente paarweise 
mit einander vertauschen. 


Strassburg, den 21. Februar 1893. 

















Ueber algebraisch rectiticirbare Raumcurven. 
Von 


Pau SrAcxe. in Halle. 


1. Wenn die Linge des Bogens s einer Curve eine algebraische 
Function der Coordinaten seines Endpunktes ist, so heisst diese Curve 
algebraisch rectificirbar. Fir die ebenen algebraischen Curven, welche 
algebraisch rectificirbar sind, hat Herr Humbert*) zwei bemerkens- 
werthe Sitze bewiesen. Der erste dieser Siitze besagt, dass die 
Bogenliinge s einer solchen Curve f(x, y) = 0 stets durch eine Glei- 
chung zweiten Grades der Form: 


(s—s)—= rw, 9)? [1 +(78 1 


dx 


bestimmt wird, in welcher s, eine von der Wahl des Anfangspunktes 
des Bogens abhingige Constante bedeutet, wiihrend oy und r(a, y¥) 
rationale Functionen von x und y sind. Hieraus folgt, dass man 
Curven dieser Art erhalt, wenn man fiir irgend eine algebraische Curve 
y(&, 7) =O mit der Bogenliinge o und dem Kriimmungsradius @ die 
Evolute : 
d d 
a—t—e5t, y=ntes 
bildet; denn diese Evolute ist wieder eine algebraische Curve, deren 
Bogenlinge s sich von @ nur durch eine Constante unterscheidet, 
mithin algebraisch von # und y abhiangt. Da aber umgekehrt zu 
jeder algebraischen ebenen Curve, welche algebraisch rectificirbar ist, 
die algebraische Evolvente: 


d 
E=—«—(s—s,)—=—«—r(x,y), 

i d 
n=y— (s—s) i =y—r(a,y) 5 


*) Sur les courbes algébriques planes rectifiables, Journal de mathématiques 
pures et appliquées, 4, série. T. 4. S.133—151. 1888. 
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gehért, so ergiebt sich — und dies ist der zweite Satz von Herrn 
Humbert — dass eine ebene algebraische Curve dann und nur dann, 
algebraisch rectificirbar ist, wenn sie als Evolute zu einer algebraischen 
Curve gehort. 

Herr Kénigsberger*) hat dann gezeigt, dass die Gleichung fiir 
die Bogenlinge s ,,eine unmittelbare analytische Folgerung aus dem 
bekannten Abel’schen Satze“ ist, welcher sich auf die Integration 
Abel’scher Integrale mittelst algebraischer Functionen bezieht. Er 
fiigt hinzu: ,,es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass diese 
Siitze (von Herrn Humbert) hiernach ebenso fiir rdumliche algebraisch 
rectificirbare Curven gelten.“ In der That ergiebt sich aus den Dar- 
legungen von Herrn Kénigsberger unmittelbar, dass zwischen der 
Linge des Bogens s einer solchen algebraischen Raumcurve und den 
Coordinaten x, y, ¢ seines Endpuuktes wieder eine Gleichung der Form: 

2 er 
(— a) = rie, vA [1 + (Gs) +(e) | 
bestehen muss, in welcher s, eine von der Wahl des Aufangspunktes 


re ™ dy dz 
des Bogens abhingige Constante bedeutet, wiihrend 3, dq, wud 


r(x, y, 2) rationale Functionen von 2, y,z sind. Dagegen zeigt eine 
genauere Untersuchung, dass der zweite Satz von Herrn Humbert 
sich nicht ohne weiteres auf Raumcurven tibertragen lisst. Allerdings 
ist jede algebraisch rectificirbare algebraische Raumcurve Evolute einer 
algebraischen Raumcurve, allein dieser Satz liisst sich nur dann um- 
kehren, wenn die zur Evolutenbildung benutzte Raumecurve einer 
gewissen Bedingung geniigt, die herzuleiten und zu discutiren der 
Zweck dieser Untersuchung ist. 


2. Vorher soll jedoch noch eine Eigenschaft der algebraisch 
rectificirbaren algebraischen Raumcurven nachgewiesen werden, welche 
das Interesse fiir sie zu erhéhen geeignet ist. Diese Curven stehen 
nimlich in enger Beziehung zu der Lésung der Aufgabe, alle algebraischen 
abwickelbaren Fliichen zu finden, welche ausser den erzeugenden Geraden 
andere algebraische Kriimmungslinien besitzen. Da Cylinder und Kegel 
keine Schwierigkeiten bieten, sollen nur Fliichen mit Riickkehrkante 
betrachtet werden, Die Coordinaten eines Punktes der Riickkehrkante 
moégen mit x, ), 3, die Richtungscosinus der Tangente in diesem Punkte 
mit a, b, ¢ bezeichnet werden. Dann wird die abwickelbare Fliche 
durch die Gleichungen: 


X=r+ap, Y=y+bp, Z=—j+ep 
dargestellt, in denen x, ), 3; a, b, ¢ als algebraische Functionen einer 
unabhangigen Verinderlichen q aufgefasst werden diirfen. Fiihrt man 


*) Ueber rectificirbare Curven, Mathem. Annalen Bd, 32, 8, 589—595. 1888, 
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endlich noch die Bogenlinge 8 der Riickkehrkante und den Contingenz- 
winkel ihrer Tangenten df ein, so ergiebt sich leicht fiir das Quadrat 
des Linienelementes dS der Fliche die Gleichung: 


dS? = (dp + d3)? + p’dt?, 
welche, wenn noch p+ 3 =—[ gesetzt wird, in die Form: 
dS? = df? + ({(—38)*df? 
iibergeht. Daher sind die Linien {= const. die zweite Schar der 


Kriimmungslinien der Flaiche, und diese Linien werden durch die 
Gleichungen: 


X=y+a(l—s), Y=y+b(l-8), Z=—3 + e((—38) 
gegeben. Besitzt jetzt die abwickelbare Fliiche eine algebraische nicht 
ebene Kriimmungslinie, so ist nothwendig 3 eine algebraische Func- 
tion von g, und dann sind alle Kriimmungslinien der Fliche alge- 
braisch. Damit ist der Satz gewonnen: Dann und nur dann, wenn 
die Riickkehrkante einer algebraischen abwickelbaren Fliche algebraisch 
rectificirbar ist, besitet diese F'liche algebraische nicht ebene Kriimmungs- 
linten, und die am Anfang dieses Abschnitts gestellte Aufgabe ist auf 


die zuriickgefiihrt, alle algebraisch rectificirbaren algebraischon Raum- 
curven zu finden. 


3. Fiir das Folgende darf die von Monge*) begriindete Theorie 
der Evolventen und Evoluten, welche in die Lehrbiicher**) iiber- 


gegangen ist, als bekannt vorausgesetzt werden. Dann ist klar, dass 
die Gleichungen: 


E= a —(s—s) f= 2—r(e,y, 8), 
d d 
n=y —(s—%) 52 =y—r(2,y, 2) qo 
d d 
f=—2 —(s—s) F —2—r(a,y, 2) 5, 


eine Evolvente der algebraisch rectificirbaren algebraischen Raumcurve 
(x,y, 2) darstellen, welche ebenfalls eine algebraische Curve ist, und 
dass daher, entsprechend dem Verhalten ebener Curven, jede alge- 
braische Raumcurve, welche algebraisch rectificirbar ist, nothwendig 
Evolute einer algebraischen Raumcurve ist. Es wird sich mithin darum 
handeln, die aus einer algebraischen Raumeurve (&, 4, €) durch 


*) Sur les développées, les rayons de courbure et les différens genres d’in- 
flexion des courbes 4 double courbure, présenté en 1771, Mémoires des Savans 
étrangers. T. 10. 1785; wiederabgedruckt in den Applications de l’Analyse & la 
Géometrie als § XXVIII. 

**) G. Salmon, Analytische Geometrie des Raumes, deutsch bearbeitet von 
W. Fiedler, 1880, Bd, 2, Art. 134, 135, und F. Joachimsthal, Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung, u. s. w. 2. Aufl, 1881. § 76, 76a. 
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Evolutenbildung hervorgehenden Curven daraufhin zu untersuchen, in 
wie weit sie algebraisch rectificirbare algebraische Raumcurven sind. 

Zu diesem Zweck ist es néthig, zunichst ganz allgemein die 
Evoluten (7, y, 2) einer gegebenen Raumeurve (€, 4, §) zu bestimmen. 
Denkt man sich (&, 9, §) durch eine unabhangige Verinderliche ¢ aus- 
gedriickt, so bestehen fiir 7, y, 2 zuniichst folgende aus den Glei- 
chungen der Evolvente leicht abzuleitende Relationen: 


Q) @—sh 2+ y—n) 4 + ¢-9 S=0, 
(I) (@—t) SE + Gy—m) 24 + o—g SE (4+ (OY 4 EY, 


welche besagen, dass die Evoluten auf der abwickelbaren Fiche 
liegen, welche von den Normalebenen der Curve (&, 4, §) umhiillt 
wird. Um 2, y, 2 zu ermitteln, bedarf man noch einer dritten 
Gleichung. Monge benutzt als solche die aus den Gleichungen der 
Evolvente folgende Proportion: 


da: dy: dz = (a—&): (y—n) : (e—8), 


welche geometrisch bedeutet, dass die Tangente der Evolute im Punkte 
(x, y, #) durch den entsprechenden Punkt (€, 4, €) der Evolvente 
geht. Man erhilt so eine Differentialgleichung erster Ordnung, deren 
Integration die co! Kvoluten liefert. Es ist das Verdienst von Lancret*) 
gezeigt zu haben, dass die Bestimmung der Evoluten auf eine Quadra- 
tur zuriickkommt; freilich gelang ihm dies nur durch ausserordentlich 
complicirte Rechnungen. Auch die Herleitung, welche Molins**) 
fir das Lancret’sche Resultat gegeben hat, ist noch ziemlich um- 
stindlich, und wenn auch in neuester Zeit Herr Darboux***) auf 
Grund kinematischer Betrachtungen eine elegante Lisung gegeben hat, 
so diirfte doch folgendes elementare Verfahren zur Bestimmung der 
Evoluten der Aufmerksamkeit nicht unwerth sein. 

Es seien OO , O’O”,... aufeinander folgende Bogenelemente der 
gegebenen Raumcurve, P, P’, P”,... die Mitten dieser Elemente. 
M, M’, M",... seien die Mittelpunkte der betreffenden Kriimmungs- 
kreise, also PMP’, P’M’'P”,... aufeinander folgende Schmiegungs- 
ebenen, P’MM’', P” M’'M",... aufeinander folgende Normalebenen 


*) Mémoire sur les courbes & double courbure, présenté en 1802. Mémoires 
des Savans étrangers de l'Institut. T. 1. 1805. 

**) De la détermiuation, sous forme intégrable , des équations des développées 
des courbes & double courbure. Journal de mathématiques pures et appliquées. 
T. 8. S. 379—390. 1843, 


***) Lecgons sur la théorie générale des surfaces, Paris 1877, T. 1, 8. 17. 
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der Curve. Die Geraden MK, M’K’,... sind als Schnittlinien 
auf einander folgewder Normalebenen die erzeugenden Geraden der 
Evolutenflache, und man erhilt die Evoluten, wenn man irgend einen 
Punkt E von MK mit P verbindet, P’E bis zum Schnitt mit der 
folgenden Geraden M’ K’ in E’ verlingert, und diese Operation fortsetzt. 


Xx 





Unter diesen Voraussetzungen gilt die Gleichung: 
PE* = («—&) + (y—n)? + (#9), 
sodass x, y und zg bei Hinzunahme von (I) und (II) algebraisch bestimmt 
sind, sobald man PE durch &, y, € ausdriicken kann. Es ist aber: 
Dr PM @ 
PE = PEM am PEM’ 
wo @ als Kriimmungsradius der gegebenen Raumcurve (&, , €) bekannt 
ist, sodass alles darauf ankommt den Winkel PEM zu bestimmen. Aus 
‘der Congruenz der Dreiecke PEM und P’ EM*) folgt aber, dass: 
PEM =P'EM 
ist. In der Ebene P’ EM liegt der dem Winkel PEM fiir den nichst- 
folgenden Curvenpunkt entsprechende Winkel P’ EZ’ M’, und zwar ist 


dieser Winkel Aussenwinkel des Dreiecks E KE’, daher besteht die 
Relation: 





P’E'M' —PEM=EKE’. 
Der Winkel EK E’ als Winkel zweier aufeinander folgender Binormalen 
ist aber der Torsionswinkel der Curve PP’ P”..., der mit d@ 


*) Die Congruenz dieser beiden Dreiecke zeigt auch ganz direct, dass bei 
Abwickelung der Evolutenfliiche auf eine Ebene die Evolute in eine gerade Linie 
iibergeht, also geodiitische Linie der Evolutenfliiche ist. 


aaa 
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bezeichnet werden mége. Das Differential des Winkels PE M ist also 
gleich d@, mithin ° 
PEM = #%— 4,, 

das heisst: der Winkel PE M ist, abgesehen von einer additiven Con- 
stanten, gleich der totalen Torsion der Curve PP’P”.... Hiermit 


ist die gesuchte dritte Gleichung gefunden, sie lautet 
° 2 
(= @—8§ +--+ 6-V ee 


der Vollstiindigkeit halber mégen hier noch die expliciten Werthe 
von @ und #—@, in &, ny, € und ihren Ableitungen nach ¢: &, 7’, €... 
folgen : 

(F*+q°+eo% 


2 ee eS a: 2 a a a) Le 7 . vatanve”6ES””rs#=as Pv a 8 
Om Gn — Pant ae —v tet ee ee 
Cre 
i” 9 7” A 
ae ce re ee 
0 Gy —bnrt+ae’—n ty t+ Ce eee 


Man erkennt hieraus, dass die rein analytische Herleitung des Resultats 
durch Lancret Bewunderung verdient. 

Nunmehr sei die gegebene Curve (&, 7, €) algebraisch, und, was 
in diesem Falle stets erreicht werden kann, &, y, € seien algebraische 
Functionen der unabhingigen Verinderlichen ¢. Besteht jetzt zwischen 
“2, y, 2 eine algebraische Gleichung, so ergeben sich, vermége dieser 
Gleichang und der Relationen (I) und (II), auch 2, y, 2 als aigebraische 
Functionen von ¢. Werden diese Ausdriicke fiir 2, y, 2 in (III) ein- 
gesetzt, so wird dadurch sin (@ —@,), also auch sin @ selbst, als alge- 
braische Function von ¢ definirt. Es gilt demgemiiss der Satz: 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir , dass 
eine Evolute einer algebraischen Rawmcurve algebraisch ist, 
besteht darin, dass der Sinus der totalen Torsion dieser Curve 
algebraisch von den Coordinaten abhingt. Ist diese Bedingung 
erfiillt, so sind alle Evoluten algebraische Curven. 

Dass die eben ausgesprochene Bedingung eine wirkliche Beschrinkung 
bildet, erkennt man leicht, wenn man etwa fiir die cubische Parabel 
sin # berechnet. 

Die Gleichung (Ill) zeigt aber noch mehr. Wie sofort aus den 
Gleichungen der Evolvente folgt, ebenso leicht aber auch geometrisch 
eingesehen werden kann, ist die linke Seite von (III) gleich (s—s,)?, 
und hieraus folgt, dass die algebraischen Evoluten auch stets algebraisch 
rectificirbar sind. 

Das Resultat dieser Betrachtungen lasst sich in das Theorem 
zusammenfassen : 
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Alle algebraischen Raumcurven, welche algebraisch recti- 
ficirbar sind, ergeben sich durch Evwolutenbildung aus den 
algebraischen Raumcurven, bei denen der Sinus der totalen 
Torsion algebraisch von den Coordinaten abhiingt. 

Bei allen ebenen Curven ist diese Bedingung von selbst erfiillt, 
es gilt also der Humbert’sche Satz mit einer gleich zu besprechen- 
den Erweiterung. 

Fiir die weiteren Untersuchungen ist es nothwendig, die Fille, in 
denen die Evolutenfliche ein Cylinder oder ein Kegel ist, gesondert 
zu betrachten. Es sollen daher erst diese Ausnahmefiille erledigt, und 
dann die Evolutenflachen mit Riickkehrkante behandelt werden. 


4. Fasst man eine ebene Curve (&, 7, 0) als Curve im Raume 
auf, so besitzt sie ausser der ebenen Evolute (%, ¥, 0) noch unziblig 
viele andere, welche geodiitische Linien des Cylinders sind, dessen 
Mantelgeraden in den Punkten der ebenen Evolute auf deren Ebene 
senkrecht stehen. Die Abwickelung dieses Cylinders auf die Ebene 
zeigt, dass alle seine co* geodiitischen Linien dargestellt werden durch: 

=z, yy, e—as+d, 

wo a und b Constanten sind und § die Bogenliinge der ebenen Evolute 
bedeutet. Ist die ebene Curve (€, 9, 0) algebraisch, so ist es auch 
ihre ebene Evolute (Z, y, 0), und die Bogenliinge § ist eine alge- 
braische Function von % und ¥, mithin sind alle geoditischen Linien 
des Evolutencylinders, also auch alle Evoluten algebraische Curven. 
Dass diese Curven auch algebraisch rectificirbar sind, folgt aus den 
allgemeinen Betrachtungen in Abschnitt 3; die Rectification lisst sich 
aber auch explicite ausfiihren, denn es ist ds? = dg? + ds’, also: 

a + a. 


s—c " 


wo ¢ eine Constante bedeutet. Diese Curven sind also in der einfachen 
Weise rectificirbar, dass ihre Bogenliinge, gemessen von einem be- 
stimmten Anfangspunkte aus, immer proportional ist dem Abstande des 
Endpunktes des Bogens von einer festen Ebene durch den Anfangspunkt.*) 
Diese Higenschaft ist fiir die Evoluten ebener Curven charakte- 
ristisch, denn soll fiir eine Raumcurve die Gleichung bestehen: 


S—c= UZ, 


wo w und ¢ Constanten sind, so ist = = . , der Winkel, den die 
*) Johann Bernoulli (Mémoires de l’'Académie des sciences de Paris, année 
1732. S, 237) zeigte, dass die sphiirische Epicycloide, welche erzeugt wird, wenn 
ein grésster Kreis der Kugel auf einem festen kleinen Kreise rollt, auf diese 
Weise rectificirbar ist. Er ruft aus: «Propriété si singuliére, que je ne sai pas, 
si aucune autre courbe peut l’avoir». 
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178 P. Sricxket. 


Curve mit einer festen Richtung im Raume bildet, ist also constant, 
die Curve ist daher geodiitische Linie auf einem Cylinder und somit 
auch Evolute einer ebenen Curve. Hieraus folgt sofort die Richtigkeit 
des Satzes, dass alle algebraischen Raumcurven, welche in der an- 
gegebenen Weise rectificirbar sind, identisch sind mit den riumlichen 
Evoluten ebener algebraischer Curven. 

Noch eine dritte Betrachtungsweise fiihrt zu diesen Curven. Nach 
Bertrand*) sind die Curven, bei denen das Verhiltniss zwischen 
Kriimmung und Torsion constant ist, Schraubenlinien, das _heisst, 
geoditische Linien eines allgemeinen Cylinders. Fragt man jetzt nach 
den algebraischen Schraubenlinien, so erkennt man mit Leichtigkeit, 
dass eine Schraubenlinie dann und nur dann algebraisch ist, wenn 
man sie als Evolute einer ebenen algebraischen Curve ansehen kann. 

Endlich gelangt man auch noch zu diesen Curven bei der Frage, 
wann ein Cylinder algebraische geodiitische Linien besitzt. Soll ein 
Cylinder Linien dieser Art besitzen, welche nicht eben sind, so ist 
seine Grundcurve nothwendig die ebene Evolute einer ebenen alge- 
braischen Curve. Ist diese Bedingung erfiillt, so sind zunichst co! 
nicht ebene geodiitische Linien des Cylinders algebraisch; dass dann 
alle co? geodiitischen Linien des Cylinders algebraisch sind, folgt 
direct aus der Méglichkeit die geoditischen Linien des Cylinders auf 
der Fliiche so zu verschieben, dass sie geodatische Linien bleiben. 

Zur Erliuterung dieser Betrachtungen kénnen die cubischen 
Parabeln: 


y = A(sin a - at + /3 sin “T8 Yad t? + sin B - dt), 
e=at+ V3 cos £—8 ya t? + bt! 
dienen; a, b, a, B, A sind dabei willkiirliche Constanten. Fiir die 
Bogenlange s dieser Parabeln gilt die einfache Gleichuug: 
s—c=Y1+i?-z. 
Es mége noch bemerkt werden, dass diese cubischen Parabeln die 


einzigen Raumcurven dritter Ordnung sind, bei denen das Verhiiltniss 
zwischen Kriimmung und Torsion constant ist. 





5. Ist die gegebene Raumcurve (&, 4, §) sphirisch, so mége die 
Gleichung ihrer Kugel: 
Bat ear 
sein. Die Normalebenen der Curve gehen dann alle durch den Mittel- 
*) Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes. Journal de mathé- 
matiques pures et appliquées. T. XIII. 8. 423. 1848. 
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punkt dieser Kugel, umhiillen also einen Kegel, welcher aus der Kugel 
eine zweite sphirische Curve ausschneidet, deren Coordinaten mit 
Z,%, #2 bezeichnet werden sollen. P. Serret*) nennt diese Curve die 
sphirische Evolute der gegebenen sphirischen Raumcurve. Diese Be- 
zeichnung ist insofern mangelhaft, als diese Curve keine Evolute im 
Sinne von Monge ist (bei Abwickelung der Kegelfliche auf die Ebene 
geht sie in einen Kreis tiber), insofern aber zutreffend, als diese Curve 
von den gréssten Kreisen der Kugel umhiillt wird, welche auf den 
Elementen der gegebenen Curve senkrecht stehen, und die als 
sphdrische Normalen bezeichnet werden diirfen. Aus dieser EHigen- 
schaft erschliesst man, dass die Bogenliinge § sich von dem Radius der 
sphdrischen Kriimmung, namlich dem Bogen des gréssten Kreises der 
Kugel zwischen den Punkten (&, 7, ) und (%, ¥, 2), nur um eine 
Constante unterscheiden kann. In Folge dessen besteht fiir die Linge 
des Bogens $§ die Gleichung: 
sin 5 *0 — V@—s + g— ne + @— 8. 


Der Evolutenkegel liisst sich durch die Gleichungen darstellen: 





Yu, @= 


z= 
r 4 


ial 


t=-u, y= U, 


und das Quadrat seines Linienelementes dS ist daher: 
. ‘ >» as* 
dS? = du? + ue “—* 
Mithin lasst sich die Ebene 


== vw cos 


sl ol 


ae 
» H—wsin- 
r 


so in den Kegel verbiegen, dass die Geraden § = const. in die er- 
zeugenden Geraden des Kegels iibergehen. Eine beliebige Gerade der 
Ebene (=, H) geht bei der Biegung in eine geoditische Linie des 
Kegels tiber. Die Gleichung der geoditischen Linien ist daher: 


- 3— 
uw sin 





=h; 
(§, und & sind willktirliche Constanten), und die rechtwinkeligen 
Coordinaten 2, y, 2 eines Punktes der geodiitischen Linie sind: 


oot hy . hz 
panera, eo 3 — 3,’ 5 

















7 sin 








r sin 


Ist nunmehr die gegebene Curve algebraisch, so diirfen §, 7, € 
als algebraische Functionen einer unabhingigen Verénderlichen ¢ an- 





*) Théorie nouvelle géométrique et mécanique des lignes & double courbure, 
Paris 1860. 8S. 34. 


12* 
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gesehen werden. Die sphiirische Evolute (%, y, 2) wird durch die 
Gleichungen (J), (II) und 


BPe+y+w—r 
bestimmt, daher sind %, ¥, 2 algebraische Functionen von ¢. Mithin 
ist die sphirische Evolute einer algebraischen sphirischen Curve wieder 
eine algebraische Curve, welche die besondere Eigenschaft hat, dass 


sin -, das heisst der Sinus ihres auf den Radius r als Langeneinheit 


bezogenen Bogens, algebraisch von den Coordinaten abhingt. Das hat 
aber zur Folge, dass auch x, y,4 algebraische Functionen von ¢ sind, 
das heisst, dass alle geodiitischen Linien des Evolutenkegels einer 
algebraischen sphiarischen Curve algebraische Curven sind. Damit ist 
bewiesen, dass die Evoluten algebraischer sphirischer Curven wieder 
algebraisch sind, Diese Curven bilden also eine interessante Classe 
von algebraisch rectificirbaren algebraischen Raumcurven. 

Auf dieselben Curven kommt man auch durch die Frage nach 
den Kegeln, welche ausser den erzeugenden Geraden noch andere 
algebraische geodiitische Linien besitzen. Jeder solcher Kegel muss 
zunachst algebraisch sein. Seine Schnittcurve (Z, y, 2) mit der Kugel 
vom Radius r, deren Mittelpunkt im Scheitel des Kegels liegt, ist daher 
auch algebraisch. Bildet man jetzt die Gleichung der geoditischen 
Linien, so besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 


dass eine dieser Linien algebraisch ist, darin, dass sin = algebraisch 

von den Coordinaten %, y, Z abhiingt. Ist aber diese Bedingung er- 

fiillt, so sind alle geodiitischen Linien des Kegels algebraisch. Definirt 

man jetzt eine Curve (&, 7, €) dadurch, dass sie auf jener Kugel: 
C++ eer 

liegt, dass ferner der dem Punkte (%, 9, 2) entsprechende Punkt 

(E, 7, €) in der Ebene 


Bn & 
~ ww * | we 
dz dy da| 
dt dt at | 


liegt, welche durch die Tangente im Punkte (%, ¥, Z) und den Mittel- 
punkt der Kugel geht, und dass endlich der sphirische Abstand 5 des 
Punktes (€, 7, €) vom Punkte (z, 9,2) durch die Gleichung: 


sin °— 1 _V@— + G— w+ E— OF 
2r or 








bestimmt wird, so ist die Curve (%, 9, 2) die sphirische Evolute der 


algebraischen Curve (&, 7, §). Hiermit ist der Beweis fiir das Theorem 
erbracht: 
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Dann und nur dann besitet ein Kegel ausser den er- 
zeugenden Geraden algebraische geoddtische Linien, wenn er 
der Ewvolutenkegel einer algebraischen sphiirischen Curve ist; 
in diesem Falle sind alle geodétischen Linien des Kegels 
algebraisch rectificirbare algebraische Raumcurven, 


6. Die Betrachtungen der beiden vorhergehenden Abschnitte zeigen, 
dass die Untersuchung der Evolutenflichen mit Riickkehrkante zur Grund- 
lage eine Theorie der geoditischen Linien abwickelbarer Flichen mit 
Riickkehrkante haben muss. Diese Theorie lisst sich sofort ankniipfen 
an die Form des Quadrates des Linienelementes einer solchen Fliche, 
welche im zweiten Abschnitt entwickelt wurde. Es war 

dS? = (dp + d3)? + p?dt? = dl? + ({ — 3)? df?. 
Beachtet man nun, dass die Abwickelung auf die Ebene in diesem 
Fall mit der conformen Abbildung identisch ist, so ergiebt sich sofort, 
dass die Fliche (X, Y, Z) auf die Ebene (=, H) conform abgebildet 


wird, wenn man setzt*): 
= —t-cost + f ssint aa, H=sint — f 3 cost ds. 
Durch factorenweise Integration ergiebt sich daraus die fiir die folgenden 
Untersuchungen zweckmiissigere Form der Abwickelungsgleichungen : 
Z—p-cost+ f cost ds, H—p-sint + f sint aa, 


Hieraus findet man als Gleichung der geodiitischen Linien der ab- 
wickelbaren Fiche: 


p sin (k — ky) +f sin(k — k,) d3 =h, 


und fiir die Coordinaten x, y, 2 eines Punktes einer geodiitischen Linie 
erhilt man die Gleichungen: 


h—f sin (¢—t,) dg 
hi (a 


h— f sin (t—t,) ds 
es ) + b - sin (f — fy) ? 








h— f sin (t—t,) ds 

sin(f—f) 
Lisst man die willkiirliche Constante h variiren, wihrend f, einen 
festen Werth behalt, so bekommt man in der Ebene (=, H) eine 
Schar paralleler Geraden, auf der abwickelbaren Flache eine Schar 
geodiitischer Parallelcurven. 





e=jte 


*) Vgl. Darboux a. a. OU. T.I. 8S. 85. 
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Nunmehr werde angenommen, dass die Fliiche (X, Y, Z) alge- 
braisch sei; ¢, ), 3 modgen dann, wieder als algebraische Functionen 
einer unabhingigen Verianderlichen g angesehen werden. Ist jetzt eine 
geodiitische Linie dieser Flaiche algebraisch, so folgt aus den Glei- 
chungen fiir x, y, 2, falls diese Linie keine der erzeugenden Geraden 
ist, — und dieser Fall wird von jetzt ab ausdriicklich ausgeschlossen — 
dass nothwendig eine Relation der Form: 


(2) h— J sin(t — t,) d3 — A(q) sin(t —t,) 


besteht, in welcher A(qg) eine algebraische Function von gq ist. Aus 
dieser Gleichung folgt durch Differentiation: 


—_—" , (a dA dt 
sin (— — fF) Tq + aq) + cost — &) AZ =O, 


und da A“ nicht identisch verschwinden kann, so ist tg(f — f,) 
dq 


eine algebraische Function von q. Besitzt die Flache eine algebraische 
geoditische Linie, so ist mithin nothwendig sin(f — f,) eine alge- 
braische Function von g; dann aber gilt nach (2{) dasselbe von 
jsin(t — f)) a8; gilt es aber vom Integral, so folgt riickwirts durch 
Differentiation, dass es auch von sin(f—f,) gilt. Ist also eine 
geodiitische Linie, die zu einem bestimmten Werthsystem (f,, 2) der 
willkiirlichen Constanten gehért, algebraisch, so ist nothwendig 
fsin(t — t) d3 algebraisch. Diese Bedingung ist aber auch hin- 
reichend, und da sie die Constante h gar nicht enthalt, so ist damit 
der wichtige Satz gewonnen: 


Ist eine geodiitische Linie einer algebraischen abwickel- 
baren Fliiche eine algebraische Rawmcurve , so sind auch ihre 
siimmtlichen geodiitischen Parallelcurven algebraisch. 


Nimmt man jetzt im Besonderen an, dass die abwickelbare Fliche 
die Evolutenfliche einer algebraischen Raumcurve ist, so ist oben ge- 
zeigt worden, dass, sobald eine der Evoluten eine algebraische Curve 
ist, alle Evoluten diese Eigenschaft besitzen. Nach dem eben be- 
wiesenen Satze sind dann auch die geodiitischen Parallelcurven alge- 
braisch. Erinnert man sich nun der Construction der Evolute FE, E’, E”,... 
so wird man sofort erkennen, dass die Evoluten mit ihren geodiitischen 
Parallelcurven die Gesammtheit der geoditischen Linien der Fliche 
(abgesehen von den erzeugenden Geraden) bilden, das heisst: 


Ist eine abwickelbare Fliche Evolutenfliche einer alge- 
braischen Curve, deren Evoluten algebraisch sind, so sind 
simmtliche geoditische Linien dieser Flache algebraisch. 

Bei der Formulirung dieses Satzes durfte der Zusatz ,,Fliche mit 
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Riickkehrkante“ weggelassen werden, da der entsprechende Satz fiir 
Cylinder und Kegel oben bewiesen wurde. 

Die Evoluten einer algebraischen Curve waren nach dem dritten 
Abschnitte dann und nur dann, algebraische Curven, wenn der Sinus 
der totalen Torsion der Evolvente algebraisch von den Coordinaten 
abhing. Die Bedingungen, welche in diesem Abschnitte fiir die Existenz 
algebraischer geoditischer Linien auf algebraischen abwickelbaren 
Flachen ermittelt wurden, bezogen sich auf die Natur der Riickkehr- 
kante der betrachteten Fliiche. Im Falle der Evolutenflichen ist die 
Riickkehrkante identisch mit der Curve der Mitelpunkte der Schmiegungs- 
kugeln fiir die gegebene Raumcurve. Dann aber zeigen die geometrischen 
Betrachtungen des dritten Abschnittes, dass-d®— df ist*), sodass 
sin (® — #,) und sin(f — f)) bei geeigneter Wahl des Anfangspunktes 
der Zihlung mit einander identisch werden. Dass es bei den Evoluten- 
flichen schon geniigt, wenn sin(f— f,) eine algebraische Function 
von q ist, beruht darauf, dass bei diesen Flichen eine Schar geo- 
ditischer Linien mittelst einer einzigen Quadratur bestimmbar ist, 
wihrend bei der allgemeinen abwickelbaren Flaiche zur Bestimmung 
einer geoditischen Linie zwei Quadraturen erforderlich sind. Ent- 
sprechend ergiebt sich bei den Evolutenflichen aus der Existenz einer 
einzigen algebraischen geodiitischen Linie, dass alle geoditischen Linien 
der Fliche algebraisch sind, bei den allgemeinen abwickelbaren F lichen 
aber kann man erst dann erschliessen, dass fsin (€ — f,) d3 fiir 
beliebige Werthe von f, eine algebraische Function von g ist, wenn 
man dies fiir zwei specielle Werthe von f, weiss, wenn also die Existenz 
von zwei algebraischen geoditischen Linien bekannt ist, die nicht 
geoditische Parallelcurven sein diirfen. 

Zum Schluss soll noch gezeigt werden, dass die Bedingung dafiir, 
dass simmtliche geodiitische Linien einer algebraischen abwickelbaren 
Flache algebraische Curven sind, eine einfache geometrische Bedeutung 
besitzt. Es wird durch: 


== ff cost aa, H= sinf d3 


die Curve in der Ebene (=, H) dargestellt, welcher auf der Fliche die 
Curve p = 0 entspricht, also die Curve, in welche die Riickkehrkante 
der Fliche bei der Biegung in die Ebene (=, H) iibergeht. Da nun 
jene Bedingung besagt, dass = und H algebraische Functionen von 
q sein sollen, so folgt: 


*) Nach Lancret (Correspondance sur 1’Ecole polytechnique, T.I. S, 51 
an XIII) riihrt diese Bemerkung von Fourier her, ebenso die reciproke: dass 
der Torsionswinkel der Curve der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln gleich 
dem Contingenzwinkel der gegebenen Curve im entsprechenden Punkte ist, 
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Sind stimmtliche geodiitische Linien einer algebraischen 
abwickelbaren Fiche algebraisch, so geht die Riickkehrkante 
bei der Abwickelung der Fliche auf eine Ebene in eine ebene 
algebraische Curve iiber , 


und als Corollar dazu ergiebt sich: 


Hat eine algebraische Raumcurve algebraische Evoluten, 
so geht die Curve der Mittelpunkte ihrer Schmiegungskugeln bei 
der Abwickelung der Evolutenfliche auf eine Ebene in eine 
ebene algebraische Curve tiber. 


Halle a./S., im December 1892. 














Ein Beitrag zur Transformationstheorie der elliptischen Func- 
tionen mit einer Anwendung auf Zahlentheorie. 


Von 


Herwricn Weser in Gottingen. 


§ 1. 
Die Schlafli’schen Modulargleichungen. 


In meinem Buche ,,Elliptische Functionen und algebraische Zahlen“ 
(Braunschweig 1890) habe ich fiir die Darstellung der Transformations- 
theorie drei Functionen des Periodenverhiltnisses f(m), f,(@), f,(@) 
benutzt, die mit den Jacobi’schen Moduln k, k’ durch die Gleichungen 
zusammenhingen : 


‘/, 12/773 12 / Zs 
2 ‘ _ k? . ke 
(1) f@)= a fo= VE. ho)=Va/ e 
Zwischen diesen Functionen bestehen die identischen Relationen 
8 a 
‘a f+ h=Py 
fh; he _— V2, 


und die Transformation erster und zweiter Ordnung ist in den Formeln 
enthalten: 


fo+l=e “f,(0), f(—=) =e), 


(3) f(o+l)=e *f@), f(—2) =f), 


f,(@ +1) =e” f(a), f(— *) =f4(@), 


f\(2@) fo(@) = 2, 
. —1\_. 9 
f(o) rS) as V2. 
Aus (3) lassen sich die allgemeinen Formeln fiir die lineare Trans- 


formation gewinnen, von denen ich eine, die in § 35 meines erwihnten 
Buches abgeleitet ist, hier anfiihre. 


(4) 
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Sind a, 8, y, 0 ganze Zahlen, die der Gleichung 
ad — By =1 
und ausserdem der Congruenz 


a+p+y-+d=0 (mod. 2) 


geniigen, so ist 


é 
(5) f(LE=2) = ef(o), 
wenn ¢ eine 24'¢ Kinheitswurzel ist und naher bestimmt wird durch 
— 248 (aiy—a)—(a?-1) 88) — 52! (@—pyatp-+y—d) 
(6) e=(—= 26 oF | et 
Die Functionen f, f,, f, sind also nach der Bezeichnung von Klein 


Modulfunctionen 48'« Stufe. 
Ist nun » eine Primzahl, grésser als 3, so besteht zwischen den 
Grdéssen 
u=f(o), v—f(no) 
eine algebraische Gleichung, die in Bezug auf uw und v symmetrisch, 
fiir jede der beiden Gréssen vom n- 1'" Grade ist und rationale 
Coéfficienten hat. Die tibrigen Wurzeln dieser Gleichung sind 


(7) m% = f(A"), h=0 (mod. 48), 


wenn / ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul » durchlauft 
und durch 48 theilbar angenommen wird. Diese Gleichung habe ich 
die Schlafli’ sche Modulargleichung genannt., 
Ich beschiftige mich in dieser Mitiheilung mit dem Falle dass 

(8) n = — 1 (mod. 24), 

und besonders mit den beiden Primzahlen » = 23, 47, bemerke aber, 
dass dieselbe Methode auch fiir andere Primzahlen mit Nutzen an- 
gewandt werden diirfte. In diesen Fillen kann man, wie ich in § 77 


meines Buches gezeigt habe, der Modulargleichung folgende Form 
geben: Man setze 





2 12 2 
(9) 4=()+(Q), Bow+ ii 
dann hat die Modulargleichung die Gestalt 

n+l n—1L 
(10) A“ — B* 4 4(A, B)=0, 


wo (A, B) eine ganze rationale Function von Aund B ist, von den Graden 
n n+ 1 1 n—1 
+ ek Ti ell 
in Bezug auf diese beiden Variablen. 
Fiir » — 23 ist also ® von A unabhingig und vom 10'° Grade 
in Bezug auf B, fir »— 47 ist linear in A und vom 22' Grade in B. 
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§ 2. 
Hilfsmittel zur Berechnung der Coéfficienten der Modulargleichung. 


Friiher pflegte man die Coéfficienten der Modulargleichung dadurch 
zu berechnen, dass man in die mit unbestimmten Coéfficienten ge- 
schriebene Modulargleichung fiir die Functionen wv, und v Reihen- 
entwicklungen einsetzte, und dann die néthige Anzahl linearer Glei- 
chungen fiir die Coéfficienten dadurch erhielt, dass man die Coéfficienten 
der einzelnen Potenzen gleich Null setzte. 

Einen anderen Weg habe ich fiir die Transformation 23'" Grades 
in meinem Buche eingeschlagen (§ 99), und dieser Weg ist es, den 
ich hier noch etwas weiter verfolgen will. Er beruht darauf, dass 
man aus der Theorie der complexen Multiplication fiir besondere 
Werthe von A die zugehérigen Werthe von B, oder wenigstens die 
Gleichungen, durch die diese Werthe bestimmt werden, berechnen 
kann, und so direct zur Kenntniss der Function (A, B) gelangt. 
Fiir die Faille n = 23, n = 47 fiihrt dieser Weg leicht zum Ziel, und 
zwar fiir » = 23 in zwei verschiedenen Formen, deren Vergleichung 
ein interessantes Resultat ergiebt. 


Wenn wir 
(11) u'? axe - yl? 
setzen, so wird 
(12) A=+2, 


und wenn wir fiir jeden dieser beiden Werthe die zugehérigen Werthe 
von B, deren es nm —1:2 giebt, kennen, so kénnen wir nach (10) 
fiir den Fall » = 23 die Function @, die von A unabhingig ist, in 
zwei verschiedenen Formen berechnen, und fir »=—47, wo ® in 
Bezug auf A linear ist, erhalten wir zwei Gleichungen, um die beiden 
Coéfficienten dieser linearen Function vollstindig zu berechnen. 

Wir haben also die Bedingung aufzusuchen, dass fiir einen der 
Werthe (7) die Relation (11) befriedigt ist. Nach (5), (6) ist hierfiir 
die hinreichende (und wie sich anderweitig beweisen lisst auch noth- 
wendige) Bedingung 
(13) h+o ytdo 


n a-+ po 
(14) ad —By=1, a+f6+y+0=0 (mod. 2). 
Es ist also @ die Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Coéfficienten, die wir in der Form 
(15) aa’+6ba+c=0 
annehmen wollen, worin a,b,c ganze Zahlen, 6 = 1 oder = 2 und 


a, 6b,¢ ohne gemeinsamen Theiler sind, und wenn 6 = 1 ist, auch b 
ungerade vorausgesetzt werden kann. 
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Aus (13) aber folgt 
Bo? + (a+ ph—nd)a+ ha — ny =0, 
und die Vergleichung mit (15) ergiebt, wenn x ein noch unbestimmter 
ganzzahliger Factor ist. 
B=az, a+ ph—nd—obdz, 
ha—ny=cxz, a—pPph+nd—2y, 
worin y eben durch die letzte Gleichung definirt ist, und wegen (14) 
eine ganze Zahl sein muss. Ebenso ergiebt sich aus der zweiten 
Gleichung, dass, wenn x ungerade ist, 6 —2 sein muss. Wir er- 
halten nun hieraus 
qm 28 4g, ha—ny = cz 
(16) h = 0 (mod. 48), 
B= az, hp —nd = _ y, 


und wenn wir die Determinante bilden und 


4ac — o*b? = o?m 
setzen: 
om 


(17) nam —— 2 + y’. 
Wenn m so bestimmt ist und ausserdem 
(a + c)x=0 (mod. 2), 
30 lassen sich die Gleichungen (16) und (14) befriedigen und aus 
(5), (6) ergiebt sich 





(18) fCt®) = ef(o), 
also 
gp Bias 
— a * 3 
( 19) A ( ] ) : ? 
B=w + w 
wenn 
(20) w* = éf(w)’, 
und hierin ist 
‘ —ob+ oV—m 
(21) oe i, 


so dass B aus den Gleichungen fiir die complexe Multiplication be- 
stimmt werden kann. 

Ist x wngerade, so ist 6 =2 und a+ gerade, also, da a, ob, c¢ 
keinen gemeinsamen Theiler haben sollen, @ und ¢ ungerade, also 
nach (17) (da » =— 1) 

m=—1—y, ac=b?—1—y’ (mod. 4), 
also 
b =y (mod. 2) 
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und folglich 
b? = y* (mod. 4), 
also 


ac = — 1 (mod. 4) 
oder 


a +c=0 (mod. 4), 
A = 2(— 1)’. 
Ist aber x gerade, so muss 6 = 1 sein, und # kann nicht durch 
4 theilbar sein, da sonst nach (17) 
n = y* (mod. 4), 
was der vorausgesetzten Congruenz 
n = — | (mod. 4) 


widerspricht; also ist 6 ungerade und mithin m ungerade, y gerade, 
also 


und daher nach (19) 


1 6 
ac="+!—¥ (mod, 2). 


Wenn wir also voraussetzen, dass a und ¢ nicht beide gerade 
sind, so folgt hieraus nach (19) 
am 
A=2(-—1)* . 
Fiir unsere Aufgabe haben nur die beiden Werthe «—1 und 
x == 2 Interesse. Beschrinken wir uns darauf und nehmen ausserdem 
an, dass a und c niemals beide gerade sind, und a nicht durch n 
theilbar ist, so kénnen wir, wenn r eine ganze Zahl bedeutet, 
Y=TL, LO=—2 
setzen und unsere Formeln gehen in folgende iiber: 


a=b+rz, ha—ny—cz, h =0 (mod. 48) 
— . ? 


b= az, hp —nd=b—rz, 
(22) vac—b—m, m=n— x?r’, 
ou a. 
ax 
A=2(— 1), 
23 2 
(23) B=w +, w? = éf(@)’*. 


Zur Bestimmung von h erhalt man aus (22) die Congruenz 
(24) hax =b— rx (mod. n). 

Verwandelt man r in — 1, so bleibt m ungetindert, wihrend sich 
h dndert, wenn nicht r = O ist. 
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§ 3. 
Die reellen Werthe von B. 


Die Werthe von B, wie sie in (23) festgestellt sind, geniigen als 
algebraische Zahlen der complexen Multiplication gewissen ganzzahligen 
Gleichungen, deren Grad der Zah] der Classen erster oder zweiter Art 
der Determinante — m gleich ist. Die verschiedenen Wurzeln dieser 
Gleichungen entsprechen den verschiedenen nicht fquivalenten Formen 
der Determinante — m. Um diese Gleichungen aufzustellen, miissen 
wir die Werthe von B etwas genauer betrachten, wobei es tibrigens 
geniigt, wenn wir fiir jede Discriminante eine specielle Form betrachten, 
wenn wir nur iiber die Realitit und das Vorzeichen von B urtheilen 
kénnen. 


In dem Falle « = 1 kénnen wir uns auf die Betrachtung der Form 
a=1, b=-r, c=n 
beschrinken, wodurch wir aus (23) und (6) erhalten 
(25) w? = f(Y—m)’,  f(Y—m)’, 
worin das erste bei geradem r und ungeradem m, das zweite bei un- 
geradem ry und geradem m gilt. 
Es ist also w* und mithin auch B reell und positiv. 
Fiir «=—=2 werden die Werthe von w? nicht reell; unter den 


Werthen von B ist aber ein reeller positiver, den wir aufsuchen 
miissen. 


Schreiben wir zu diesem Zweck nach (4) B in der Form 


— 2 
(26) B= sf(o + (G55): 
Wenn nun @ der Gleichung 


(27) ao’? -+ba+c=—0 


geniigt, so ergiebt sich fiir 


& 
— 


+i 


, 


Oo = 


die Gleichung 
(28) (a—b+c)@*?+2(a—c)o+(a+b+ 0). 


Wenn r und mithin a und c ungerade sind, so ist diese Gleichung 
primitiv und ist, nach der Gauss’schen Bezeichnung, von der ersten 
Art; es ergiebt sich also dann fiir B kein Werth, der nicht schon in 
dem Falle «1 mit behandelt ist. Ist aber r gerade, so hat diese 
Gleichung den Theiler 2. 
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Sie wird zu (27) entgegengesetet, also {(@’) conjugirt imaginir zu 
f(@), wenn 


a—b+c=2a, 


also 
b=c—a 
angenommen wird; dies fiihrt fiir m zu der Bestimmung 
4ac—(c—a)*?*=—m. 


Ohne uns auf die allgemeine Untersuchung dieser Gleichung hier 
einzulassen, bemerken wir nur, dass sie fiir die einzigen hier in Be- 
tracht kommenden Fille durch folgende Annahmen befriedigt ist: 


m= 7, (a,b,c) =—(1, 1, 2), 
m=23, (a,b,c) =(2, 1,3), 
m=31, (a,b,c) = (2, 3,5), 
m=47, (a, b,c) = (3, 1, 4), 


und die Berechnung von B nach den Formeln (22), (23), (6) fihrt 
fiir diese Fille zu folgenden Werthen: 


m= 7, Bap, (2+=*)' +7,(=24E8), 


; 
m = 23, B=, (2+2=%)' + 4, (+52), 
meaSi, Bos, (Stow) 4 7p (—et em), 
mana, Benes) +4): 








(27) 





Dass diese Werthe positiv sind, ergiebt sich aus der Discussion 


der Function 

A + ta? + f(—& + tap 
fiir ein beliebiges positives constantes a. Diese Function ist fiir reelle 
Werthe von & reell, ist positiv fiir  — 0, und verschwindet fiir § = 6 
aber fiir keinen kleineren Werth. 

Diese Gréssen B sind Wurzeln von irreducibeln algebraischen 
Gleichungen der Grade 1, 3, 3, 5, die immer nur eine reelle Wurzel 
haben, die iibrigen Wurzeln erhilt man, wenn man in den Ausdruck 
fiir w? statt m die Wurzel einer zu einer anderen Classe gehérigen 
Form setzt. 

Fiir die wirkliche Ausfiihrung der Rechnung ist es bequemer, in 
den Fallen m = 23, 31, 47 fiir B nicht die Wurzeln (27) sondern 
die zur Hauptform gehérigen Wurzeln zu benutzen. Diese sind, wenn 
wir m = 7 nochmals hinzufiigen: 














192 





Hernricne Waser. 








s- 1, Bag Ct) + (ey 
i 2 
m= 23, Bam f, (th) 4 ssa 
(28) . 
m=31, B=f, (MtF—#)4 


m=41, Bas (Bt) 4 





cc 
(CE ad 
et=ay 


§ 4. 


Die Aufstellung der Gleichungen fiir B. 


In meinem vorhin erwihnten Buche habe ich Gleichungen auf- 
gestellt, deren Wurzeln 


f (/— m) bei geradem m, 


AV— 


-m) bei ungeradem m 


sind. In den Fallen 6 = 2, wo es sich um Formen erster Art handelt, 
ist oben (25) B direct durch diese Gréssen ausgedriickt, und die Be- 


rechnung der Gleichungen fiir B aus den Formeln 


, die im Anhang 


meines Buches zusammengestellt sind, bietet keinerlei Schwierigkeiten. 
Man findet so die Gleichungen 


m= 7, 
m= I11, 
m= 14, 
m = 19, 
m = 22, 
m = 23, 
m = 31, 
m = 38, 
m = 43, 
m = 46, 
m = 47. 


Etwas umstindlicher ist die Rechnung fiir 6 = 


B—3=0, 

B + 2B? — 10B — 22 =0, 
B—4B+2=—0, 
B—6B°?+ 10B—6=0, 
B—4=0, 

Bs —5B?+4B—-1=0, 
Bs —17B — 27=0, 

B} — 22B —40=0, 

Bs — 62 B—54—0, 
Be—~4B—14—0, 


B> — 4B — 22 B® + 35B? + 82B— 121=0. 


1, wo die Formen 


von der zweiten Art sind; dariiber sei hier noch folgendes bemerkt. 
Wir setzen, indem wir die Ausdriicke (28) anwenden (und x jetzt 
in einem anderen Sinne brauchen wie oben) 


V2a—f(Y¥—~m). 
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Dann haben wir in den vier Fillen (28) fiir x die Gleichungen 





m= 7, #2 —1l=0O, 
(30) m=23, #2 —x—1=0, 

m=31, 2—2?—1=0, 

m= 47, 2 —g— 22?-—24—1=—0. 
Wir setzen 

° =f (#t*), b= 3 fir m= 7, 28, 
(31) 


y= fh (=+F=*), b—=7 fiir m= 31, 47. 
Nach (3) und (4) ist aber, 





— oni 
b a ininccaeil — — 
f, (2 +L—™) ¢ Vm) me * 72, 
also 
oni 
f (* + —*) e § 
se ai o 
und demnach folgt aus (2) 
A OF ee = 


vv,> = — 162%, 
also, wenn ¢ eine unbestimmte Griésse ist . 
(t—v,*) (t+ 0°) = # — 5 + 1628, 
Wenn wir also aus der Gleichung 
(32) 162° + Pa —t=—0 


und aus einer der Gleichungen (30) a eliminiren, so erhalten wir eine 
Gleichung, die in ¢ vom Grade 2, 6, 6, 10 ist, und die eine Wurzel 
v,° hat. 


Es zeigt sich aber, dass diese Gleichung nur von der Verbindung 
16 
t+ 


abhingig gemacht und also in eine Gleichung fir B* verwandelt 
werden kann. Aus dieser Gleichung lisst sich ein Factor abspalten, 
der eine Gleichung fiir B? liefert, und daraus wieder einer fiir B. Die 
Auswahl des richtigen Factors wird eben dadurch bestimmt, dass eine 
seiner Wurzeln reell und positiv sein muss. 

Die Elimination wird am leichtesten dadurch vollzogen, dass man 
aus (30) zuniichst eine Gleichung fiir 2° ableitet, und dann (32) als 
quadratische Gleichung fiir z* auffasst. 


Mathematische Annalen, XLIII. 13 








194 Hernricn Weser. 


So sind folgende vier Gleichungen berechnet. 

m= 7, B-—1i=0, 

m=23, BS—5B?+8B—5=0, 

m=31, B+4BP—B—13=0, 

m=47, B+ 8Bt+ 14B5 — 41B — 162B— 145=—0. 


§ 5. 
Die Modulargleichung fiir den 23°" und 47" Transformationsgrad. 


Wenn wir die Resultate, die wir gewonnen haben, zusammen- 
stellen, so erhalten wir folgende Uebersicht 





n=23. A=+2, m=23 
= 9) 2, 
m= 7 
A=—2, m= 22 - 
6=—2 
m= 14 ' 
m= 13 
o=1 
m= _ ; 
n = 47 A=+2, m= 47 
m = 43 ile 
m = 3l 
m= 11 
tank owt 
= 35 == 2, 
m == 22 
m = 47 — 
m = 3) 


Die Modulargleichung ist fiir » — 23 in Bezug auf A linear, in 
Bezug auf B vom 11" Grad, fiir » = 47 in Bezug auf A quadratisch, 
in Bezug auf B vom 23'" Grad. 

Fir » = 23 setzen wir die Modulargleichung in eine der beiden 
Formen 


(33) A hee n= 23. 
A+2=—9,(B). 
Fiir n = 47 setzen wir sie in die a 
(34) A?— 4—= 44? » (B) —4—=* 0,(B). 





»> 











»> 
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Dann sind 9,, 9, ganze rationale Functionen vom 11" Grad, %,, %, 
vom 23'e* Grad, in denen die héchste Potenz den Coefficienten 1 hat. 
Diese Functionen sind aber, da wir die Werthe von B fir A =-+- 2 
kennen, (oder wenigstens die rationalen Gleichungen, deren Wurzeln 
sie sind) véllig bekannt. Es ist nur noch zu beachten, dass jeder 
Factor, der einem Werthe m < m entspricht, doppelt vorkommt, und 
nur die Factoren, die dem Werthe m = entsprechen, einfach. 
Hiernach ist 


,(B) = (B—3)?(B® —6 B?+ 10 B—6)? (B85—5 B?4+.4B—1), 
,(B) = (B—1)? (B?— 4B+2)? (B—4) (B3—5 B?4+8B—1), 


,(B) = (B3+2 B?—10B — 22)? (B,—17B—27)? 

(B’—26 B—54)’ (BS — 4 B4— 22 B34 35 B?+4+.82 B—121), 
, (B) = (B—4)? (B22 B--40) (B?— 4B—14) 

(B+ 4B— B—13)(B>48B'+ 14 B3—41 B*—162B—145). 


§ 6. 
Anwendung auf die Pell’sche Gleichung. 

Es hat sich im Vorhergehenden die Modulargleichung fiir die 
Transformation 23'* Grades in zwei verschiedenen Formen ergeben, 
von denen die erste bereits in meinem Buche mitgetheilt ist. Aber 
die Vergleichung der beiden Formen ergiebt ein merkwiirdiges Resultat. 

Es folgt niimlich aus den beiden Gleichungen (33) die Identitét 

%, (B) iy (B) = 4, 
die wir in der Form schreiben wollen 
(35) X*M— Y*N=1 
wenn 
2X = (B—1) (B’—4B-+ 2) (B—4), 
2Y = (B—3) (B’—6B*+10B—6), 
M= B’—5B + 8B —5, 
N= B’—5B°+4B—1. 
Setzt man fiir B irgend eine beliebige ganze Zahl, so gehen 
X, Y, M, N 
in ganze Zahlen 
BN wy ¥ 
tiber, die der Gleichung 
(36) eu —yv—1 
geniigen, Diese Gleichungen sind aber specielle Fille der Pell’schen 
Gleichung. 


13* 
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Die Pell’sche Gleichung ist, wenn D irgend eine positive nicht 
quadratische ganze Zahl ist 


(37) 2? — Dy? =1, 

und soll in ganzen Zahlen gelést werden. Wenn D eine zusammen- 
gesetzte Zahl — wy ist, so kann man in manchen Fillen, aber bei 
weitem nicht in allen, die Gleichung (36) in ganzen Zahlen &, 7 
lésen und man erhilt daraus eine Lésung von (37), wenn man 


a+VDy = (€Vut+nyr) 
setzt. 


Solche lésbare Gleichungen (34) und zugleich ihre Lésung ergiebt 


die Gleichung (35) in beliebiger Menge, wenn man fiir B eine beliebige 
ganze Zahl setzt. 


Fir B= 0 erhilt man z. B. 

@?—5.4=—1. 
Fiir B = 2 ergiebt sich 

?.5—2?—1, 
und fir B=7 

vy = 149, y= 25.5; 

es sondert sich also im letzten Fall von v noch ein Quadrat ab, was 
mit 7? vereinigt werden kann, und man erhilt 


207? . 149 — 1130?.5 = 1. 
Erhebt man 
207 149 + 1130/5 
ins Quadrat, so erhilt man die Lésung der Pell’schen Gleichung 
a? — 145y? = 1, 
namlich 
xz = 12769001, y = 467820, 
und dies ist in der That nach der Legendre’schen Tafel die kleinste 
Lésung. In den Beispielen die ich berechnet habe, ergab sich immer 
die kleinste Lésung, indessen ist es doch sehr zweifelhaft, ob dies 
allgemein gilt. Man kommt natiirlich bald auf sehr grosse Zahlen, 
die tiber den Bereich der vorhandenen Tafeln hinausgehen. *) 
Eine Identitaét derselben Art, noch etwas einfacher, lasst sich auch 
aus der Transformation 11'** Grades ableiten: 


(B—1)? (B°+2B°?+2B-+ 2) — (B+1) (BS—2B?+ 2B—2)—4. 
Goéttingen im Februar 1893. 


*) Legendre, Zahlentheorie Bd. I. Degen, Canon Pellianus, Kopenhagen 
1817. Degen giebt zwei den unsrigen thnliche Identititen an, die sich ebenso 
zur Lisung der Pell’schen Gleichung anwenden lassen: 

a(x — 3)? — (@ — 4) (a — 1)? —4, 
(a3 + 62? + 9x”-+ 2)* — a(a + 4) (w+ 3)? (w+ 1)? = 4. 
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Ueber Functionen ‘von Vectorgréssen, welche selbst wieder 
Vectorgréssen sind. Eine Anwendung invariantentheoretischer 
Methoden auf eine Frage der mathematischen Physik. 


Von 


Heinrich Burkuarpt in Gottingen. 


§ 1. 
Fragestellung. 


Herr P. Drude ist durch seine vergleichende Untersuchung der 
verschiedenen Lichttheorien*) auf folgende Frage gefiihrt worden: 


Gegeben seien eine beliebige Anzahl von Vectorgrissen, Functionen 
der Lage eines oder mehrerer Punkte; man soll auf die allgemeinste 
Weise Functionen derselben und ihrer Differentialquotienten nach den 
Coordinaten bestimmen, welche selbst wieder Vectorgrdssen sind. 

Beschrankt man diese Aufgabe auf die Bestimmung solcher Vecioren, 
deren Componenten rationale ganze Functionen der Componenten der 
gegebenen Vectoren sind — auf die Bestimmung ,,rationaler ganzer 
Vectorfunctionen“‘, wie wir uns im folgenden ausdriicken wollen —, 
so gestattet sie eine einfache Lésung mit Hilfe gewisser invariantentheo- 
retischer Methoden, welche bis jetzt wohl nirgends in den Dienst der 
mathematischen Physik getreten sind. In der Sprache der Invarianten- 
theorie wiirde nimlich die dergestalt eingeschrinkte Aufgabe folgender- 
massen lauten: 

Der Betrachtung zu Grunde gelegt sei die orthogonale Gruppe in 
3 Variabeln, d. h. die Gesammtheit derjenigen homogenen linearen 
Substitutionen : 


US Hy + Oy oyY + O92, 
(1) Yo = Oy, 2+ yoy + O32, (@j4 = Ge ;) 
B= Oy L + Oyoy + M58, 


deren Coefficienten den bekannten Relationen: 


*) Géttinger Nachrichten, Jahrg. 1892, p. 366. 
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(2) ei + 13 + 1g SH 1, yy gy Hyp Gog 13 Gog = 0, ete. 


geniigeleisten. Gegeben seien ferner eine beliebige Anzahl Reihen 
von je 3 Variabeln: 


(3) Hy Yr 9 85 Voy Yor Za5 + + + Lmy Ymy Sm 


welche gleichzeitig den Substitutionen (1) unterworfen werden; ferner 
eine beliebige Anzahl Reihen von je 3 Functionen dieser Variabeln: 
(4) Uy, Vy, Wy5 Ug, Vp» Wo3 +. Un, Uny Wn, 
welche so beschaffen sind, dass die Functionen jeder Reihe sich ebenso 
wie die z, y, 2 (zu ihnen ,,cogredient“) unter sich substituiren, wenn 
diese den Substitutionen der Gruppe (1) unterworfen werden, Man 
sucht alle Tripel von solchen rationalen ganzen Functionen der u, v, w 
und ihrer Differentialquotienten nach den x, y, 2, welche dabei ebenfalls 
dieselben Substitutionen erfahren. 

Ein einfachstes Tripel solcher Functionen ist z. B.: 
(5) Vy Wg — W102, Wig — Uj, WQ, UV. — UY; Uy. 

Seien U, V, W irgend welche Functionen der verlangten Art, 
—, 7, § Gréssen, welche sich zu den z, y, 2 ,,contragredient“ sub- 


stituiren, so ist es eine in der Invariantentheorie wohlbekannte und 
vielbeniitzte Thatsache, dass der Ausdruck: 
(6) UE+ Vn+ WE 
sich nicht andert, wenn die U, V, W irgend eine (auch eine den 
Bedingungen (2) nicht gentigende) Substitution (1) und die &, 7, € 
gleichzeitig die zu dieser duale Substitution erfahren. Aber jede den 
Bedingungen (2) geniigende Substitution ist mit der zu ihr dualen 
identisch; man braucht deswegen zwischen cogredienten und contra- 
gredienten Variabeln hier tiberhaupt nicht zu unterscheiden und erbiilt 
demgemiss folgenden Satz, dessen Richtigkeit tibrigens auch unab- 
hangig von jenem allgemeinen invariantentheoretischen Ansatz eine 
einfache Rechnung bestitigt: 

Nimmt man ein (n+ 1) System cogredienter Grissen u,, vy), W, 
(die Componenten eines (n-++-1)"" Vectors) hinzeu und bildet eine Funce- 
tion der (n+-1) Variabelnreihen: 


(7) Up» Vor Woy Uy, Vp, Wis Ugy Vg, Wy} ++ + Uny Un, Wn, 


welche die U,, Vy, Wy nur linear enthidlt, und welche in sich tibergeht, 
wenn die Variabeln aller dieser Reihen cogredient den Substitutionen 
der orthogonalen Gruppe unterworfen werden, so bilden die Coefficienten 
VON Uy, Vo, Wy m dieser Function ein Functionentripel der verlangten 
Eigenschaft; wnd alle Functionen, welche diese Eigenschaft besitzen, 
kinnen auf diesem Wege erhalten werden. 

Eine Function der in diesem Satze bezeichneten Art wird als eine 
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Invariante*) der (n + 1) Werthsysteme (7) gegeniiber der orthogonalen 
Gruppe oder als eine scalare Function von (n+ 1) Vectoren be- 
zeichnet, 


§ 2. 
Die einfachsten rationalen ganzen Invarianten der orthogonalen 
Gruppe. 


Wir betrachten nunmebr zuniichst den Fall, dass es sich um 
Functionen der u, v, w allein, nicht auch ihrer Differentialquotienten 
handelt. Um solche zu erhalten, diirfen wir ankniipfen an einen Satz, 
der in den neueren Untersuchungen tiber Metrik im Raume eine funda- 
mentale Rolle gespielt hat**): alle Invarianten der Gruppe der 
euklidischen Bewegungen des Raumes lassen sich ausdriicken durch 
solche, welche nur zwei Variabelnreihen (die Coordinaten zweier Punkte) 
enthalten; diese sind ihrerseits Functionen je einer einzigen: 


(8) Qin = (Use — tea)? + (V4 — 02)? + (t7— 04)? 
In unserem Falle haben wir es mit derjenigen Untergruppe dieser 

*) Bei Gelegenheit dieser Bezeichnung sei folgende Bemerkung grund- 
sitzlicher Art gestattet. In der allgemeinen Theorie des Hrn, Lie (vgl. z. B. 
Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Bd. I (Leipzig 1888) p. 95) 
wird als Invariante eine Function der Variabeln bezeichnet, welche von den 
Transformationen der betr. Gruppe in sich tibergefiihrt wird. Die gewdhnlich 
im engeren Sinne als Invariantentheorie bezeichnete algebraische Disciplin unter- 
wirft Formen mit allgemeinen Coefficienten den Transformationen der von ihr 
untersuchten Gruppe und versteht unter einer Invariante schlechthin eine in- 
variante Function dieser Coefficienten, wihrend sie solche Functionen der Variabeln 
allein als identische Covarianten, solche der Variabeln und der Coefficienten als 
Covarianten schlechthin bezeichnet. Soweit handelt es sich nur um eine Ver- 
schiedenheit der Terminologie; aber dariiber hinaus haben es die algebraischen 
Invariantentheoretiker bequem gefunden, die Variabeln selbst als Coefficienten 
neuer (linearer) Formen aufzufassen und dergestalt fiir ihr Gebiet die Theorie der 
Covarianten (einschliesslich der identischen) auf die der Invarianten (das Wort 
in ihrem Sinne genommen) zuriickzufiihren. Die Vortheile, welche diese Auf- 
fassungsweise namentlich fiir die Aussprache der Saitze gewiihrt, sollen nicht be- 
stritten werden; aber dass diesen Vortheilen bei der ,,allgemeinen projectiven 
Gruppe“ nicht gréssere Nachtheile gegeniiberstehen, beruht wesentlich auf der 
geringen Zahl der identischen Covarianten dieser Gruppe und es darf daraus nicht 
geschlossen werden, dass das gleiche auch bei anderen Gruppen stattfindet. 
Schliesslich ist doch der Begriff der identischen Covariante ein einfacherer und 
elementarerer als der der Invariante einer Form, und ich kann mich daher der 
namentlich von Hrn. Study (vgl. Methoden zur Theorie der terniren Formen 
(Leipzig 1889) p. 7ff.) verfochtenen Auffassung nicht anschliessen, welche in dieser 
Zuriickfiihrung einen Fortschritt zu grésserer innerer Harmonie sieht und sie dem- 
gemiiss immer vornehmen will, Fiir das hier behandelte Problem wiire sie sicher 
unzweckmissig. ‘ 

**) Zuerst wohl bei Hrn. Helmholtz, Géttinger Nachrichten 1868, p. 200. 
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Gruppe zu thun, welche aus allen solchen Substitutionen derselben 
besteht, die den Punkt (0, 0, 0) festlassen; wir haben also ausser den 
Functionen 2 auch noch: 
(9) Si = Q(u:, Vi, Wis 0, 0, 0) = u? + vo? + w? 
zu beriicksichtigen und werden dann, um bei unserer homogenen Sub- 
stitutionsgruppe auch nur mit Functionen zu thun zu haben, welche in 
jeder einzelnen Variabelnreihe homogen sind, an Stelle von Q;, zweck- 
miassig : 
(10) Sua = > (Si+ Su _ Qix) = Uj + UiVE + Wi Wy 
einfiihren. 

Aber jener allgemeine Satz darf nun nicht etwa so verstanden 
werden, dass jede rationale ganze Invariante unserer Gruppe sich 
rational wnd ganz durch die S, und S,, ausdriicken lasst. Vielmehr 


haben — wie selbstverstindlich — auch die Determinanten: 
| Un Un, Wr 
(11) Diir= | 4% W; | 


| Up Ue We | 
Invarianteneigenschaft; und diese sind nicht selbst durch die S rational 
ausdriickbar, sondern nur ihre Quadrate und ihre Producte zu je 
zweien. Es ist namlich nach dem Multiplicationssatz der Determinanten : 


| Sri Sim San | 
(12) Diiz Dima =| Si Sim Sin | 
Ski Sim Sin 


Neben dieser Relation bemerken wir fiir spiitere Verwendung sogleich 
noch die folgende: 

(13) Dyiz Sim — Dri Sam + Dein Sim — Dini Sim = 0, 

deren Richtigkeit man erkennt, wenn man ihre linke Seite in Gestalt 
der identisch verschwindenden Determinante: 


| Ua ta Wp Sim 
| Uji Vi Wi S; m | 
| Uz Ur We Sim | 
° | um UY Wi Sim | 
schreibt. 

Der wesentliche Satz nun, der in §4 zu beweisen sein wird, ist 
der folgende: Jede rationale ganze Invariante der orthogonalen Gruppe 
mit beliebig vielen Reihen von Verdinderlichen (jede Scalarfunction 
beliebig vieler Vectoren) lisst sich rational und ganz durch diese S und 
D ausdriicken, deren jede hichstens drei Variabelnreihen (Vectoren) ent- 
hélt, Der Beweis wird sich auf einen Hilfssatz stiitzen, der in § 3 
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abgeleitet wird, vorher sei noch kurz an die geometrische Bedeutung 
der eingeftihrten Gréssen erinnert: 

S;; ist das Quadrat der Linge des Vectors (i), S;, das Product 
aus der Lange des einen der Vectoren (7) und (&) in die der Projection 
des andern auf ihn, D,;, das sechefache Volumen der Pyramide, 
welche die Vectoren (h), (¢), (k) zu Kanten hat. 


§ 3. 
Ein Hilfssatz. 


Der in diesem Paragraphen aufzustellende Hilfssatz besteht in 
einer Adaptirung der sogenannten ,,zweiten Gordan’schen Reihenent- 
wicklung “*) fiir unsere Zwecke. Vorausgeschickt sei: wenn F eine 
Scalarfunction der Vectoren (w,, v,, W,), (Uo, Vp, W2) und eventuell 
noch irgend welcher anderer Vectoren ist, so ist auch die Polare: 

oF oF oF 
(14) Fy = ty Fy, + 2 Gy + 2 Ga, 
ein Scalarfunction. Aus F, entsteht durch Wiederholung desselben 


Processes die ,,zweite Polare“ F,, u. s. f. Ferner ist ebenfalls eine 
Scalarfunction die Form: 





er or OF er 
(15) DF= Mo 0% OW, mix? * %o (Gerdes OU, Owe 
or er 
+ (Gade — Poidm) 


wenn (%), Up), Wo) ein beliebiger neuer Vector ist; und das Gleiche gilt 
von den Functionen D’F, D'F’... u, s. f., die durch Wiederholung 
des Processes (15) entstehen. Aus diesen Functionen D°F = F, D'F, 
D?F... erhilt man ,,Normalformen“ G,, G,, G,..., wenn man in 
ihnen (u,, ¥;, W,) und (u,, ¥,, W,) durch die Componenten eines 
weiteren neuen Vectors (uv, v, w) ersetzt. Ist dabei F' vom Grade m 
in (u,, ¥;, W,), vom Grade m in (u,, ¥,, W,), so wird G; vom Grade 
m + — 2% in den (u, v, w), vom Grade ¢ in den (uw), ¥, wy), Wahrend 
die Grade in etwa sonst noch vorkommenden Variabelnreihen durch 
die vorgenommenen Ableitungsprocesse nicht geiindert sind. Gy ist 
also von demselben Gesammtgrad wie F’, hat aber eine Reihe Verdnder- 
licher weniger; die iibrigen G haben ebensoviele Reihen Verdnderlicher, 
aber geringeren Gesammtgrad. 

Aus jeder Normalform G; wird nun weiter eine Function H; ab- 
geleitet, indem die Operation: 


*) Gordan, dieser Ann. Bd. 5, p. 95; vgl. die ausfiihrlichere Darstellung bei 
Study, ternire Formen p. 60. 
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oG eG G 
(16) (v,w, —w,v,) tn + (W, Uy — Uy W2) Fo + (16, 02 — 0, ty) 2 


(welche in gewissem Sinne als Umkehrung von (15) angesehen werden 
kann), i-mal wiederholt wird; aus jeder dieser Functionen H; wird die 
(n—i)* Polare in Bezug auf (uw, v, w) unter Einfiihrung von (u,, v,, W) 
genommen und nachher (w,v,w) durch (u,, v,, w,) ersetzt. So ent- 
stehen Functionen K;; und der Gordan’sche Satz sagt nun aus: 


Jede bdeliebige rationale ganze Function lisst sich linear durch die 


mittelst des angegebenen Verfahrens aus ihr hervorgehenden Functionen 
K; in der Form: 


(17) F =>) 6K, 


darstellen. Die 8; bedeuten dabei rationale Zahlen, welche in fiir uns 
gleichgiiltiger Weise von den Zahlen m, n, i abhingen. 


g§ 4, 
Beweis der Vollstindigkeit des Invariantensystems. 


Auf Grund dieser Reihenentwicklung kann nun der Beweis fiir 
den in §2 angekiindigten Satz folgendermassen durch vollstiindige 
Induction gefiihrt werden: 

Zunichst bemerken wir, dass jede unserer Gruppe gegeniiber in- 
variante Function, welche in den Variabeln irgend einer Reihe nicht 
homogen ist, zerlegt werden kann in eine Summe von Gliedern, deren 
jedes einzelne fiir sich invariant und in diesen Variabeln homogen ist; 
wir diirfen uns also auf’ solche Functionen beschriinken, welche in jeder 
Variabelnreihe fiir sich homogen sind. 

Ferner beachten wir: durch die Polarenoperation (14) wird aus 
Si, Sis, Dice bezw. 28,,, S2i, Doiz; durch die Operation (16) wird 
aus Soy, Soi, Doix bezw. 2.Dy1., Dire, SiiS2x — S2iSix (letzteres nach 
dem Satz von der Multiplication ,,rechteckiger“ Systeme; iibrigens 
durch einfache Ausrechnung zu bestitigen); durch beide Operationen 
geht also ein Product von Formen S und D wieder in eine Summe von 
Producten solcher Formen iiber. 

Nunmebr zeigen wir: Wenn der angekiindigte Satz richtig ist 
fiir alle Functionen von (m-+ 1) Vectoren, deren Gesammtgrad eine 
bestimmte Zahl N nicht iibersteigt, und fiir alle Functionen von n oder 
weniger Vectoren, so gilt er auch noch fiir solche Functionen von (n+-1) 
Vectoren, deren Gesammtgrad = N + 1 ist. 

Denn ist F eine solche Function, so ist von den nach den Vor- 
schriften des § 3 aus ihr zu bildenden Functionen G die erste G, eine 
Function von nur » Vectoren, die andern sind von einem Gesammt- 
grad < N. Sie alle sind also nach Voraussetzung gleich Summen von 
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Producten von Functionen S und D; nach der zweiten der hier voraus- 
geschickten Bemerkungen gilt dann dasselbe von den aus ihnen zu 
bildenden Functionen H und K. Daun ergiebt aber Gleichung (17) 
dasselbe fiir F’, w. z. b. w. 


Andererseits ist durch elementare Ueberlegungen die Richtigkeit 
des Satzes einzusehen: 

Alle rationalen ganzen homogenen Invarianten unserer Gruppe mit 
nur einer Variabelnreihe u,, v,, w, sind Potenzen von 8,,. 

Hiervon ausgehend gelangt man mit Hilfe des eben bewiesenen 
Satzes successive zu Functionen von immer wachsendem Gesammtgrad 
und immer wachsender Variabelnzahl und damit zur Erkenntniss der 
Allgemeingiiltigkeit des angektindigten Satzes. 

Derselbe gestattet jedoch noch eine bemerkenswerthe Umformung 
in doppelter Beziehung, wenn man die Relationen (12) und (13) zur 
Reduction der zuniichst erhaltenen Ausdriicke verwendet. Man findet 
nanlich: 

Jede rationale ganze Invariante der orthogonalen Gruppe von geradem 
Gesammtgrad lisst sich rational und ganz durch die S allein ausdriicken, 
jede solche Invariante von ungeradem Gesammitgrade als eine Summe von 
Producten, deren jedes einen Factor D ausser Factoren S enthilt. Und 
dabei braucht man von den D nur diejenigen zu benutzen, deren einer 
Index einen bestimmten Werth 1 hat. 


§ 5. 
Aufstellung aller rationalen ganzen Vectorfunctionen. 


Nach allen diesen Vorbereitungen kénnen wir nunmehr zur Auf- 
stellung der allgemeinsten Form einer rationalen ganzen Vectorfunction 
schreiten. Halten wir namlich den Satz des § 1 zusammen mit dem 
letzten Satz des § 4, indem wir dabei den in letzterem auftretenden 
Index 7 mit dem in ersterem bevorzugten Index 0 identificiren, so 
gewinnen wir folgendes Hauptresultat: 

Alle Vectoren, deren Componenten rationale ganze Functionen der 


Componenten gegebener Vectoren sind, lassen sich darstellen als Summen 
von Gliedern entweder der Form: 


(18) uS, oS, wS 
oder der Form: 


(19) (ViWe— Wi) S, (Witty —UjW,)S, (Ure —ViM)S, 
je nachdem ihr Gesammtgrad ungerade oder gerade ist; unter S ist dabei 


ein Product von Functionen S;, (in allen drei Componenten dasselbe) 
verstanden. 
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Oder anders ausgedriickt: 
Die allgemeinste Art, aus gegebenen Vectoren andere abzuleiten, 
deren Componenten sich rational und ganz durch die Componenten 


der gegebenen ausdriicken, besteht in Wiederholung und Combination 
der folgenden drei Operationen: 


1. Vereinigung eweier Vectoren zu einem dritten, der auf ihrer 
Ebene senkrecht steht wnd dessen Linge ihrer Masszahl nach gleich ist 
dem Flicheninhalt des Parallelogramms, von dem sie Seiten sind; 

2. Multiplication eines Vectors mit der aus zweien zu bildenden 
scalaren Grdsse S (von den drei hier auftretenden Vectoren kénnen 
auch zwei oder alle drei einander gleich sein); 

3. geometrische Addition zweier Vectoren durch Parallelogramm- 
construction. 

Dabei braucht die erste dieser Operationen nur mit den gegebenen 
(nicht mit aus ihnen abgeleiteten) Vectoren vorgenommen zu werden; 
und ebenso sind die unter (2) erwihnten Gréssen S nur aus den 
gegebenen Vectoren zu bilden. 


§ 6. 
Beziehungen zu andern invariantentheoretischen Untersuchungen. 


Spricht man den Satz des § 4 folgendermassen aus: 


Alle rationalen ganzen Invarianten der orthogonalen Gruppe lassen 
sich durch eine endliche Anzahl solcher Invarianten rational und ganz 
ausdrticken, — 
so sieht man, wie er sich unter die allgemeinen Resultate iiber ,,End- 
lichkeit von Formensystemen“ subsumirt, welche Hr. Hilbert in seiner 
fundamentalen Abhandlung im 36. Bande dieser Annalen (1890) ent- 
wickelt hat. In der That hat ihn auch Hr. Hilbert dort p. 532 als 
Beispiel angefiihrt und kurz skizzirt, wie sich nach seinen Methoden 
der Beweis gestaltet. 

In einem Punkte gehen iibrigens (ganz abgesehen von der wirk- 
lichen Aufstellung der Grundformen des Systems) die Resultate des 
§ 3 iiber die Hilbert’schen Formulirungen hinaus. Bei Hilbert ist 
namlich die Anzahl der Variabeln, resp. der cogredienten Variabeln- 
reihen, stets eine zwar willkiirliche, aber bestimmte endliche. Lisst 
man diese Anzahl unbegrenzt zunehmen, indem man immer neve und 
neue Variabelnreihen den vorher schon betrachteten zufiigt, so sind 
auch immer neue und neue Formen in die Basis des Systems auf- 
zunehmen. Bezeichnet man aber Formen, welche durch Vertauschung 
der verschiedenen Variabelnreihen in einander tibergehen, als zu dem- 
selben Typus gehérig, so kann man die weitere Frage stellen, ob die 
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Zahl der verschiedenen Typen von Grundformen mit wachsender Variabeln- 
zahl unbeschrankt wiichst, oder ob schliesslich keine neuen Typen mehr 
auftreten. Die Resultate des § 4 zeigen, dass in unserem Fall das 
erstere eintritt: schon bei vier Variabelnreihen treten keine neuen 
Typen mehr auf, und dabei bleibt es auch bei weiterer Vergrésserung 
der Variabelnzahl. 

Die Resultate des § 4 gestatten aber auch noch eine andere be- 
merkenswerthe Formulirung. Die Substitutionen unserer orthogonalen 
Gruppe kénnen niamlich auch charakterisirt werden als diejenigen 
homogenen linearen Substitutionen der Determinante + 1, welche die 
terniire quadratische Form 


(20) a? + y? + 2 

in sich tiberfiihren. Bildet man nun von einer allgemeinen terniren 
quadratischen Form F die siimmtlichen Covarianten mit beliebig vielen 
Variabelnreihen , welche sie gegentiber der Gesammtgruppe der pro- 
jectiven Transformationen besitzt, und ersetzt in ihnen die allgemeinen 
Coefficienten von F' durch die numerischen Coefficienten der Form (20), 
so erhalt man bekanntlich eine Invariante der orthogonalen Gruppe 
in dem §1 definirten Sinne. Dass aber auch jede solche Invariante 
auf dem eben angegebenen Wege erhalten werden kann, das ist die in 
Aussicht genommene neue Formulirung des Satzes von § 4. 

Kin allgemeines Princip, welchem sich der so formulirte Satz 
unterordnet, ist von Hrn. Klein in seinem Erlanger Programm*) in 
folgender I’assung ausgesprochen worden: 

»s sei eine Mannigfaltigkeit und zu ihrer Behandlung eine auf 
sie beziigliche Transformationsgruppe gegeben. Es werde das Problem 
vorgelegt, die in der Mannigfaltigkeit enthaltenen Gebilde hinsichtlich 
eines gegebenen Gebildes zu untersuchen. So kann man entweder 
dem System der Gebilde das gegebene hinzufiigen, und es fragt sich 
dann nach den Eigenschaften des erweiterten Systems im Sinne der 
gegebenen Gruppe; oder man lasse das System unerweitert, beschrinke 
aber die Transformationen, die man bei der Behandlung zu Grunde 
legt, auf diejenigen in der gegebenen Gruppe enthaltenen, welche das 
gegebene Gebilde ungeindert lassen (und die nothwendig wieder eine 
Gruppe bilden).“ 

In seinen spiteren Arbeiten hat sich Hr. Klein von diesem Princip 
vielfach bei Aufstellung specieller Invariantensysteme leiten lassen. 

Man kénnte nun unser Resultat einfach als einen Specialfall dieses 
Princips auffassen und demgemiss einen besondern Beweis desselben 
fiir unndthig ansehen wollen. Aber das wiirde unzutreffend sein; wir 


*) Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen, 
(Erlangen 1872) p. 9. 
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haben es hier nicht mit dem allgemeinsten Begriff eines invarianten 
Gebildes, sondern mit dem sehr priicisen einer rationalen und ganzen 
Invariante zu thun, und wenn man diesen statt jenen in das Princip 
einfiihrt, so reichen nicht nur die zu seinem Beweis dienenden ein- 
fachen Ueberlegungen keineswegs mehr aus, sondern es verliert iiber- 
haupt seine Allgemeingiiltigkeit. Es wiirde nicht zuldssig sein, an 
Stelle jener etwas unbestimmten Formulirung etwa die folgende zu 
setzen : 

» Sei eine Gruppe [ von linearen Substitutionen dadurch definirt, 
dass sie alle diejenigen und nur diejenigen Substitutionen enthilt, 
welche eine bestimmte Form F' vom xn‘ Grade in sich iberfiihren. 
Man bilde einerseits das System P aller rationalen ganzen Covarianten 
einer allgemeinen Form n'*" Grades ® gegeniiber der Gruppe simmt- 
licher linearer Substitutionen, andererseits das System Q aller rationalen 
ganzen Functionen, welche von [ in sich transformirt werden. Das 
erste System geht in das zweite iiber, wenn man in ihm die Coefficienten 
der allgemeinen Form ® durch die von F ersetzt.“ 

Das wiirde in doppelter Hinsicht zu falschen Resultaten fiihren 
kénnen. inerseits nehmen wir an, eine Invariante J von F besitze 
einen numerischen Werth: dann wird eine Form des Systems P, 
welche durch andere Formen desselben sich rational und bis auf den 
Nenner J auch ganz ausdriickt, tibergehen in eine Form von Q, 
welche durch andere sich rational und ganz ausdriickt, also bei Seite 
gelassen werden kann. Dann wird P eine Form enthalten, zu der in 
Q keine entsprechende vorkommt. Andererseits kann eine unzerlegbare 
Form von P iibergehen in eine Form von Q, welche rational in 
Factoren zerlegbar ist; die letzteren sind dann Formen von Q, welchen 
keine entsprechenden in P zur Seite stehen. Das letztere wird ins- 
besondere dann eintreten k6nnen, wenn die Form F auf ein irrationales 
kanonisches Coordinatensystem bezogen vorgelegt ist. (Man beachtez. B. 
die Verhiltnisse, welche bei der Gruppe der Bewegungen der Euklidischen 
Ebene eintreten, wenn die unendlich fernen Kreispunkte einzeln 
adjungirt sind). 

Dass in unserem speciellen Fall keine der beiden hiemit bezeich- 
neten Méglichkeiten eintritt, bedurfte demnach eines besonderen 
Beweises, wie er in den §§ 3, 4 gefiihrt worden ist, — 

Auch Hr. Study hat die Invariantentheorie specieller Gruppen 
und namentlich die der Gruppe derjenigen linearen Substitutionen, 
welche eine terniire quadratische Form in sich transformiren, zum 
Gegenstand seiner Untersuchungen gemacht und dariiber gelegentlich 
Andeutungen verdffentlicht,*) Seinen freundlichen miindlichen und 


*) Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen iiber Invariantentheorie Bd. II (1887) 
p. 155 Fussnote; Study, Methoden zur Theorie der terniren Formen (1889) p. 178 
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schriftlichen Mittheilungen entnehme ich mit seiner Zustimmung ins- 
besondere noch den Satz, dass die Gleichungen (12) und (13) das volle 
System der ersten Syzygien zwischen den Formen D und S bilden. 


§ 7. 
Beziehungen zu Grassmann’s Ausdehnungslehre. 


Die Ableitung eines Vectors aus zwei andern durch Bildung der 
Functionen (5) entspricht in gewissem Sinne Grassmann’s dusserer 
Multiplication zweier Strecken (Vectoren). Grassmann fast nimlich die 
Vectoren auf als extensive Gréssen mit 3 Einheiten und definirt das 
fiussere Product zweier solcher Gréssen durch:*) 


(21) [(ty ey 04 ep +, 3) (Uy & + 0, 2 + W, €5)] 

= (04 W, — W, Vp)€y€  (W, ty — My Wy) &y &y > (Uy Vy —V, Uy) €, Cp. 
Uebrigens repriisentirt ein solches Product bei Grassmann zuniichst 
nicht wieder einen Vector, sondern eine Grésse zweiter Stufe, nimlich 
eben das von den beiden gegebenen Vectoren eingeschlossene Parallelo- 
gramm nach seinem Flicheninhalt und nach der Stellung seiner. Ebene, 
Wollte man es wieder als Vector auffassen, so miisste man: 
(22) Cg€g Cy, Only ME, 10g OG 
setzen;**) damit wiirde man eine Multiplication definiren, die nicht 
nur nicht commutativ, sondern auch nicht associativ wire. Das wire 
kein Hinderniss fiir ihre Verwendung; aber wesentlich wiirde sein zu 
bemerken: nicht alle rationalen ganzen Vectorfunctionen gegebener 
Vectoren kinnen durch blosse Wiederholung dieser Operation und Ver- 
bindung derselben mit der geometrischen Addition abgeleitet werden. 
Dass das schon bei 3 gegebenen Vectoren nicht der Fall ist, davon 
iiberzeugt man sich wie folgt: Seien die gegebenen Vectoren kurz 
mit V,, V., V3; bezeichnet; zufolge § 5 kann man aus ihnen drei ver- 
schiedene Vectoren ableiten, welche in den Componenten jedes ein- 
zelnen der drei gegebenen linear sind; namlich: 


(23) 8, V3, Sy3 V;, S83, Vi; 
und zwischen diesen besteht keine lineare Relation mit numerischen 





(das Hesse’sche Uebertragungsprincip betr.); Berichte der sachs, Gesellschaft der 
Wissenschaften 1890, p. 172f.; dieser Annalen Bd. 39, p. 557. 

_ *) Lineale Ausdehnungslehre (1844, wiederabgedruckt Leipzig 1878). art. 28 ff. 
Spiter hat Grassmann den Terminus ,,iiusseres Product“ auf Producte von Grissen 
héherer Stufe eingeschrinkt und das Product (21) als ,,combinatorisches“ be- 
zeichnet, (Ausdehnungslehre, Berlin 1862, art. 52ff.; art. 78ff.), 

**) In Grassmann’s Sprache wiirde das heissen: man geht von der Grésse 
zweiter Stufe zu ihrer Ergiinzung in Bezug auf das Hauptgebiet (e, é, es) tiber, 
(Ausdehnungslehre von 1862, art. 86, 89). 
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Coefficienten, wenn eine solche nicht schon zwischen den gegebenen 
Vectoren besteht (d. h. sie liegen nicht in einer Ebene, wenn die 
gegebenen nicht in einer Ebene liegen). Andererseits giebt die durch 
(22) definirte Multiplication zwar auch drei nicht nur durch das Vor- 
zeichen verschiedene Producte aus drei Vectoren, nimlich: 


(24) [(%%1%], [%eVIM%], [[%s Vl Ve]; 


aber diese drei sind nicht von einander linear unabhingig, sondern 
ihre (geometrische) Summe ist identisch Null,*) sie reichen also zur 
Darstellung aller Vectorfunctionen der bezeichneten Art nicht aus. 
Umsoweniger wird das entsprechende fiir eine gréssere Anzahl gegebener 
Vectorfunctionen der Fall sein. 

Die Bildung der Invariante S,, aus zwei Vectoren V,, V, erscheint 
bei Grassmann**) als inmnere Multiplication dieser Vectoren. Wiirde 
man diese Operation zu der durch (21) definirten noch hinzunehmen, 
so wiirde man zur Bildung aller rationalen ganzen Vectorfunctionen 
ausreichen, erhielte aber eine grosse Anzahl von Bildungen, die durch 
lineare Relationen verbunden sind. Um aus diesen von einander linear 
unabhingige auszuscheiden, miisste man fhnlich wie am Schlusse 
von §5 verfahren, also namentlich die durch (22) definirte Multipli- 
cation nur auf die gegebenen Véctoren, nicht auf schon aus ihnen 
abgeleitete anwenden. 


§ 8. 
Beziehungen zu Hamilton’s Quaternionencalcul. 


Im System der Hamilton’schen Quaternionen werden die beiden 
Grassmann’schen Multiplicationsarten in eine zusammengefasst. Dort 
wird namlich das Product zweier Vectoren nicht wieder als ein Vector 
aufgefasst, sondern eben als eine Quaternion, d. h. als Summe aus 
einem scalaren und einem Vectorbestandtheil: der erstere ist entgegen- 
gesetzt gleich Grassmann’s innerem Product, der letztere gleich seinem 
fiusseren Product (mit dem unter (22) vorgenommenen Uebergang zur 
Erganzung). Es soll nun gezeigt werden, dass sich in der That alle 
rationalen ganzen Vectorfunctionen von beliebig vielen Vectoren durch 
die Vectorbestandtheile ihrer im Sinne Hamilton’s gebildeten Producte 
ausdriicken lassen. Man wird von der Beantwortung dieser Frage die 


*) D. h. sie liegen in einer Ebene (die der vierten Ebene der durch V,, V2, V; 
bestimmten Pyramide parallel ist) und sind den Seiten eines Dreiecks parallel 
und gleich. Uebrigens stehen sie zu den Vectoren (23) in Beziehungen wie: 
[[V: V2] Vs] = Sis Ve — SygV,. — In Grassmann’s eigenem Ansatz ist das combi- 
natorische (fussere) Product von 3 Vectoren eine scalare Grisse (unser Dy,;). 

**) Ausdebnungslehre von 1862. art, 137ff., insbes. 143. 
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Beurtheilung des Werthes der Quaternionen wesentlich abhingig machen 
miissen; gleichwohl ist sie weder von Hamilton, noch von seinen Schiilern 
aufgeworfen worden. 

Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, zeigen wir zuniichst, 
dass er fiir Functionen von 2 und von 3 Vectoren gilt, welche in den 
Componenten jedes dieser Vectoren linear sind; dann dass er fiir 
Functionen derselben Art von » + 2 Vectoren gelten muss, wenn er 
fiir solche von n Vectoren gilt. Dabei mégen, wie in der Quaternionen- 
theorie tiblich, kleine griechische Buchstaben als Zeichen fiir Vectoren 
und die Buchstaben S, V bezw. als Zeichen fiir den Scalar- und den 
Vectortheil eines Productes benutzt werden. 

Fiir Functionen von zwei Vectoren ist der Satz nach den Resultaten 
von § 5 und der Definition des Vectortheils eines Products selbst- 
verstiindlich, 

Fiir die Functionen von 3 Vectoren (23) hat man in: *) 


(25) aS (By) = —{V (apy) + V(6ya)} 


die zu beweisende Darstellung explicite. 

Die angekiindigte vollstindige Induction ist fiir ungerade und fiir 
gerade n getrennt zu fiihren. Sei zuniichst fiir eine -wngerade Anzahl 
(2m — 1) von Vectoren: 


@,6,97.-.-2,4 


bereits gezeigt, dass alle Producte der Form (19) sich durch die 
Vectortheile der im Sinne der Quaternionentheorie verstandenen Pro- 
ducte jener (2m — 1) Vectoren linear ausdriicken lassen. Es sollen 
also Gleichungen der Form bestehen: 


(26) aS(By)... S(xd) = S) cV (ay — 


in welchen rechts die Summe iiber gewisse Permutationen von a, B,y,...%, 
zu erstrecken ist und die c numerische Coefficienten (rationale Briiche, 
deren Nenner Potenzen von 2 sind) bedeuten. Die beiden Seiten der 
Glchg. (26) multipliciren wir rechts mit S(uv) und ersetzen zuniichst 
V(aBy...#A) S(wv) durch den nach (25) gleichbedeutenden Ausdruck: 


> V(Viaby von RM. uv) +4 V (ur V(aBy... xA)). 
Es ist aber: **) 


(27) V(aBy...%4)— 4 (apy... xd) + > (dn... 78a); 


*) Man vgl. etwa P. Kelland u. P. G, Tait, introduction to quaternions 
(24 ed. London 1882), art. 67, Glchg. 7. 
**) Vgl. G. Dillner, dieser Aun, Bd, 11 p. 173 Gl, 17). 
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also folgt aus (26): 
aS(By)... S(%d) S(ur) 
= > cl V (apy... der) + V(Ax...yBawv) + ViuvaBy...#d) 
+ Viuvaxn... yBa}, 


ein Ausdruck von derselben Gestalt wie (26), w. z. b. w. 


Ebenso ist der Beweis fiir eine gerade Anzahl von Vectoren zu 
fiihren; es tritt dabei nur in Glchg. (27) stati einer Summe eine 
Differenz auf. 

Da nun fiir Functionen von 2 und von 3 Vectoren der aus- 
gesprochene Satz bereits bewiesen ist, so muss er allgemein gelten, 

Uebrigens ist bei grésseren Werthen von » die Anzahl der linear 
unabhingigen Vectorfunctionen betrichtlich kleiner, als die der nicht 
nur durch das Vorzeichen unterschiedenen Vectortheile von im Sinne 
der Quaternionentheorie genommenen Vectorproducten; die letzteren 
miissen also durch zahlreiche lineare Relationen verbunden sein, *) 
Somit kénnen wir das Resultat dieser Untersuchung folgendermassen 
zusammenfassen : 


Die Quaternionentheorie liefert allerdings alle rationalen ganzen 
Vectorfunctionen gegebener Vectoren durch die Vectorbestandtheile der 
Producte derselben; aber sie liefert eine giosse Anzahl iiberzihliger 
Bildungen, welche durch mannigfache — bis jetzt nicht allgemein auf- 


gestellte — Relationen mit einander verbunden sind. 
§ 9. 
Differentialinvarianten der orthogonalen Gruppe und scalare Differential- 
operatoren. 


Es bleibt nun noch die Frage nach solchen Invarianten der ortho- 
gonalen Gruppe zu erledigen, welche auch Differentialquotienten nach 
den Coordinaten enthalten. Diese werden uns geliefert durch ein 
Princip, das namentlich von den englischen Invariantentheoretikern 
seit den ersten Arbeiten Boole’s ausgiebig benutzt worden ist: **) 
dass namlich die Differentialsymbole: 

a ee 

ou’ oy’ 08 
zu den Variabeln x, y, 2 contragredient sind. Fiir unsere Gruppe ist 
zwischen cogredienten und contragredienten Variabeln iiberhaupt kein 


*) Aehnliche Verhiiltnisse bestehen iibrigens auch fiir die Producte von 
Quaternionen selbst; vgl. Hélder, Giéttinger Nachrichten, Jahrg, 1889 p. 34, 
**) Vgl. z.B, Salmon’s héhere Algebra, art. 130. 





—— 
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Unterschied, sodass wir die Anwendung jenes Princips auf unseren 
Fall folgendermassen formuliren kénnen: 

Evsetzt man in einer Scalarfunction von Vectoren die Componenten 
eines Vectors durch die Differentialsymbole o 4, - und ent- 
wickelt den erhaltenen Ausdruck nach den fiir das Oneriren mit solchen 
Symbolen geltenden Regeln*), so erhilt man eine Scalarfunction von 
Vectoren und ihren Ableitungen nach den Coordinaten, welche diese 
Ableitungen nur linear enthdlt; und umgekehrt: jede Function der 
letzteren Art geht im eine nicht verschwindende Function der ersteren 
Art iiber, wenn man statt der Differentialsymbole Componenten eines 
neuen Vectors setzt, kann also auf die angegebene Weise erhalten 
werden. 

Functionen, welche Producte und Potenzen von Differential- 
quotienten enthalten, werden dann bekanntermassen**) dadurch ge- 
wonnen, dass man zunichst mehrere Reihen unabhiingiger Veriinder- 


licher 2,5 Y;, 2:3 Yo, Yo, 23... einfiihrt, nach diesen differentiirt 
und nach Ausfiihrung der Differentiationen 2,—=#,—=---; y,=Yy,==-++; 
2, = 2 =--- setzt. 


Lassen wir diesen allgemeinen Fall bei Seite und beschriinken uns 
auf den ‘fiir die Anwendungen wichtigen einfachen Fall, in welchem 
nur Differentialquotienten nach den Variabeln einer Reihe und diese 
nur in der ersten Potenz vorkommen, so kinnen wir die Untersuchung 
noch folgendermassen weiterfiihren: 

Ersetzen wir in einer Swmme von Scalarfunctionen eine Reihe 
Vectorcomponenten durch Differentialsymbole, so erhalten wir dasselbe, 
als wenn wir diese Operation an den einzelnen Summanden vornehmen 
und die Resultate addiren. Ersetzen wir ferner in einem Product von 
Scalarfunctionen die Componenten eines Vectors durch Differential- 
symbole, so erhalten wir einen Differentialoperator, der dasselbe Resultat 
giebt, wie die successive Anwendung derjenigen Operatoren, welche 
durch Hinfiihrung der Differentialsymbole in je einen Factor des Products 
entstehen. Daraus folgt: Alle solchen scalaren Differentialoperatoren 
lassen sich durch Combination und Wiederholung derjenigen herstellen, 
welche aus den Fundamentalinvarianten S;, und Djix durch Einfiihrung 
der Differentialsymbole hervorgehen. 

Nun sind zwei Faille méglich: diejenigen Variabeln, welche 
differentiirt werden sollen, sind entweder in demselben Factor des 
Products enthalten, wie die Differentialsymbole, oder in einem andern. 
Im ersteren Falle erhalten wir einfache Scalarfunctionen von Differential- 


i A ee 
\—g*°= Oz’ Ox” Oy  dxdy - 


**) Vgl. z. B. Salmon art, 151 ff. 


14* 
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quotienten von Vectoren (Differentialinvarianten der orthogonalen Gruppe), 
namlich aus S;;: 
Ou, é U% Ow, 
26) anata ta” 
und aus Dyiz 


Ow, Ov, ) ( Ou, a) (> =) 

(29) O,.—= Oy de +u, Tia Va + w, : ty ° 

Im zweiten Falle dagegen erhalten wir scalare Differentialoperatoren 
(Differentialparameter im Sinne von Lamé**). Aus S;, namlich ge- 
winnen wir, wenn wir nur die Componenten des 7'** Vectors durch 
Differentialsymbole ersetzen, den Operator: 

0 7] 7) 

(30) Uy = Uy oa + UE oy + WE ay? 
wenn wir aber statt der Componenten beider Vectoren Differential- 
symbole einfiihren: 


o2 oe? oe? 

(31) s6—-24+8+4- 
Aus D,;, aber geht, wenn man die Elemente nur einer Zeile dieser 
Determinante durch Differentialsymbole ersetzt, ein Operator w,,; her- 
vor, der von % sich nur dadurch unterscheidet, dass an Stelle der 
Vectorcomponenten 1%, vj, w;, die Ausdriicke (5) stehen; ersetzt man 
die Elemente zweier Zeilen durch Differentialsymbole, so entsteht ein 
identisch verschwindender Operator. Demnach kénnen wir sagen: 


Alle rationalen ganzen Scalarfunctionen beliebig vieler Vectoren, 
welche Differentialquotienten nach einer Variabelnreihe linear enthalten, 
sind Summen von Termen, welche entstehen , indem man ein symbolisches 
Product von Scalarfunctionen der vier Typen: 

Siz, Daiz, Gr, Dax 
und von Operatoren der drei Typen: 
Yi, Var, A 
nach bekannten Regeln entwickelt. 

Dabei geniigt es (vgl. den Schluss von § 4), nur solche Producte 
zu beriicksichtigen, welche nicht mehr als einen Factor von einem der 
drei Typen Dyiz, Pax, Yaz enthalten; und auch von diesen nur die- 
jenigen, in welchen einer der Indices einen bestimmten Werth hat, 


*) Sind «,v,w, Componenten der Verriickung in einem elastischen Medium, 
80 ist 6, bekanntlich die Verdichtung. 


**) Legons sur les coordonnées curvilignes (i859) p. 6, 
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§ 10. 
Rationale ganze Vectorfunctionen, welche Differentialquotienten linear 
enthalten. 


Nunmehr kénnen wir wie in § 5 von Scalarfunctionen zu Vector- 
functionen tibergehen; dabei beschrinken wir uns ebenso wie in den 
letzten Entwicklungen auf solche Functionen, welche die Differential- 
quotienten nur linear enthalten; und um nicht zu weit gefiihrt zu 
werden, wollen wir von den Reductionen keinen Gebrauch machen, 
welche sich aus den Schlussbemerkungen von § 4 und § 9 ergeben. 

Setzen wir in den Formeln (29)—(31) den Index hk =0 und 
nehmen wie in §5 die Coefficienten von u, v), wy, so finden wir, 
dass folgende Gréssen Vectorcomponenten sind: 
aus ,;: 














(32) 2a4,=— oe O% 2. = — = omy 2v,= OE i *) 
oy dz’ 08 0a? ED dy? 
aus ASo,: ° 
(33) An, Ar,, Aw,; +) 
aus Y, O;: 
34) = 2. 2 sk) 
. da’ Oy? Oa? 
y Gz 
aus wo; Sox: 
Ou, Ou, Ou, 
Ui ae + v; oy + w; rT 
35 Ov, Orv, ‘ Ov, 
vr ie yom -= 0; = 
( ) Ui Cx + t oy + e Oz ? 
Ow, Ow, Ow, 
Mi ag Ty TM aH 
aus Wo Six: , ‘ 
OU, Ov, Ww, 
me Ge tse tn ae, 
‘ 0 Uy Ov, Ow, 
.  ———— WwW; ee 
(36) \ “i ay + 0; oy + w; oy »7) 
Ou ov ow 
k k k 
ee ee 


*) Sind w,v,w Verriickungscomponenten, so sind 1, mu, die zugehérigen 
Drehungscomponenten (vgl. etwa Voigt, elementare Mechanik, § 26, Glchgen. 4”; 
§ 36, Glchgen, 127”). 

**) und ***), Die Gréssen (33), (34) treten z. B. in den Differentialgleichungen 
der Bewegung eines elastischen isotropen Mediums bezw. mit der einen und der 
andern Elasticitiitsconstante multiplicirt auf (a. a. 0. § 38, Glehgen. 161). 

+) Specielle Gréssen dieser Art treten z. B. bei der Untersuchung von Wirbel- 
bewegungen in einer incompressibeln Fliissigkeit auf (a. a. O. § 32, Glehgen. 89, 
90, 90’). 
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Alle sonst noch zu bildenden Vectorfunctionen lassen sich auf die 
hier aufgezihlten zuriickfiihren; auch von den Formeln (35) und (36) 
kann noch die eine entbehrt werden, indem 


(37) $ (Wy Siz — ViSon) = Up (VME — Witte) + Vy (Wid, — Ui YE) 
ote Wy (U6; x — v; Ax) 

ist. Demgemiss kann das Resultat dieses Paragraphen und damit 

unserer ganzen Untersuchung folgendermassen formulirt werden: 

Alle rationalen ganzen Vectorfunctionen beliebig* vieler gegebener 
Vectoren und threr Differentialquotienten nach den Coordinaten, welche 
die letzteren nur linear enthalten, kinnen erhalten werden durch Wieder- 
holung und Combination der folgenden Operationen: 

1) Geometrische Addition zweier Vectoren nach dem Parallelo- 
grammgesetz ; 

2) Geometrische Multiplication zweie~ Vectoren (der Flacheninhalt 
des voy ihnen eingeschlossenen Parallelogramms, aufgetragen auf der 
zu ihrer Ebene senkrechten Axe); 

3) Bildung einer der drei Scalarfunctionen: S;; (Quadrat der Linge 
eines Vectors), 6; (Verdichtung, wenn der Vector i eine Verriickung 
vorstellt), S;, (Product der Linge eines Vectors in die Projection 
eines andern auf ihn), und Multiplication eines Vectors mit einer dieser 
Scalarfunctionen ; 

4) Bildung der Drehungscomponenten 4, w, v, der Differential- 
quotienten der Verdichtung nach den Coordinaten oa? oe ae , 
Ausdriicke Au, Av, Aw aus einem Vector; 


5) Bildung der Gréssen (35) oder (36) aus zwei Vectoren. 

Als besonders bemerkenswerth erscheint bei dieser Lésung der 
von Hrn. Drude gestellten Aufgabe der Umstand, dass alle Vector- 
functionen beliebig vieler Variabeln mit linear vorkommenden Diffe- 
rentialquotienten beliebig hoher Ordnung durch Operationen erzeugt 
werden kénnen, von welchen jede einzelne héchstens zwei Vectoren 
in Verbindung setzt und héchstens zweimalige Differentiation verlangt. 


der 


Zum Schlusse sei es noch gestattet, auf zwei auch fiir die An- 
wendungen interessante Verallgemeinerungen der vorgelegten Aufgabe 
hinzuweisen, deren Lisung wesentlich mit denselben Mitteln ge- 
lingen muss. 

Man kann einmal bei der orthogonalen homogenen Gruppe in 
3 Variabeln stehen bleiben, aber nach Functionen fragen, welche sich 
wie die Quadrate und Producte von Vectoren, oder, was hier dasselbe 
ist, wie die Coefficienten einer quadratischen ternaéren Form verhalten. 
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Dabei wiirden die § 6 a. E. erwaihnten weitergehenden Untersuchungen 
von Hrn. Study zur Verwendung kommen. — Von physikalischen 
Gréssen gehéren hieher insbesondere die Componenten von _,,strain“ 
und ,,stress“ in isotropen Medien. 

Solche Functionen haben schon 1855/56 W. J. M. Rankine und 
W. Thomson mit invariantentheoretischen Mitteln, unter Anlehnung 
an die ersten Publicationen Sylvester’s und Cayley’s untersucht (Philo- 
sophical Transactions of the R. Society of London, vol. 146, pt. I. If); 
von neueren Untersuchungen wiirden die von C, Niven im 27. Bde. der 
Philos. Trans. of the R. Soc. of Edinburgh (1876), von W. J.C. Sharp 
im 13. Bde. der Proceedings of the London Mathematical Society 1882, 
und von B. Elie (la fonction vectorielle, these de Bordeaux 1892, 
insbes. p. 27 ff.) zu vergleichen sein. 

Andererseits kann man die Gruppe aller Bewegungen des (Eukli- 
dischen) Raumes zu Grunde legen; dann sind von physikalischem 
Interesse insbesondere solche Gréssen, welche sich dieser Gruppe 
gegentiber wie die Componenten einer Schraubung (im Sinne Sir 


R. St. Ball’s) verhalten. 


Géttingen, Januar 1893. 
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Ueber die Transcendenz der Zahlen e und 7z.*) ~ 


Von 


Davin Huveerr in Konigsberg i. Pr. 
Man nehme an, die Zahl e geniige der Gleichung n'" Grades 
at+ae+ae+---+a,e"*=0, 
deren Coefficienten a, a,,..., 4, ganze rationale Zahlen sind. Wird 
die linke Seite dieser Gleichung mit dem Integral 
J = J ae((g—1) (e¢—2)---(¢—n)]t"' e*dz 
e f 
0 
multiplicirt, wo @ eine ganze positive Zahl bedeutet, so entsteht der 
Ausdruck ; 
af +aef + a,e* rst ayer f 
5 0 0 : 
und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden 
Ausdriicke: . 
P, =a +aef + aye f ++ ager f , 
1 "2 “n 
P, = ajef + a,e? +o aner | ° 
0 0 
Die Formel 
J se—*dz = g! 
zeigt, dass das Integral f eine ganze rationale durch @! theilbare 
0 
Zahl ist und ebenso leicht folgt, wenn man beziiglich die Substitutionen r 


e=e'+1,¢—2'+2,...,2=—2' +n anwendet, dass 


°@ ss) nD 
ef ef seh 
1 n 


ganze rationale durch (g-+-1)! theilbare Zahlen sind. Daher ist auch 


*) Abdruck aus Nr, 2 der Géttinger Nachrichten v. J. 1893. 
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P, eine durch g! theilbare ganze Zahl und zwar gilt, wie man sieht, 

nach dem Modul 9 + 1 die Congruenz 

P 

(1) r= ta(nten, (e+) 
Andererseits ist, wenn mit K beziiglich k die absolut gréssten 

Werthe bezeichnet werden, welche die Functionen 


a(2—1) (e—2)...(e¢—n) 


(¢—1) (¢—2)...(¢—mn)e-* 
in dem Intervalle z= 0 bis ¢ = m annehmen: 


“1 | 2] | {°n 
J |< kKe, [| < zee, | f"| < nbKe 


0 0 0 


beziiglich 


und hieraus folgt, wenn zur Abkiirzung 


t= {{a,e| + 2|a,e?| + ---+ nlane"|}k 
gesetzt wird, die Ungleichung 
(2) |P,| << «Ke. 


Nun bestimme man eine ganze positive Zahl g, welche erstens 
durch die ganze Zahl a.m! theilbar ist und fiir welche zweitens 


@ 

% = <1 wird. Es ist dann - infolge der Congruenz (1) eine nicht 
durch g-+ 1 theilbare und daher nothwendig von 0 verschiedene ganze 
Zahl und da iiberdies “ infolge der Ungleichung (2) absolut genommen 


kleiner als 1 wird, so ist die Gleichung 


ator" 
unmdglich. 
Man nehme an, es sei a eine algebraische Zahl und zwar geniige 
die Zahl «, = ia einer Gleichung ne" Grades mit ganzzahligen Coef- 


ficienten. Bezeichnen wir dann mit a,,...,@, die tibrigen Wurzeln 


dieser Gleichung, so muss, da 1 + e'* den Werth 0 hat, auch der 
Ausdruck 


(Le) (1+e%)-- Ape) 1p + ht... + ee 
den Werth 0 haben und hierin sind, wie man leicht sieht, die N Ex- 
ponenten B,,..., By die Wurzeln einer Gleichung N' Grades mit 
ganzzahligen Coefficienten. Sind iiberdies etwa die DM Exponenten 
B,,.--, Bw von O verschieden, wihrend die tibrigen verschwinden, so 


sind diese M Exponenten #,,..., By die Wurzeln einer Gleichung 
M'‘" Grades von der Gestalt 


(2) = be¥ + be¥41 + --- + by =0, 


deren Coefficienten ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und in welcher 
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insbesondere der letzte Coefficient by von Null verschieden ist. Der 
obige Ausdruck erhalt dann die Gestalt 
at&t &hy...+ eM, 
wo @ eine ganze positive Zahl ist. 
Man wmultiplicire diesen Ausdruck mit dem Integral 


-{ 2e[g(z)|@t' e-*dz, 
0 % 


wo g wiederum eine ganze positive Zahl bedeutet und wo zur Ab- 
ktirzung g(z) = b” f(z) gesetzt ist; dann ergiebt sich 


U 


und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden 
Ausdriicke: 


rma ef eef stay 


rep Ba Pu 
P, = a | + & cea | 
1) 0 0 
wo allgemein das Integral J in der complexen z-Ebene vom Punkte 
Bi 
2 = §; lings einer zur Ave der reellen Zahlen parallelen Geraden bis 


Bi 
zu 2==-+ oo hin und das Integral f vom Punkte ¢—0 langst der 
) 
geraden Verbindungslinie bis zum Punkte z = #; hin zu erstrecken ist. 
Das Integral if ist wieder gleich einer ganzen rationalen durch 


0 
g! theilbaren Zahl und zwar gilt, wie man sieht, nach dem Modul 
@ +1 die Congruenz 


1 fewer orn 


Mittelst der Substitution ¢ = 2 + 6; und wegen g(8;) = 0 ergiebt sich 
ferner 


ey’ +B) (9 + Bilete-* dd = (e+1)! G(B,), 


wo G(;,) eine ganze ganzzahlige Function von A; bedeutet, deren Grad 
in #; unterhalb der Zahl epM-+ M bleibt und deren Coefficienten 
simmtlich durch b¢+ theilbar sind. Da £,,..., Ba die Wurzeln 








! 
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der ganzzahligen Gleichung f(2) = 0 sind und mithin durch Multipli- 
cation mit dem ersten Coefficienten b zu ganzen algebraischen Zahlen 
werden, so ist 

G (B,) + G(B,) + +--+ G(Bx) 
nothwendig eine ganze rationale Zahl. Hieraus folgt, dass der Aus- 
druck P, gleich einer ganzen rationalen durch g! theilbaren Zahl wird 
und zwar gilt nach dem Modul g@ + 1 die Congruenz 


(3) et aben 1G, (e+1) 


Andererseits ist, wenn mit K beziiglich k die gréssten absoluten 
Betriige bezeichnet werden, welche die Functionen zg(¢) beziiglich 


g(z)e-* auf den geradlinigen Integrationsstrecken zwischen z = 0 bis 
2 = 6; annehmen: 
| (“Bi 


< |pi\k Ke (i=1,2,...,M) 


und hieraus folgt, wenn zur Abkiirzung 
x= {| Bye" | + | Bye*| +--+ + | Bue*™| } i 
gesetzt wird, die Ungleichung 
(4) |P.| << «Ke. 
Nun bestimme man eine ganze positive Zahl g, welche erstens 


@ 
durch abby theilbar ist und fiir welche gweitens x a <1 wird. Es 


ist dann : in Folge der Congruenz (3) eine nicht durch o + 1 theil- 


bare und daher nothwendig von 0 verschiedene ganze Zahl und da 


iiberdies rs in Folge der Ungleichung (4) absolut genommen kleiner 


als 1 wird, so ist die Gleichung 
Pr Pe 


e! e! mathe 


unmdglich. 
Es ist leicht zu erkennen, wie auf dem eingeschlagenen Wege 


ebenso einfach auch der allgemeinste Lindemann’ sche Satz iiber die 
Exponentialfunction sich beweisen lasst. 


Kénigsberg i. Pr., den 5. Januar 1893. 











Beweis der Transcendenz der Zahl e. 
Von 


A. Hurwirz in Ziirich.*) 


Einer briéflichen Mittheilung von Herrn Hilbert verdanke ich 
dié Kenntniss seines neuen, iiberaus einfachen Beweises fiir die 
Transcendenz der Zahl e. 

Ich habe nun bemerkt, dass man bei diesem Beweise die Benutzung 
der Integrale vermeiden kann, so dass der Beweis sich nur noch auf 
die ersten Elemente der Differentialrechnung stiitzt. In den folgenden 
Zeilen méchte ich mir erlauben, diese Modification des Hil bert’ schen 
Beweises kurz mitzutheilen**). 

Bezeichnet f(a) eine ganze rationale Function r' Grades von 2, 
und setzt man zur Abkirzung 
(1) F(z) =f(@) +f (@)+°-- +72), 
so ist der Differentialquotient von e~* F(x) gleich — e-*f(x). Zufolge 
des bekannten Satzes: 

p(x) — 90) = cy (Pz) (0 <<  < }). 
besteht daher die Gleichung 


e-* F(x) — F(0) = — xe—**f (#2), 
oder 
(2) F(2) — & F(0) = — we! (92), (0<#<1). 
Angenommen nun, die Zahl e geniige der Gleichung 
(3) C+ Ce+O,e+---+ Ce =—0, 


wobei C,, C,, C,,...C, ganze Zahlen bedeuten, von denen die erste 
C,, unbeschadet der Allgemeinheit, als von Null verschieden und 
positiv vorausgesetzt werde, 

Ich wende nun die Gleichung (2) auf die Function 


f(x) = anit g2-*(1 — ZX)? (2—a)P eee (n—ax)? 


*) Abgedruckt aus Nr, 4 der Giéttinger Nachrichten v. J. 1893. 

**) Herr Hilbert hat iibrigens, wie ich von ihm neuerdings erfahre, auch 
schon gelegentlich eines Vortrages Andeutungen gegeben, wie man die Integrale 
(und zugleich das Differenziren) bei seinem Beweise vermeiden kann, indem man 
die Integrale durch Grenzwerthe ersetzt. 
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an, wo p eine Primzahl bedeutet, die grésser als die gréssere der 
beiden Zahlen » und C, ist. Setzt man dann der Reihe nach 
“z=1,2,...m, so ergiebt sich 


F(1) —e F(0) =&, 


(4) F (2) —eF(0)=&, 
F(n) ou e F (0) - na 
wo 
.\ p—l 4 .\ P 
= — k ‘ el—s)k (@k)? (1 ae (n—@k)” (k — 1, 2, a: n) 


mit wachsendem p unter alle Grenzen sinkt. Man erhiilt aber nach 
(1) den Werth von F(k) offenbar, indem man f(k-++h) nach Potenzen 
von h entwickelt, und sodann die Potenz h, h?, h3,... beziiglich durch 
1!, 2!, 3!, ersetzt. Daher sind 
F(1), F(2),... F(n) 

ganze Zahlen, die durch p theilbar sind, F(0) eine durch p nicht 
theilbare ganze Zahl. 

Aus den Gleichungen (4) folgt nun mit Riicksicht auf (3): 
C, F(1) + C, F(2)+-+-4+C,F (mn) + C, FO) =C, &, + Cy & +++» + Cnen. 
Da die rechte Seite mit wachsendem p unter alle Grenzen sinkt, die 
linke Seite aber stets eine ganze Zahl ist, so muss 
(5) C, F(1) + ©, F(2) + +++ + OG, F(n) + CFO) = 0 
sein, wenn man die Primzahl p geniigend gross wahlt. Die Gleichung 
(5) ist aber unméglich, da auf der linken Seite eine durch p nicht 
theilbare ganze Zahl steht. Die Annahme e geniige einer Gleichung 
der Gestalt (3), fiihrt also auf einen Widerspruch, die Annahme ist 
also unzulissig; mit anderen Worten: e ist eine transcendente Zahl,*) 


Ziirich, den 18. Januar 1893. 


*) Herr Gordan hat kiirzlich eine Abiinderung des obigen Beweises gegeben, 


bei welcher nur von der Reihenentwicklung der Function e* Gebrauch gemacht 
wird. Vgl. Comptes Rendus 1893, [Juli 1893]. 
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Transcendenz von ¢ und rx. 
Von 


P. Gorpan in Erlangen. 


Hermite hat die Transcendenz von e und Lindemann die von x 
bewiesen, d. h. sie haben gezeigt, dass keine ganze Function mit 
ganzzahligen Coefficienten e oder x zur Wurzel hat. 

Neuerdings haben Hilbert und Hurwitz Vereinfachungen des Be- 
weises angebracht, in Folge deren er sich folgendermassen gestaltet. 

Die Function e* ist durch die Reihe definirt: 


2 3 
em itetit i 


Dieselbe geht, wenn man die symbolische Bezeichnung einfihrt: 7 
r! = hr 
und mit dieser Grésse und einer beliebigen ganzen Zahl c, multiplicirt, 
in die Formel iiber: 
(1) Crh? e* = ¢,(a+h) + cau, . 
wo u, die Reihe: 
x a 
heal = + eti-vtat shalt i 
bedeutet. Ist: 
— = mod.2 
so hat man: 
mod, u, << é 
und wenn man: 
= Gre 
setzt: = 
mod. g, < 1. 


Aus der Formel (1) folgen nun die folgenden: 
Crh e® = ¢,(a+h) + ¢,27 Gg, é, 


«> Cp h? - Cr(a@-+h)" + a> CrQr x” 
r=0 r=0 ieee 
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und, wenn man: 


> eat = 9(x); > Crea? = (2) 
setzt: spas — 
(2) e* p(h) = p(a+h) + &y(z). 


Giebt es nun eine Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten: 


wan 
> C,.e* = 0, 


x=) 
so wird aus Formel (2): 


(3) 0 = >) Cag (x+h) +>) Cev(x)er. 
x=0 x=0 
Wahlt man fiir gm die Function: 


= ae?! 
p(x) = paint (l—a, 2—a...n—-x)? 


und fiir p eine Primzahl grésser als die Zahlen.m und C,, so werden 
in F, (3) die Gréssen: 


p(h+*) 
ganze Zahlen. 
P(h+1), p(h+2)... p(h+n) 
haben den Factor p, 
Cy p (h) 


hat ihn nicht. 


Lisst man p wachsen, so werden g und yw beliebig klein, Formel 
(3) ist unméglich und die Zahl e transcendent, 


Wiire iz die Wurzel einer Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten 


(4) c(— wW,) (4@—W,)... (4@— We) = O, 
so hitte man die Formel: 
(5) (1c) (1+e™) -- + (1+e%). 


Befinden sich unter den Summen 
We; Wit We3 WtWet+ mM... 
C — 1 verschwindende Gréssen und bezeichnet man die tibrigen durch: 
yy Oy, Uys es On 
und ihre Moduln durch: 


a, Qo, Ag .++Ony 


so wird Formel (5): 


(6) O=—C+ >) c%. 
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Sowohl die symmetrischen Functionen der cw, als auch die der 


ca, sind ganze Zahlen. 
Nach Formel (2) wird dann: 


(7) 0 = Co(h) +>) p(@e+h) +>) ev (az). 
x=1 x=1 
Dieses Mal sei: 
| 
p(«) = an , oP tPe—l( a — a, + X—a,- ++ £—Gy)? 


und p eine Primzahl grésser als die Zahlen: 


Oz Ws C3 O°, Gy... Mae 


Die Gréssen g(h) und > 9 (ae +h) sind ganze Zahlen: 
x=1 


zn 


> 9 (e+h) 


x=1 


hat den Factor p; C p(h) aber nicht. 


Wiichst p, so werden die Moduln von @ und yw beliebig klein. 
Die Formel (7) ist unméglich und daher z eine transcendente Zahl. 


Erlangen im Mai 1893. 








Ueber symmetrische Functionen von mehreren Reihen von 
Veranderlichen. 


Von 


Fr. Junker in Urach. 


In der Theorie der symmetrischen Functionen von einer Reibe von 
Veriinderlichen (Elementen) 2,, 2,73, ...-, % handelt es sich darum, 
die allgemeinste symmetrische Function 


ee a; 
x He Hy... B, 
darch die Elementarfunctionen 

24,, BIA, Ly, Ly L_Ugy 2. +5 LU, XyWy .. . Ly 
darzustellen, eine Aufgabe, die jetzt als vollstiindig gelést angesehen 
werden kann. 


Eine fihnliche Frage lisst sich auch fiir die symmetrischen Func- 
tionen von zwei Reihen von Elementen 


LY, ToYo, VyYgy ++ +> Ur Yr 
oder allgemein fiir die Functionen von mehr Reihen von solchen stellen. 
Die Lésung dieser Frage ist jedoch nicht so einfach, indem hier, wie 
wir sehen werden, bereits fiir die Elementarfunctionen dieser Gruppen 
von Elementen besondere Beziehungen bestehen. 

Bei einer Reihe von Verinderlichen ist die Zah] der Elemente 
gleich der Anzahl der Elementarfunctionen. Die letzteren werden 
deshalb auch fiir jeden Werth der Verinderlichen vollstandig unab- 
hiingig von einander sein miissen. Hat man jedoch zwei Reihen von 
Elementen, so ist deren Anzahl kleiner als die der Elementarfunc- 


tionen. Unter letzteren verstehen wir die folgenden symmetrischen 
Functionen: 


ZH, VY; VHX, %q, BXyYo, VY, Yo} VM, HX_Hy, VHX, Y3, VA, YoY, 
ZY, Yogi + -} DU Ly Hy... Mp BH, Hy Hy. + LpaYry +++» SY Yos +++ Yrs 


also im Ganzen ‘> *) —l= < (r +3) Gréssen. Wir schliessen des- 


halb, dass letztere nicht unabhiingig von einander sein kénnen, sondern 
Mathematische Annalen, XLIII. 15 
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durch gewisse identische Relationen untereinander zusammenhingen 
miissen. 

Die Frage nach diesen Relationen ist bis jetzt noch von Niemand 
behandelt worden, wenngleich die Theorie der symmetrischen Func- 
tionen von mehreren Reihen von Elementen schon einige interessante 
Bearbeitungen gefunden hat. 

Mit Hiilfe der binéren symmetrischen Functionen gelang es schon 
Poisson, die einférmigen Functionen von mehreren Reihen von Ele- 
menten, welche von der Form 2a™y/ 27. . 
darzustellen. 

Im Jahre 1852 hat Schlaéfli in seiner Abhandlung iiber die 
Resultante eines Systems von mehreren algebraischen Gleichungen*) 
auf indirectem Wege gezeigt, dass sich jede mehrférmige symmetrische 
Function von beliebig vielen Reihen 


Dae y >< 7 ny Bs , >< < a” yr <a 


durch nur einférmige und mithin auch durch elementare Functionen 
darstellen lisst. Bei dieser Gelegenheit hat auch Schilifli, wohl als 
der erste, darauf hingewiesen, dass zwischen den Elementarfunctionen 
von mehreren Reihen von Elementen identische Relationen bestehen, 
mit deren Hiilfe man gewisse Ausdriicke der ersteren umformen kénne. 
Ueber die Natur und die Anzahl dieser Identitaten sowie iiber die Art 
und Weise ihrer Darstellung hat er jedoch nichts angegeben. 

In neuerer Zeit hat Herr Macmahon**) die symmetrischen Func- 
tionen von zwei Reihen von Elementen eingehender behandelt und 
interessante Siitze iiber dieselben aufgestellt. Da jedoch Herr Macmahon 
diese Functionen ohne Annahme einer bestimmten Anzab] von Elementen 
betrachtete, so ist ihm auch die Frage nach den Relationen zwischen 
den Elementarfunctionen fern geblieben, wiewohl einige derselben schon 
friiher bekannt waren (siehe § 17). 

In einem friiheren Aufsatz (Annalen, Bd. 38) habe ich im Anschluss 
an meine Dissertation und auf Anregung von Herrn Brill eine Methode 
entwickelt, welche die Bildung der Relationen fiir beliebig viele Reihen 
gestattet. Ich bin aber damals auf die Erledigung der Frage nach 
simmtlichen (unabhingigen) Relationen, sowie auf die weiteren nach 
den niedrigsten und héchsten Relationen nicht eingegangen, welche 
fiir eine bestimmte Anzahl von Elementen vorhanden sind. Um die- 
selben beantworten zu kénnen, ist es néthig, weiter auszuholen und 
auf die Darstellung der symmetrischen Functionen durch elementare 
und einfoérmige einzugehen; es wird sich niimlich zeigen, dass diese 


- sind, durch elementare 


*) Siehe Anmerkung in § 5. 
**) Siehe Anmerkung in § 4. 
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in innigem Zusammenhang mit den Relationen steht und dass sich die 
letzteren geradezu yon den ersteren herleiten lassen. Ich beabsichtige 
deshalb, im folgenden Methoden und Operationen zu entwickeln, welche 
zur Darstellung stimmtlicher symmetrischen Functionen und der Rela- 
tionen zwischen den einformigcn und elementaren Functionen fiihren. 
Die Untersuchung zerfillt in zwei Theile. In dem ersten werden die 
mehrférmigen symmetrischen Functionen fiir beliebig viele Reihen 
behandelt und Beziehungen zwischen diesen und den einférmigen, bezw. 
den elementaren Functionen entwickelt, welche in jedem einzelnen 
Fall Veranlassung zur Aufstellung von 6 verschiedenen Tabellen geben. 
Dieselben sind auf Anregung von Herrn Brill in ausgedehntem Masse 
ausgefitihrt worden; sie sollen in einem spiateren Aufsatz systematisch 
zusammengestellt werden, so dass sie jederzeit Jeicht benutzt werden 
kénnen. Der zweite Theil beschiftigt sich mit der Darstellung der 
Relationen zwischen den elementaren und einférmigen Functionen, 
sowie mit der Erledigung der vorgenannten Fragen. Um die Frucht- 
barkeit der Methoden an practischen Beispielen zu zeigen, sind die 
Relationen des terniiren Gebiets bis zam Gewicht 9 gebildet worden. 


I. Theil. 
Symmetrische Functionen. 


Bevor wir in den Gegenstand selbst eintreten, wird es néthig sein, 
die gebrauchten Bezeichnungen und einige neue Benennungen voraus- 
zuschicken, um in einem Gebiet, das bis jetzt noch wenig im Zusam- 
menhang behandelt ist, eine leichte Fassung der Sitze und Beweise 
zu erméglichen. 


1. Definitionen und Erklirungen. 


§ 1. 
Das System der Gruppen und Reihen. 
Im Nachfolgenden sei mit den Buchstaben 
BY, By 2009 OW 
eine Anzahl (n) von Gréssen bezeichnet, welche im allgemeinen von 
einander unabhiingig sein, aber doch zu einer Gruppe P(xyz...w) 
zusammengefasst werden sollen, innerhalb welcher jede ihren bestimmten 
Platz einnimmt. Mehrere (r) derartige Gruppen, welche sich durch 


untere Indices von einander unterscheiden, bilden ein System S, welches 
dargestellt sein mége durch: 


15* 
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P, (29,8, ... ,), 
P,(2Yo% -. + Wo), 
(1) . . 4 
P,(SrYrbr « . + Wr). 
Fiir r Gruppen von je » Elementen ist die Zahl der Elemente des 
ganzen Systems rn. 

Alle Elemente der verschiedenen Gruppen des Systems S, welche 
durch denselben Buchstaben ausgedriickt sind, sollen eine Reihe von 
gleichnamigen (oder gleichwerthigen) Elementen bilden. 

Kine solche ist z. B. 

By Bq Bq +. » By. 
Da jede Gruppe des Systems (1) » Elemente besitzt, so erhalten wir 
die » Reihen von je r gleichnamigen Elementen: 
R, (@, %, %..- Zr), 
Ry (Y; Yo Ys - ++ Yr) 


Ry (W, W, Ws... Wr). 


§ 2. 
Die symmetrischen Functionen. 

Eine ganze Function der Elemente des Systems (1), welche sich 
nicht dndert, wenn man die Elemente irgend einer Gruppe mit den 
entsprechenden irgend einer andern vertauscht, ist eine symmetrische 
Function dieser Gruppen. 

Beispielsweise ist 
Day? YnBy = Ly? Yo Zs Ly? Yg%q  Lq?Yg2, + Ly? Y, 23 + Xs Ys Zo + Xs? Yo 2 
eine symmetrische Function der drei Gruppen von je drei Elementen 

Py (%,4 4); 
Py (2 Yo) 
P5(%3Y32)- 
Die Summe der Exponenten siimmtlicher Elemente irgend eines Glieds 
einer symmetrischen Function wird als Gewichtszahl oder kurz als 
Gewicht derselben bezeichnet. 
Fiir die angegebene Function 


22,7 Yo 2s 
Q2+1+1—4. 


ist das Gewicht 
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Jede symmetrische Function kann sowohl hinsichtlich der Zahl 
der Gruppen als auch hinsichtlich der Zahl der verschiedenen Reihen 
betrachtet werden, welche sie in irgend einem Glied enthilt. 

Treten in einem solchen die Elemente von r verschiedenen Gruppen 
auf, so soll sie dem herkémmlichen Gebrauche gemiiss eine r-fdrmige 
oder r-theilige (symmetrische) Function heissen. Eine solche ist 


(1) J=Doys iia ><a" yf i ee >< a,"ry Fr ‘te 
Die r Functionen 

Ji ints agi yi ay. a) 

(t= 1, 2,3,..., 1) 


aus denen jedes Glied zusammengesetzt ist, nenne ich Theile oder 
Theilfunctionen der Function 


PY =a Iidese ee * ad : 


G=~atrAtrt-::: 
Theilgewichte der letzteren. 
Das Totalgewicht oder kurz das Gewicht der Function J ist dann 
angegeben durch 


und die Zahlen 


Q=4tut -+G=> 4: 


Je nachdem eine symmetrische Function in irgend einem Glied 
nur die Elemente von einer, von zwei, von drei, ..., von r Gruppen 
enthilt, unterscheiden wir demnach einférmige, zweiférmige, drei- 
formige, ...,7-formige (eintheilige, zweitheilige, dreitheilige, ...,7-theilige) 
symmetrische Functionen. 

Setzen wir an Stelle der Elemente z, y, z,¢,... die Gahlen 
1,2,3,4,..., 10, 11,... so kénunen wir eine r-formige Function 
auch angeben durch 

J me (1% 213%, . ., 17229", 1 DP grr...) 
oder 
= (0, By Py ++ +> My By Yq ++ +y +++) Or Br Pr-- +), 
wo die r Theilfunctionen durch Kommata von einander getrennt sind. 

Kine symmetrische Function, welche linear hinsichtlich der Ele- 

mene jeder Gruppe ist, fiir welche also die Theilgewichte 


G=h- B= == !1 
simmtlich gleich 1 sind, soll eine (r-formige) Hlementarfunction heissen. 
So ist z. B. 


LH, LyYu%y = (1, 1,2,3,) = Hy Wy Yg ey Ly L,Y yey Hy HyYy ey + > 
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eine 4-formige Elementarfunction von 4 oder mehr Gruppen 
P; (x; Yi %i)- 
Ich bezeichne in der Folge diese Functionen 
mit (1, 2,3,4,...) oder mit a, o5,.-., 
wo die Stellung der unteren Indices beliebig ist und die Zahlen 
1, 2,3, 4,... nur bezw. den Reihen 
Ly Lay +. +5 YpYoYs .- +5 4 208---3 bb .-. 
entsprechen sollen. Es ist deshalb beispielsweise 
DX, Ly Yy2q = Ayy23 = A132 = A213 = A231 = * 


Der leichteren Uebersicht halber mégen hier einige derselben 
zusammengestellt werden: 


24,=— 4, 
ZH, = Ay, SHY, =A, AWYo =4y » 
DH, Ly Hy = Ay. AY Y2Yg = An92, LA, %y 2, = Aggy, 
ZVY1 Yo%3 = Ayy3, hy Sy Lz = Agg,, VX, Ly Y3 = Ayo, 
ZY; By 23 = Agg3, 22, Xo%z = Agyy, LX, YoY; = Ayn, 


1933 


ZX; Y 3 = 


Fiir ein System von r Gruppen von je » Elementen erhalten wir 


(7) Elementarfunctionen vom Gewicht 1, 


n P 
(3) ” ” ” 2, 

n 

Y ”? ” ”? r. 


Die Anzahl aller Elementarfunctionen einschliesslich derjenigen vom 
Gewicht r ist demnach 


-()+6)+-+0)=(H)-» 

Da die einférmigen symmetrischen Functionen in mannigfacher Be- { 
ziehung den elementaren als gleichberechtigt gegeniiberstehen, so 

sollen sie in ahnlicher Weise durch den deutschen Buchstaben a be- 

zeichnet und die verschiedenen Reihen x, y, z,..., welche in denselben 

auftreten, ebenfalls durch untergesetzte Indices angegeben werden. 


Nach dieser Bezeichnung ist beispielsweise die (einférmige) Func- 
tion 2 a,*y, 2,2 ausgedriickt durch 


Yon 2 — 
2H? Y 21° = Ay 4933" 
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Betrachten wir eine symmetrische Function hinsichtlich der Zahl 
der verschiedenen Reihen von Elementen, welche in einem Glied auf- 


treten, so kénnen wir von einreihigen, eweireihigen, ..., mehrreihigen 
Functionen sprechen, 


Die Function 22, 7,y,%, ist beispielsweise eine dreireihige vier- 
formige (elementare) Function. 
Die Summe der Exponenten aller gleichnamigen Elemente eines 


Glieds bezeichnen wir als Reihengewicht derselben hinsichtlich einer 
gewissen Reihe. 


Fiir die t-reihige Function (1) erhalten wir die Reihengewichte: 
P= yep: + +e = 2a, 
P, = B, + By + +++ + Br = 2B, 


Pr=6,+59,+:-°'+-+6,= 26, 
welche addirt auch das Totalgewicht derselben geben: 


Q - >, ; 
1 


Eine symmetrische Function vom Gewicht Q kann einreihig (biniir), 
zweireihig (ternir),... und héchstens Q-reihig sein. In letzterem 
Falle enthalt sie die Elemente jeder Reihe linear. 

Eine symmetrische Function, welche linear hinsichtlich der Elemente 
jeder Reihe ist, die sie enthalt, nenne ich eine primitive*) Function. 
Fiir dieselbon sind die Reihengewichte 


KR e+. eye i. 
Alle symmetrischen Functionen, welche dieselben Reihengewichte 
Pi» Po» Pgr +++, p* besitzen, sollen gleichwerthige Functionen heissen. 
Dieselben bilden stets eine Gruppe von solchen, unter denen sich ein- 
formige, zweiférmige, ..., Q-férmige Functionen befinden,. 
Fiir p,; = 2, p, = 1 erhalten wir beispielsweise eine Gruppe von 
4 gleichwerthigen Functionen vom Gewicht 3: . 
2a," y;, 
ZH? Y2, VHLY, Le, 
ZL, Ly Ys. 


*) Herr Schlifli gebraucht diese Bezeichnung auch fiir die Elementar- 
functionen, 
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2. Die einformigen und die elementaren Functionen. 
§ 3. 
Die einreihigen einférmigen (biniren) symmetrischen Functionen. 


Bekanntlich lassen sich die Summen der Potenzen (einreihige ein- 
férmige Functionen) : 


Z2,, Z2,*, B2,°,..., V4," 
durch die Elementarfunctionen 
ZX, By Lq, BL, L_Xy, .. +) BU, Leahy... Ly 


und umgekehrt die letzteren durch die ersteren als ganze Functionen 
derselben ausdriicken. Die hiebei resultirenden Formeln nenne ich die 


»Newton’schen“‘.*) Dieselben sind allgemein enthalten in den beiden 
folgenden: 


, \ 1 > (Si-—1)! 4 2 
(—1)* Po =>) _ a, a,1..-°™ ay 
| , (124-1 /1 y" 1\4: 
(1) ( . lp => i (;, ] eS 


‘ (Lam). (Dax x2) he 
WO Gy = D4, %,%,.-.X, ist und die Zahlen 4 und x der Bedingung 
geniigen miissen 
(2) get gp Stirs 
A, +a, fee <x. 


? 


§ 4. 
Die mehrreihigen einformigen und die elementaren Functionen. 


Um wmehrreihige einférmige Functionen durch elementare dar- 
zustellen, setze man mit Poisson 


t—dAc+puy+ve+-:-:-, 
wo A, uw, v,... litterale Zahlen sind und bilde die Elementarfunctionen 
2t =4a, +a, +2a;+---, 
Sit, May +Apay, +Avay, ++--+u'ay+>--:, 


(1) Zt by ty = AP yyy AP May, + Pv ays +--+ AMV dy3+--- 


Ersetzt man in Formel (1) von § 3 die einférmige Function Yx,* durch 
; DAa, + wy, + ve,+---)* 


*) Newton hat wohl als der erste an Stelle der beiden Endformeln (1) 


Recursionsformel von der Form (5) und (6) in § 4 aufgestellt; jene aber selbst 
nicht angegeben. 
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und die Functionen a,,, dy,,... durch 2t,t,... ty, Dtyt,...tyy--- 
und ordnet beiderseits nach Potenzen und Producten von 4, wu, v,... 
so erhalten wir eine Identitit, welche nur bestehen kann, wenn die 
Coefficienten der letzteren auf beiden Seiten einander gleich sind. 

Ist die Zahl der Gréssen A, w, v,... gleich oder groésser als x, 
so erhalten wir durch Gleichsetzen der Coefficienten der genannten 
Producte sémmiliche einférmige symmetrische Functionen vom Gewicht x 
ausgedriickt durch Elementarfunctionen. 

Fiir die zweireihigen Functionen hat Herr Macmahon*) die Formeln 
angegeben 


eta 1 (e+ +4—1)! Be % an -1(22—1)! mt, nm, 
(—- 1)*t Fi xy yt = > (1 5S pale | la??? 
D9 (et 1 gg cee HUME ATH pete Ym 
(2))(—1) Ana > en wart 


i ye " ~ a 
> 9] Lae Wf ct 


welche sich leicht auf den Fall von mehr Reihen erweitern lassen. 
Setzen wir an Stelle der zweigliedrigen Function t = Ax + uy die 

t+ I-gliedrige /=1-+ 42+ uy+vz2+---, wo t die Anzahl der 

Gréssen 2, y, Z,... angeben soll, so erhalten wir eine Identitiit: 


(L-4a,+uy + -) Lp Aapuyy+o) (Lp dar+oyet) 
=1-+4a,+4a,+ va,+-- 
(3) + APa,, + Ama, + Ava, +-:-: 
+ Mai + Pw ay, + AMVay, +--+, 


in welcher rechts simmtliche Elementarfunctionen linear auftreten. 
Logarithmirt man beiderseits und entwickelt nach Potenzen von 
A, u,v,..., 80 folgt: 


Dinu ‘ 
Ady BM, te —5 {aay + 2Aua. +--+} 


S sas — . 
(4) +: {AS diy, BA wayyy + ++ + GAwvays +++} —--> 
= log {1 + Aa, +--+ Pay + Away + +++ Bay e+}. 
Durch Vergleichen der Coefficienten von A, wu, v,... auf beiden Seiten 


erhalten wir hieraus simmtliche einformige Functionen ausgedriickt 
durch Elementarfunctionen: 


*) Macmahon: ,,Memoir on Symmetric Functions of the Roots of Systems 
of Equations.“ Phil. Trans. vol. (1890). pag. 487. 








(7) 
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Oy = a, 
Uy, = a,? — 2a, 
U2 = 44, — 2a, 
a 3 ¢ 2 
M11 = 4," — 3a, a,, + 3a, 
M12 = Ay? Ay — Ay Ayn — A244, + M12, 


(5) 


‘ 1 
M23 == 4, 4,4, — 5 4 4.3 — 


1 1 
z 42%) — 5 A342 + 5 A123) 





Potenzirt man die beiden Seiten der Gleichung (4), so folgt: 
1 Aa, + wage Fay Away +--+ Vay FA way +: 
== f(0,, A,-+-, Git» (io) - watts 


so ergeben sich die weiteren Formeln: 


5 =; 
.. % 

ayy = 5% — FM» 

Bq = Ay My — AQ, 

*) 1 1 1 
(6) Ay, = 5%" Dachicisiay ana 

12 

Byy2 = FU Mg — My MQ — ; M2%11 F Ay42, 

Byo3 = My My Mg — My Mag — Mg Mgy — Ag Myo 2 qo, 





Den speciellen Formeln von Herrn Macmahon entsprechen die beiden 
allgemeinen : *) 


flan 1)jetatet ag (B42 +--- — 21)! aye cae 


wx!Atyp! 


. Sa—1)! 
_— ( 124-1 (<2 1)! a™ a™ eee 
, 1, ! Te Yo, MaMa ees Madame ? 


(— 1)titut-- -1 Cut aia — \" 


! My 


/ 7. =n—1 nm, Ny 
et fete — ee ae — | am yl gi . } wir ylagis..} 
Me! Ag! we!... ’ 141 “1 


wo die Zahlen x, 4, u,...3 %:, a Mi, ---3 2, %,... den Bedingungen 
geniigen miissen : 


*) Ein ausfiihrlicher Beweic dieser Formeln wird demniichst gegeben werdén 
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[ % ym, + HM, += 4X, 
A,H, + Agm, +--+ =A, 
(8) efitp +---=G, 


m+ A+ ow += Qi, 

0,9, + %Q,+---=Q, 

t+ m+a,+---<Q. 

und mit Q; Q;, die Gewichtszahlen von Lary" er... und yay... 
bezw. von Da yi gi. .-, und Gy,2,4,-.. bezeichnet sind. 





3. Die mehrformigen Functionen. 


g 5. 


Darstellung mehrférmiger Functionen durch einformige und elementare. 
Indirecte Methode.*) 


Das Product ® von i einférmigen Functionen 


(1) ® = >)x% "a xX ’ x ¥'... 


mit den Gewichtszahlen 


n= a4 + Pe+--:- (k==1, 2, 3,..., ¢) 
giebt ausmultiplicirt eine Summe von gleichwerthigen symmetrischen 
Functionen, deren Reihengewichte 


Pome fa, t--+, m=—B tA tes, PEM Mt 
je gleich der Summe der Reihengewichte der einzelnen Factoren sind. 
Unter denselben erblicken wir zuniichst eine einférmige, dann eine 
Reihe von zweiférmigen, dreiférmigen, .. ., i— 1-formigen Functionen 
und schliesslich eine i-férmige Function 


(2) 0; = Salt yf cat yf. -><eercatigfi... 


von den Theilgewichten g,, q.,q3,--+,@i- Diese kann somit durch 
die iibrigen linear ausgedriickt werden. Man erhilt: 


(3) H%—O+9,4+9,+---+ 94, 

wo ® das Product (1) ist und unter ®, eine Summe von gleichartigen 
x-formigen symmetrischen Functionen verstanden werden soll, welche 
sich bei der Multiplication ergeben. Die hier auftretenden (4 — 1)- 
formigen Functionen ,;_; lassen sich ebenso durch (i—2)-formige, 





*) Auf diese Weise hat schon Herr Schlifli fiir die einfacheren Fille mehr- 
férmige symmetrische Functionen durch einférmige ausgedriickt. Denkschriften 
der kaiserl, Academie der Wissenschaften, math. naturw, Classe, Bd. 1V, Wien 1852, 
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(t—3)-formige, ..., einformige Functionen ersetzen; jede (i — 2)-formige 
Function kann wiederum durch (i —3)-formige, (i —— 4)-formige, ..., ein- 
formige ausgedriickt werden. Indem wir so an Stelle jeder mehrtheiligen 
Function eine Summe von wenigertheiligen setzen, gelangen wir 
schliesslich zu einer Darstellung der i-férmigen Function, in welcher 
nur noch einférmige Functionen vorkommen, die aus den Functionen 
des Products ® zusammengesetzt sind. Es leuchtet ein, dass eine solche 
Darstellung Glieder von 1,2, 3, ...,¢—1 und héchstens von i Factoren 
enthalten muss. 

Sind die ¢ Theile der Function ; sémmtlich von einander ver- 
schieden, so ist die i-formige Function dargestellt durch: 
(4) (—1?°® = J(r,—1)! (t,—1)!...(—1 9A Lge, Lar,-.-, 
wo mit 2q,,, Lqz,,-.. eiuformige Functionen bezeichnet sind, welche 
bezw. aus t,, t,,... Theilen der 7i-férmigen Function ®; zusammen- 
gesetzt sind, und o die Anzahl dieser Functionen in einem Glied 
angiebt. 

Setzt man schliesslich an Stelle der einférmigen Functionen deren 
Ausdriicke in den Elementarfunctionen, so ist die i-formige Function 
durch nur elementare ausgedriickt. 


§ 6. 
Darstellung mehrfoérmiger Functionen durch einformige und elementare 
Functionen. Directe Methode. 

Zwischen den einformigen und den elementaren Functionen besteht 
eine eindeutige Beziehung. 

Jeder einformigen symmetrischen Function lisst sich stets diejenige 
Elementarfunction eindeutig zuordnen, welche mit ihr gleichwerthig ist 
und umgekehrt. 

Beispielsweise entspricht hienach der einférmigen Function 2x,’ y, 2,° 
(M3093) die Elementarfunction 2 2, 7, y, 2, %;,%(@,42333). Hs entspricht 
demnach auch jedem Product von ¢ einférmigen Functionen eindeutig 
ein solches von i Elementarfunctionen und umgekebrt. Hieraus fliesst 
aber der 

Satz. Die Zahl aller gleichwerthigen Producte von einformigen 

‘unctionen von den Reihengewichten 


Pi> Por Psr++ +) De 
ist gleich der Anzahl aller mit denselben seeds Producte von 
Elementarfunctionen. 

Nun lassen sich nach § 4 die einférmigen Functionen durch 
elementare und die elementaren durch einférmige ausdriicken. Wir 
werden deshalb auch die Producte der ersteren am einfachsten durch 
blosse Multiplication in den letzteren darstellen kénnen. 
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Bezeichnen wir die Producte der einférmigen Functionen mit 
U,, W,,..., MM, und die der Elementarfunctionen mit A,, A,, Ay,...,As, 
so giebt die Multiplication 


A, = a, A, + BA, +---+6,4A,, 
(1) UW, — a, A, + B,A, ++---+ 6,4,, 
U, = a, A, + BA, +--+ + 6,4, 
wo die Gréssen @, B,y,... einfache Zahlen sind, die sich bei der 
Multiplication ergeben. 
Hieraus kénnte man die A linear in Function der & bestimmen; 


es ist jedoch vorzuziehen, auch die Producte A direct durch Multipli- 
cation zu bilden: 


A, = aU, + BA, + +--+ 6, %,, 
A, = aU, + BYU, + +--+ 6, %s, 


A, = a, U, + BA, +---+ 6, As. 

Fiir jede Gruppe (p, p.p,... pr) von gleichwerthigen Producten % und A 
kénnen wir somit 2 Tabellen aufstellen, die sich mit Vortheil zur 
Bildung mehrférmiger Functionen verwenden lassen. 

Beispielsweise erhalten wir fiir die Gruppe 

Py =2,p,—1,p,—1 
die Tabellen: 
Tabelle I. 
































isi 2ifiéialsisis| #i e« 
fj/s/ Rei SiR] 1] el] gi ez 
ba s ~ | eo S = = x) s 8 
8 8 . « 8 S 
47 gMg ] | 
| 
M47a,, | 1 | —1 | 
My Moy 1 | — 1 
UYAgQyo] 1 wah 
a. | . = 
MyAga,,] 1 —2 | | 
1 | 
yo%y3 | IL j—3)—1) +1 
—————— comes ae : pate 
GyyMeg | 1 | — 1} | |—2 2 
1 1 1 1 1 | | 
Mj Ayo9 i 2 | 
MeMy3 | | on ati \+1 
a ST |— ee Spe | —___ 
Aso | | pon Bi son +1 
1 7; oT 8 weet s 1 | 1 1 1 
My 123 “—— wat Ee Se 3 3 3 3 3 
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Tabelle Il. 
&£ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
a % 2 2 ry = > 4 = 
sie |? (21'S leleleizi\# 3 
e | & s = = 3 5 
a,*a,a,| 1 
a,*a,, | 1 | —1 
G,Ao04,| 1 —1 
44,044.11 -1 
1 1 
A993411] 3 | ~3 
| 
AyoM5 | 1 —i;-1 +1 
i 1 | 1 1 
4193 | 2] 2 | — 2 
| | 
G, A403 1 —1;—1 — 2 | 
1 | 1 | 
424113 | 5 “= 8} i. +1 
1 i 
A343 | 5 —1 ie +1 
Peat lash whiten ¢ | 229 | & | 8. ee 
F113 3 Thea ; ; 2 




















Wie wir einem Product von i einférmigen symmetriscken Functionen 
ein gleichwerthiges Product von ¢ Elementarfunctionen zuordnen konnten 
und umgekehrt, so kénnen wir auch jedem von beiden eine bestimmte 
gleichwerthige i-formige Function eindeutig zuweisen und umgekehrt. 

So entspricht beispielsweise jedem der gleichwerthigen Producte 
G44 Up Mggg UNd aj, 4,45,, eindeutig die 3-formige Function 2Yz,*y, z,° 
und umgekehrt. 

Allgemein gilt der Satz: 

Die Zahl aller symmetrischen Functionen von den Reihengewichten 
Pi> Por Par +++, Pe ist gleich der Anzahl aller gleichwerthigen Producte 
von einformigen Functionen, sowie auch gleich der Anzahl aller Producte 
von Elementarfunctionen. 

Nun lassen sich die Producte % und A durch einfache Multipli- 
cation linear durch die gleichwerthigen symmétrischen Functionen S 
darstellen; man erhilt so je s Bestimmungsgleichungen, aus welchen 
die letzteren umgekehrt in Function der Producte A, , %,,..., U., bezw. 
A,, A,,..., As ermittelt werden kénnen. Es ist: 
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U, = a8, + 8,8, +---+6,8,, 


(3) WU, = a8; + BS, + +++ + 6,8,, 
A, = «,S, + BS,+---+6,8,, 
ebenso , 
A, = «8, + B,S,+---+ 6,8,, 
(4) A, = aS, + BS, +---+ 6,8, 


A, = «8, + By Sp + +--+ 6,/8,. 
Die Bestimmung der Functionen S,, S,,.,., S, aus diesen Gleichungen 


ist in beiden Fallen dieselbe. Man erhialt unmittelbar in Deter- 
minantenform: 


1 1 ar , 
S, = K (Us Bors 1++6,) = rN (A, B,y;'.-. 6s), 


Y 1 9 ie 1 , , , 
S, = A (@1 Mes ++ + Gs) = a (% A,y, ..-%,)- 





i i ! peas 
S, = A (a, Boy; see YA) eS (a, By V3 +¢- A,), 
wo mit A und A’ die Determinanten bezeichnet sind: 

A = (a, Bay; +. - 45), A’ = (a,' By; ... 6). 


Um die Berechnung der Determinanten zu umgehen, multiplicire 
man die Gleichungen (3), bezw. (4) mit den Factoren 4,,A,,45,..., As 
und addire dieselben, so erhailt man die beiden Identitiiten : 


{n¥ + 4,U,-+-----+4,H, <= S, DA, a, +S, 24,8, -+---+8,22,6,, 
1a, A, ay dae? +a, A, a 8, Ed,0z,'+S, E28,’ +8, 2a, 6,', 
welche linear sowohl hinsichtlich der Producte A, bezw. A als anch 
hinsichtlich der symmetrischen Functionen S sind. 

Um hieraus eine bestimmte Function S, zu ermitteln, bestimme 
man die Factoren A,, 4, 4,, ..., 4s 80, dass der Coefficient von S, 
gleich 1 und die Coefficienten aller tibrigen Functionen gleich Null 
werden. Man erhiilt so nach Auflésung von s linearen Gleichungen 
die Functionen S,, S,, S,, ..., S, linear durch die Producte Y, bezw. 
der A ausgedriickt. 

Wir kénnen diese Resultate im 4 weiteren Tabellen zusammen- 
stellen, womit die méglichen Darstellungsweisen der gleichwerthigen 
symmetrischen Functionen durch die Productcombinationen der ein- 
formigen, bezw. Elementarfunctionen und umgekehrt erschépft sind. 


Fiir das oben angegebene Beispiel erhalten wir zuniichst die beiden 
Tabellen (3) und (4): 
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Tabelle III. 










































































elseisal®ilseitjaltil2ie]sa 
ei e li is ei/ Spe) /Srri er] gs 
> i¢islsziztsiailslaipliales 
Sie flel ys S | rp i2ile|/s|a]s 
a } ~ 3 bad ws aad ty wo ; ~ 
‘ ‘ 9 | 9 | ‘ 
M,7a,a,] 1 ] . hes l 2 ] 2/2)2]2 
My? dos 1 2 1 | 2 
@y MyM] 1 1-| 1 1 l 
—|— 
My Ag Ayo ] 1 1 1 l | 
My Mg, ] 1 l l | l 1 | 
Aye M13 1 l | 
ori | eee 
Ay 4 Log 1 1 
My Uy98 ] ] 
Mo Mi 43 1 1 
lg Ay 49 l l 
“iiss l 
Tabelle IV. 
S, S, Ss 8 ! S; S, S, Sy Sy S, 0 S, 1 
y a Be . & 8 a | & rie & 
ae) “0 | a) ~ ae) ~ “~ < cS &® & 
~ Sistizilisi¥#v (eisisaislials 
s[rilsilale/sle/flela]3 
k. * | Bia 3 é ° . 2 | & 
aaa] 1} 1) 1|/2]1/2]1]) 2/2] 2/2 
A, os BEE 211 | 2 2 
72] a 1 ge ix > ‘ 
Ay Ay Ay | l l l 1 | 2 1| 2] 2 
. a Z | ¢ 6 ‘ 
A, Ay Ayo : a a l ] 1} 1 2 | 212 
stn = ious | aS 
by Oy, | 1 1 33 3) -S8 
| | | ‘ ») 
Ayo U3 | ] ] 1 | ] | 1 2 “ 
| ae | : 
A114 %3 | 1 | 1 i 1 
| a 
My A493 | | 1 | 1/1 2 
Ay A143 .y | 1 1 
— } —| —-— ——— — 
3 A142 | | 1 | mM. 
} 
A193 | | | | 1 


Multiplicirt man die Horizontalreihen der letzten Tabelle mit den Facioren 
A,, 4, -++5A~ und addirt dieselben, so ergiebt sich beispielsweise zur Be- 
stimmung der Function 2x,’ y,2, das System von 11 linearen Gleichungen: 
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O—A,, 
O=—4,+4;, 
O=A+A, 
O=A,+4,+ 45, 
O=A, +, A, + 4; 


O= 24,44, +4, +4, +4. 4+ 41, 

b= A, Ag+ Agt Ag + Ag, 

O = 2d, + 2A, + Ay + A; + AG + Ay + Ag + Ag, 

O = 2a, + dg + 24, + 4, + Ag +A + Ag + Ay, 

10, O = 2A, 4- 2d, + A, + 24, + Ag + Ayn, 

Il, O= 2A, + 24, 4 24, +4, + 24, +4, + 24, + Ay + Ayo t Ans 
welche aufgelést geben: 

4, =0, +4,=-—-A=—A= — Ag = — dys, 


l. 
3. 
4. 
5: 
6. 
7. 
8. 
9. 


Die Function ist demnach dargestellt durch 
204? Yn eg = ; {4,7 9g — Ay Mg Qy3 — Ay As Myf 2.4, A; 0,,-+ 204904, 

— 4 yy yg + 2 Ay Gy 93 — Gy yy3— Bg. Qy4q — 2 Ay 49}. 
Sind die simmtlichen Functionen S,, S,, S,,...,5,, durch einférmige, 
bezw. Elementarfunctionen ausgedriickt, so kénnen wir dieselben in 
zwei weiteren Tabellen zusammenstellen: 


Tabelle V. 



























































es! fs Z § | = 2 2 8 2 | s © 
Ei Ese et sna 
ZDax,?y, 2 | | | | | 1 
Zax, Y; 2. * FT — er | a 1 Oe Ee of 
Baye ae eS oe J | f-1 
Za,y,%,2,| | | | | Yoeat | cot 
Zeimm | | | | | | jt} | | =) 
Za, Y, Lo hy | | es | Real 
Zz,y.%, | | | {if j= j-1}-1] 2 
Ly Yi, Lo hy | 1 | ol ne | _ et) 2 
XL, 2, Xo Ys | 1 —1 eo ies. 1 oe. 2 
Yy 4 Uy%y ; | | | ~ ad ] 
Ly Ly Yo 2, ‘ oc | etd -} 1 5 2 | 1 1 |-—3 
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Tabelle VI. 
7if iea@iealal&eli#i¢fgltei Fis 
= o s s | = ey o 3 o 0 
: ze ee 2 - . . 4 i 1 
Hn% |')—s|—3|—3!—3] 2 3 | 3 |73 
| | 
2y. 2 1 |; 2 OE ee et ade ! 21 Ly 
TY". 3 3 3 3 3 3 3) 3 3 
| | Y hee ee 

oe Se Po 1 1 i] 2 185 3 

ad Bed SS te Se oS oe 3 3 3) 3 | 3] 3 

a¢e¢F 3 | 2 | @ 3 1 1] 1 

=== oo | - =- ame | am = pa jo ome a = 

Hy 9, 8, Xp 6 6 6 3 3 3 6 3 31 3 

2/ 2 |e 4 ‘ls 1 1 | as 1 

£7 YB —-| = | = |—=]—=! - ae -|—=—) = 
1 42%2 Ss i eS 4 8 3 3 8 3 | 3 ; 
6s 1 oi ws 2 | 1 1 1] af 

LY, %Zy 3 —~3 | 3/ 3 3 | 31° 3 3 | 3] 3 
tine i [2 2 Bie 2 | 4] 2 i =. 
1 92%; 3 | 3 | 3] 3 3 | 3 3 3 3 3 
ieee its 1| 2 i 2 1} 2 
7191 228s ~ 6] 6 | 6 3 3| 8 6 3 3 3 
a i 1 1 i i] 2 1{ 1| 2] 2 
U2 Us 6| 6 6 | 3 3| 3 6 3| 3 3 
ieee ! ed! Tee Bt Ne TEA 
ae 1 1 | 1 1 2 1} 4 1 1 
W141 Uy Hs 6 | 6) 6| 3 3 3 6| 38 3 | 3 

Ly Lo Y3 hy | | | 1 

















Um die Tabelle VI zu berechnen, beniitze man die Tabelle V und 


entnehme die Productcombinationen der einférmigen Functionen der 
Tabelle II. 


4. Die primitiven Functionen. 


§ 7. 
Transformation. 
Setzt man in einer i-férmigen symmetrischen Function an Stelle 
-» 8 die resp. Producte 
Uy Vy Wy oy Uq¥_ Wy. . +, Uy Vg Wy». +, vor) UV, W,... VOR mehreren 
andern, so geht dieselbe wieder in eine i-férmige Function von 


der Elemente einer Reihe s,, s,, 85, 





: 
% 
2 
4 
- 
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héherem Gewicht iiber. Aus jeder einférmigen Function geht hierbei 
wieder eine solche hervor, wahrend eine i-férmige Elementarfunction 
in eine héhere i-formige Function tibergeht. 

Hat man eine primitive i-férmige Function, d. h. eine solche, 
welche linear ist hinsichtlich der Elemente jeder Reihe, die sie ent- 
halt und ist dieselbe durch einférmige Functionen dargestellt: 


(1) Ji = fi(a) = ag, + Bo, +°+++ og,, 

wo mit @,,Q,,.+-+, @s die Productcombinationen der einformigen 
Functionen und mit a, 8, ..., 6 Zahlencoefficienten bezeichnet sind, 
so kann man demnach hieraus durch eine Transformation: 


ten’ y’ sw’... 
a =o” Ya e 


ee tt ate 


eae y" eZ 


jede beliebige héhere i-férmige (primitive) Function direct durch ein- 
formige Functionen ausgedriickt erhalten. 

Da hierbei jede einférmige Function wieder in eine solche iiber- 
geht und ebenso auch jedes Product gm derselben in eines ® von 
einfoérmigen Functionen héheren Gewichts, so bleiben bei dieser 
Transformation die Coefficienten «a, 8, y, ... sammtlicher Glieder 
unverindert. Daher wird auch die transformirte Function 


I; = F(a) = a, + BO, +---+ 69, 

dieselbe Anzahl von Gliedern besitzen wie die urspriingliche. Um- 
gekehrt wird man von einer héheren ¢-férmigen (primitiven) Function 
J; zu einer niedrigeren J; zuriickkehren kénnen, indem man an Stelle 
eines Products von mehreren Elementen ein solches von weniger 
Elementen setzt. Man gelangt auf diesem Wege schliesslich zu einer 
niedrigsten i-férmigen (primitiven) Function, d. h. zu einer elemen- 
taren, welche ebenfalls die Coefficienten a, B, y, ... besitzt, 

Allen i-formigen (primitiven) symmetrischen Functionen liegt eine 
bestimmte i-fdrmige primitive Elementarfunction zu Grunde, aus welcher 
man alle hiheren i-formigen Functionen durch eine Transformation von 
der Form (2) erhalten kann. 

Fiir die einfacheren Fiille sind die primitiven Elementarfunctionen 
angegeben durch: 

L. 2X, Yo = My M2 —— Ue, 
2. DH Yo@y = My My Xg — (My Myg F My gy F Ag Qyo) F Zayas, 
Be Dy Yo hg ty =H My My My Ay — (My My gy HE My My gg FE My My gg Ay Mg yy 
HF My My Aig F Mg My Ay) 
FH 2(M4 M94 My Aggy HE Mg yy Fy B95) 
H+ (Mj2% 34 HF My3%y M4 Mg) — Bay y5,. 
16* 
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Aus der Formel (2) gehen alle dreiférmigen (primitiven) Func- 
tionen hervor, beispielsweise die folgende: 


7 c 
Diy Ys By by Wy Vy Wo== My 99 M45 Ugg— Ay 0g M4567 — Uys V193967 — gz Upogyst 2 Ay o345679 


indem man an Stelle von x das Product xyz, an Stelle vony ¢u und 
an Stelle von z vw setzt. 


§ 8. 
Coincidenz von Reihen. 


Lisst man in einer t-reihigen <-férmigen symmetrischen Function 
die Elemente zweier Reihen zusammenfallen, so geht dieselbe wieder 
in eine solche J’ von denselben Theilgewichten und nur t—1 Reihen 
iiber. Gehéren die beiden coincidirenden Reihen verschiedenen Theilen 
der i-férmigen Function an, so kénnen hierdurch gewisse Glieder der 
letzteren einander gleich werden. Ist dies fiir ein solches x mal der 
Fall, so geht J iiber in 

=x-d’, 
wo J’ eine symmetrische Function bezeichnuet, welche nur den x'*" Theil 
der Glieder von J enthiilt. 

Ist insbesondere die Function J eine primitive Elementarfunction, 
so gelten die Sitze: 

Fallen in einer t-reihigen Elementarfunction a die Elemente zweier 
Reihen zusammen, so geht dieselbe in eine solche a’ von t—1 Reihen 
iiber , welche nur halb soviel Glieder als a besitet. 


Jede Elementarfunction a, in welcher bzw. x, x’, x’, ... Reihen 


? 


zusammenfallen, geht in eine solche a’ tiber, welche ki k'\k"!... mal 
weniger Glieder enthilt als die Function a. 


Fiir eine solche ist also 
a=kik! k"!...a’. 


Liisst man beispielsweise in der siebenférmigen Elementarfunction 
ZX, Yn %,t,U,0,W, die Reihen x, y und z, ebenso auch die Reihen 
¢, uw, v und w zusammenfallen, so geht dieselbe iiber in: 

DH, Yo lyty Us; Vg Wz = 314) DH, oo LsY, Ys Yo Y:- 


e=y=2, w=v—4=—ti(=—y). 


Ist nun eine primitive i-férmige Function vom Gewicht Q und den 
Theilgewichten 4,, q., G3, --+) Q@ durch Elementarfunctionen, bezw. 
einférmige Functionen ausgedriickt: 


J = g(a) = /(a), 





so | 
alle 
erh 
bes 


erh 
pri 
alle 
aus 
wel 


bz) 
me 
fur 
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so kénnen wir hieraus durch Coincidenz (und Vertauschung) von Reihen 
alle méglichen i-férmigen Functionen von denselben Theilgewichten 
erhalten, welche Q —1, Q—2, Q— 3, ..., 3, 2,1 Reihen 
besitzen. 

Um also simmtliche symmetrische Functionen vom Gewicht Q zu 
erhalten, ist es nur néthig, die aus § 6 bekannten 6 Tabellen fiir die 
primitiven Functionen vom Gewicht @ zu berechnen. Die Tabellen 
aller tibrigen weniger reihigen Functionen gleichen Gewichts kénnen 
aus denselben unmittelbar durch Coincidenz von Reihen ermittelt 
werden. 

Liisst man beispielsweise in Tabelle VI von § 6 die Reihe zg mit 2, 
bzw. mit y coincidiren, so erhalten wir unmittelbar simmtliche sym- 
metrische Functionen vom Gewicht (3, 1), baw. (2, 2) durch Elementar- 
functionen ausgedriickt: 

















Ay? hy | Uy? yy | By Ay Ayy | Oy Ayn | My G42 | GQ) F112 
| 
Zx,°y; | ] —2 l l | l -1 
‘slant 
22,7 y, | — | —1]—1 | 2 l 
2a, uy 2, 1 —t - | —I 1 
| 
| 
ZX? Ly Yo l —1|-1 l 
Day? Ly Ys | 1 | om fi 
os — a = sponte 
ZL) Y, Ly Ls | | 1 = 'l 
DL, Hy Ly Ys | 1 























246 Fr. Junker. 


























} | 
Gy? g* | Ay? gy | hy My yp | hg? yy} Ay” | @11%e2] FiAyoe | Fe Asi2) Arie 

ae 2 4 2 | 9 2 2 2 
an 2 2 ay pe wet. pA = bd ba aslande oa 
ated WEL ; 3 3 3) 3 | 3 is 3 

| 

’ 2 1 1 i} 2 2/1 2 
227 V1 Yo 3 | 3 3] 3| 3] ~3] 3 3 

— = = — —— = —_ 

1 2 1 2 1 | 2] e2 
Yo, 2 P 
ute. oe = 1 a ? ee. . tiie = 
Dy L, Ly | . be 3 3 . aa 
| 

; 4 4 4 1, 10 2} | 2 
’ 2 2 peer): on Ue, a Bier i a ee oa 
21" Yo 3 3 3 8| 3 5 3] 3 
. 1 1| 1 1 i 1} af4 

. LU. be ieee = = ite ok pr a |e bd 
ZL) Yi Xo Y> 3 | 3/3 13 3 3) 3) 3 
aa 1 1| 1 1 4 eis 2 
So 24 1 _! L S | oe S ti8ee 
a2 929s 3 | 3| 3 3 3 3 17 3 3 

| 
Pe 1| 1 1 1) 4 . 2 a 4 
q —— | — ——-}—- ~ } = -— 

141 F2Ys 3| 3 3 3; 8 3 6 6d| C8 3 
—_——_—__—__ — — | = —EEE - 

; - 1| 1 1 4 1 2 2 
a i aes. eee S hee ee ee = 
AY 2243 3 | 3] 8 3 3 3 3 

| 
} | | 
ZL, Xz Yas | 1 

















5. Anwendung einiger Differentialprocesse. 


§ 9. 
Erster Process. 

Bezeichnen wir mit g(a) die Darstellung einer x-formigen sym- 
metrischen Function durch elementare oder einformige Functionen, so 
ist durch die Gleichung 

J = 9(a) 
offenbar eine Identitét angegeben, in welcher beiderseits die Elemente 
einer gewissen Reihe, z. B. von ¢,, f,, t;,..., ¢ homogen in einem 
bestimmten Grad auftreten. Dieselbe wird auch noch eine solche bleiben, 
wenn man beide Seiten nach den Elementen der Reihe ¢ ableitet; es 
gelten deshalb die Gleichungen: 





a1 _ 99 9 2% | dg 0% | 

ot, 0 1 04, ot; 0a, ot, ? 
oF itt ne Sg eS 
ot Ole 04,, Ote 04a, Ot, ? 
0 aes og Og 0a, op é4,, 

cc * Fe +a 4 At. + ’ 
ot, ov, Ca, Ot, 0a, Ot, 





wel 
dere 
Fun 


(1) 


lass 
unc 


we 
m 
el 
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welche addirt offenbar eine neue symmetrische Function repriisentiren, 
deren Gewicht hinsichtlich einer Reihe um 1 niedriger ist als das der 
Function J. 

Der hierbei resultirende Process 


1 8S _ Hee Hea 
(1) at; - 2 7a > at 
12,0, 7 
lisst sich auf jede symmetrische Function (bzw. Relation) anwenden 
und gestattet ums, aus gegebenen Functionen solche von niedrigerem 
Gewicht herzustellen. 


§ 10. 
Zweiter Process. 


Multiplicirt man die Gleichungen (1) der Reihe nach mit den 
Elementen 
i Ger Os ts & 
einer neuen Reihe und addirt dieselben, so erhalt man einen weiteren 
Process 


i 
oJ 0 Oa 
(2) . y c- 3, = a 4 ar Si» 
(4 ot; ca ot; 
1,2,-,9r 

welcher, auf die Function J angewendet, eine neue x-formige sym- 
metrische Function von demselben Gewicht liefert, in welcher nun 
eine neue Reihe s,, s,, 83, ..., S auftritt. 

Kommt die Reihe ¢,¢,¢,...¢- in mehreren Theilfunctionen von 


J vor, so liefern die beiden Operationen Si und Si $; nicht 


eine einzige Function, sondern eine Summe von gleichwerthigen sym- 
metrischen Functionen. Sobald jedoch die Reihe ¢; nur in einer einzigen 
Theilfunction auftritt, erhalt man durch Anwendung der Operation (2) 
stets eine bestimmte x-férmige Function von den Theilgewichten 
U> Ye» Uys »+ + Qe Ger Function J. 

Aus jeder x-firmigen symmetrischen Function 
(3) J = Taj'yPes...w* = y(a), 
deren Theile einreihig sind, lisst sich mit Hilfe der Differentialoperation 
(2) jede beliebige mehrreihige und hieraus wiederum durch Coincidenz 
gewisser Reihen, jede beliebige wenigerreihige Function des Systems 
(41903 +++ Gx) ermitteln. 

Die Function 


‘ 4 2x4 4 4 2 2 
DH? Ya? SZ Ay My yy — F Ay" yy — Fg yy — 5 WA 22 — F219 


ae 10 2 
— 54a t FZ 41 Ge + F 12 
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liefert nach zweimaliger Anwendung der Operation (2) die beiden 
Functionen: 


Zx,4,y," = 5 (2a, 4,49, 2, G3 yy — 44 Ay yg — 2 Ay? A43 — yy Mos 
+ 5ay3 yy — Gy Gy93 — My M493 — A199 + Ayo25}, 

2D 2, Yole = ; {2a a,5,+24, 4, a,;-+24, a, 4, p23 G4 Ay.—4 a, As Ay, 
— 40g Gy Qy3 — Ayn gy — My yMyg + Fay 3 oq — Ay Angy 
— Gy Ay 34 — Gy Qyn4 — Oy Gy 95 + Ay25sf, 

woraus durch nachtriigliche Vertauschung von Reihen noch die weiteren 


Functionen hervorgehen 


ZY, 2%", x,y, 2,", 
bzw. 


DL Yy Sota, LH b Yoho. 
Ist insbesondere die Function J einfoérmig, so geht dieselbe iiber in 
J = Jai = -(a). 
Ist daher die Summe 
Zai = (a) = f(a) 
durch elementare, bzw. einformige Functionen dargestellt, so kinnen 
wir aus derselben mit Hilfe der Operation (2) stimmtliche mehrreihigen 


einformigen Functionen vom Gewicht q herleiten. 
Wendet man dieselbe auf 


— 
. 24° = a,> — 3a, + 3ayy, 
zweimal an, so ergeben sich unmittelbar die beiden Formeln: 
es 
DLP Yy = Ay? Ay — Ay, Ay — A, Ay + Ayn, 


. 1 \ 
ZH, Y) 2, = 4, A,a; — 5 {ay dog + yyy + Ay yy — Ay} 


Il. Theil. 
Die Relationen. 


1. Die Relationen zwischen den Elementarfunctionen. 
Erste Methode. 


§ 11. 
Die i-formigen Functionen gebildet fiir eine bestimmte Gruppenzahl +. 
Die i-férmige symmetrische Function 
J= Lap" yf tS ae >< afi yPi +++ == 9(a) 
vom Gewicht @=— 2q, und den Theilgewichten g,, g,, Q3, -- +) % 


sei auf irgend eine Weise als ganze Function der Elementarfunctionen 





oT aod 
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ausgedriickt. In der Darstellung g(a) werden alle méglichen Producte 
von elementaren Functionen auftreten, welche mit der Function J 
gleichwerthig sind. Wir erblicken unter denselben solche von Q, Q—1, 
Q — 2, ..., 3,2,1 Factoren. Die Function m(a) kann deshalb auch 
Elementarfunctionen vom Gewicht 1, 2,3,..., @— 1 und héchstens 
eine solche vom Gewicht @Q enthalten, welche linear auftritt und die 
Reihengewichte p,, p,, ~3,-..+, Pe der Function J besitzt. 

Da bei der Bildung der Function g(a) keine Voraussetzung iiber 
irgend welche Gruppenzahl gemacht worden ist, so wird dieselbe auch 
Giltigkeit besitzen fiir jede beliebige Anzahl r von Gruppen P,, P,,..., P,, 
welche kleiner, gleich oder grésser als 7 ist. 

Soll die Function J fiir r Gruppen gebildet werden und ist r < Q, 
so verschwinden in g(a) alle Glieder identisch, in welchen héhere als 
y-formige Elementarfunctionen enthalten sind, da die Elemente aller 
weiteren Gruppen Null sind; es gentigt also, in der allgemeinen Dar- 
stellung der Function J = g(a) die r+1,7r+2,... Q-férmigen 
Elementarfunctionen gleich 0 zu setzen, um die specielle fiir r-Gruppen 
giltige Function g(a) zu erhalten. 


§ 12. 
Die Relationen. 


Die Darstellung J = g(a) ist fiir jede beliebige Gruppenzahl eine 
Identitéit zwischen der Function J und den Elementarfunctionen a; sie 
wird demnach auch noch eine solche sein miissen fiir r <7. In diesem 
Fall verschwinden nicht nur die r+1, r+2, ..., Q-formigen 
Elementarfunctionen, sondern auch die Function J selbst. Da es nun 
auch Glieder giebt, welche diese Elementarfunctionen nicht enthalten und 
welche deshalb auch nicht identisch zu 0 werden kinnen, so bleibt von 
der Function (a) eine identische Beziehung 
(1) & (@; Gy My... Ar) =O 
der Elementarfunctionen vom Gewicht 1, 2,3, ..., 7 tbrig, welche 
nichts anderes als eine Relation vom Gewicht Q zwischen denselben 
reprisentirt. Da die i-férmige Function J fiir jeden Werth von 
r< i verschwindet, so liefert (a) auch ebenso viele Relationen, welche 
den Gruppenzahlen 2, 3, 4, ..., i—1 entsprechen und die Reihen- 
gewichte p,, Po, Py, +++) Pe der Function J besitzen. 

Fir t= 1 ist die Function J einreihig (binir) und liefert be- 
kanntlich keine Relation. 

Fir eine zweireihige Function, welche eine Reihe linear enthiilt, 
existirt ebenfalls keine Relation. Eine solche lisst sich unmittelbar 
linear durch i-férmige Elementarfunctionen darstellen , woraus hervor- 
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geht, dass jedes Glied identisch verschwindet, sobald r <i wird. Eine 
ging: Function ist: 


2) J= >’ eae... ape ‘/_ a -»> t, tyty...t 1% >> ger) gor Mar 1 
i Su tytaty ote} STs 
+a “ats... Ht poet. 


Fiir alle tibrigen mehrreihigen Functionen aber gilt: 

Jede i-firmige, t-reihige (t > 1) symmetrische Function liefert 
i—2 t-reihige Relationen*) vom Gewicht der angegebenen Function, 
welche 2,3,4,...i— 1 Gruppen angehoren. 

Als Beispiel sei die 4-férmige Function 


(3) P Y,? Ly %yX, = < {— LT] gq — 44 4422 + 34g 04142 + 344122} 
angegeben, wo IJJ,, den in § 17 gefundenen Ausdruck (2) bezeichnet: 
(4) LTT 5, = a, (4,2 a4yq + gy, — 4, Ay Qyy — 4044 yy + a2) 

— 3.444 (Gq? — 3 gg) + Ay 42 (2 4, Gy — 3.449) — Ay 99 (4? —3 41). 


Die Function 2 y,?x,2, x, hat fiir r Gruppen r ("3 ') =—=4. (4) Glieder. 
Die kleinste Anzahl von solchen erhiilt sie fiir 4 Gruppen, nimlich 4. 
Fiir 3 Gruppen dagegen verschwinden ihre siimmtlichen Glieder identisch 
sowie auch diejenigen der Elementarfunctionen @,,;, @;99) @4429. Es 
bleiben somit von der Gleichung (3) nur noch diejenigen Glieder tbrig, 
welche in JIJ,, enthalten sind. Da diese Beziehung aber immer noch 
eine Identitét sein muss, so erblicken wir in JIJ,, = 0 nichts anderes 
als eine Relation zwischen den Elementarfunctionen der drei Gruppen 
P, P, P,. 

Fiir 2 Gruppen bleibt von Gleichung (3) nur die Beziehung iibrig 

1 [yg = 0, (4,29 + G7 yy — Ay Oy Gy — 4044 Ay9 + a2) = 0, 


d. h. fiir zwei Gruppen erhalten wir aus derselben die Relation vom 
Gewicht 4: IL. <0 


§ 13. 
Die primitiven Relationen. 
Ist die Zahl t der verschiedenen Reihen von Elementen, welche 


in der Function J vorkommen, gleich dem Gewicht Q der letzteren, 
so ist diese linear hinsichtlich der Elemente jeder Reihe. Die einer 


*) Es ist hierbei vorausgesetzt, dass eine solche Relation fiir weniger Gruppen 
auch in niedrigere Relationen zerfallen kann. 


EE 


POLE OPO 











rapcey: sri 
Ck gi Tee 
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solechen Function entsprechenden Relationen mégen primitive Rela- 
tionen heissen. 

Diese verdienen hervorgehoben zu werden, da man aus einer solchen 
durch Vertauschung von gewissen Elementenreihen zuniichst alle gleich- 
werthige primitive Relationen und durch nachtriigliche Coincidenz von 
Reihen alle wenigerreihige Relationen gleichen Gewichts erhalten kann. 

Die gleichwerthigen Relationen sind nicht simmtlich von einander 
unabhingig; es zeigt sich in allen Fiillen leicht, dass eine Anzahl 
derselben lineare Combinationen der iibrigen sind. Befinden sich aber 
unter denselben 6 unabhiingige Relationen R,, R,, ..., Ro, welche 
man in jedem einzelnen Fall ermitteln kann, so geben dieselben linear 
combinirt: 

AR, +4,R, +---+14,R, =0 
eine 6 — 1-fach unendliche Schaar von Relationen, aus welchen alle 
mdglichen speciellen Kelationen hergeleitet werden kénnen. Es leuchtet 
ein, dass die Gréssen 4,, 4,, ..., 4g entweder einfache Zahlen oder 
auch beliebig hohe gleichwerthige symmetrische Functionen oder Combi- 
uationen von solchen sein kénnen. 

Fiir zwei Gruppen finden wir beispielsweise die drei Relationen: 











Oy Ay Mg, | ayy, a 44 s| ty 4044 ya Ag My Qyg| AygAgy | Ug Mg1 | A414 M3 
oe 1 1 8 tee —4) 2/2 

; | | a | CS eae = 
—1) 2 | —8})—1} 2 | =—2 2 |—a| 2 
—1/-1| 2 | 2 |-1/-1] 2] 2 |—4 





Dieselben geben addirt Null: 
Rk, + k, + Rk, =0 


und reprasentiren daher auch nur eine einfach unendliche Schaar von 
gleichwerthigen Relationen: 


4, R, + 4,R, + 4, R; = 0, 


Fallen zwei Reihen zusammen, so gehen sie in eine Relation iiber: 


Ay Ay Ayy $F My Ay yy — Ay" Aag — 2A_,A3 Ay, — ZAyQ G13 + 444, dy, = O, 
aus welcher durch weitere Coincidenz noch die folgende hervorgeht: 
§ 14. 


Die niedrigsten Relationen. 


Unter den verschiedenen i-férmigen Functionen, welche noch 
durch elementare dargestellt werden kénnen, sind offenbar diejenigen 
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vom Gewicht i -+ 1 die niedrigsten, indem eine solche Darstellung fiir 
eine i-férmige Function vom Gewicht i als elementare nicht weiter 
moéglich ist. Da nun diese Function héchstens fiir i— 1 Gruppen 
identisch verschwindet, so liefert sie auch fiir dieselben eine niedrigste 
Relation. Setzen wir an Stelle von i die Zahl r + 1, so folgt: 


Die niedrigsten Relationen, durch welche die Elementarfunctionen 
von r Gruppen verbunden sind, besitzen das Gewicht r + 2 und sind 
enthalten in den r + 1-fdrmigen symmetrischen Functionen vom Gewicht 
r + 2, welchen somit die Theilgewichte 


N= =G, Gi =2 

zukommen. 
§ 15. 

Anwendung des Differentialprocesses des § 10 auf die Relationen. 


Es leuchtet ein, dass sich der in § 10 angegebene Process 


oe si 
(1) cr 8 => 5° 


mit Vortheil auch auf die Relationen anwenden lisst. Ist gm = 0 
eine solche, so ist J =, womit derselbe iibergeht in 


@) 2 =D oe 1 © 


Enthalt die Relation gm vom Gewicht Q nur zwei Reihen, so lassen 
sich von derselben ausgehend mit Hiilfe der Operation (2) zuniichst 
alle tibrigen zweireihigen, dann aber auch alle nur méglichen mehr- 
reihigen Relationen vom Gewicht @Q ermitteln. 


Fiir drei Gruppen von je zwei Elementen besteht die Relation 
(siehe § 17): 
TTT yy = G, LD yy — 3.444 (G2? — 3 Gq9) + Gy49(2 44a — 3.4) 
— Ayy9(a,? — 3a,,) = 0, 
welche mit Hiilfe der Operation a oa y, =O sofort itibergeht in: 
TIT, 3 = @, LD y, — 3 Ayy(a,* — 3.44) + Gy99(2 44, — 3a) 
— 49(@,” — 3a») = 0, 


wo -IJ,, die in § 17 gefundene Relation zwischen zwei Gruppen 
bezeichnet. 
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2. Die Relationen zwischen den Elementarfunctionen. 
Zweite Methode. 


§ 16. 
Allgemeine Darstellung. 


1, Hat man r+ Gruppen 
P\(@y,% --- %), 
Py (2 Y_%q +++ V9); 


(1) 
Py (Se Golle . .. Ce) 

von je » Elementen und hierzu die weitere Gruppe 
P(zyz...v), 


so lassen sich aus je zwei Elementen der letzteren und den ent- 
sprechenden Elementen jeder Gruppe 


P(X; Yi 2 eee v:) 


n i te , 
(5) zweigliedrige Determinanten 


(2) (ay), (w%), (ati), ..., (ua), 
sowie die 1 Differenzen 
(3) (7 — %), (y — Yi), (2 — 4), eer (v — %) 


bilden, welche siimmtlich identisch verschwinden, wenn die Elemente 
der Gruppen P und P; zusammenfallen. 
Setzt man an Stelle von 2, y,%,..-3 i, Yi, Zi, ... die homogenen 


x 2 a YY 4% 
Elemente *, % -_—, —, — 


ey yee es — — +++, so geh ie Differenzen (3 
= ys (aa ae , 8o gehen die Differenzen (3) 


iiber in die Determinanten: 
(4) (zw), (ywi), (ew), ... (vw), 
n+1 


so dass einer Gruppe P; ( 2 ) zweigliedrige Determinanten ent- 
sprechen. 
Betrachtet man dieselben als Elemente einer neuen Gruppe D,, 
so erhailt man fiir i= 1,2,3,...,7 das System: 
D,{ (ey), (@4))s (@H), «+ COM)F, 
D,{(ay,), (8), (ate), «+ +5 (vw,)}, 
D,{(xyr), (Zr), (ty), ..., (vw,)}, 
in welchem die Elemente irgend einer Gruppe D, simmtlich identisch 
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verschwinden, sobald die Gruppe P(zyz...w) mit der Gruppe 
Py (Bx Yu Sn. ++ We) coincidirt. 

Jede r-férmige symmetrische Function der Gruppen dieses Systems 
ist auch eine homogene Function hinsichtlich der Elemente jeder Gruppe 
des Systems (1). Da nun eine solche auch unverindert bleibt, wenn 
man irgend zwei Gruppen P; und P, vertauscht, so ist sie auch eine 
symmetrische Function der Gruppen P,, P,,..., P.. Es gilt deshalb 
der Satz: 

Jede symmetrische Function der Gruppen D,, D,, D,,..., D, ist 
auch eine solche fiir die Gruppen P,, P,, Ps, 


ore re 


Bildet man insbesondere die r-férmigen Elementarfunctionen des 
Systems (5): 





(Ys) (CY) (TY3) -- + (Yr) = 9, 
(xy) (ZY) (WY) .. - (wH,) =O, 
(6) 2 (xY\) (Wp) (WYs) «- + (YWr)= 9, 
2(vw,) (vw,) (vw)... (vw,)= 0, 
" a ) 
deren Anzahl 2 ist, so ist jede derselben linear in Bezug 


9 
auf die homogenen Elemente der Gruppe (1). Da eine solche auch 
eine symmetrische Function derselben ist, so wird sie sich als lineare 
Function hinsichtlich der +-formigen Elementarfunctionen der Gruppen 
P, P,P, ...P, darstellen lassen; da ferner jede Gruppe des Systems (5) 
die Elemente xyz ...w linear enthilt, so wird jede r-férmige Function 


dieser Gruppen auch eine homogene lineare Function hinsichtlich der 
; r 
Productcombinationen (xyz...w) sein. 


Kine solche sei bezeichnet mit: 


a — 
Il facts Ges. ), 


wo d,, b,, ¢,... v-fdrmige Elementarfunctionen des Systems (1) 
darstellen. 

Da nun jede r-formige (elementare) Function der Gruppen (5) 
eine homogene (lineare) Function irgend einer Gruppe D, ist, so wird 
eine solche identisch verschwinden, wenn die Gruppe P(xyz... w) 
mit der Gruppe P;(x;y:4;...w;,) coincidirt. Das gleiche wird auch 
fiir die Functionen TT der Fall sein miissen. Es bestehen daher die 
Gleichungen: 








a rs 
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TT; (7, 9,2, .--3 @pbpc,...) =O, 
TTs(%_Yo%_.-.3 Grbp cp...) =O, 
(7) Pes a ee tk’ 


TH (%-YrZp .. .3 Apbpte ...) =O 


welche addirt eine Summe geben: 


. 
(8) a TT; reer Aybye, . . ) = 0, 


in welcher neben den r-férmigen Elementarfunctionen a,, b,,¢,,... 
die einfoérmigen Functionen 


? 


Zu", 2u,—'y,, La-*y,2,, ete. 
vom Gewicht » homogen linear auftreten. 

Driickt man die letzteren durch Elementarfunctionen aus, so geht 
die Summe TI; offenbar in eine identische Relation zwischen den- 
selben iiber; ersetzt man andererseits die r-férmigen Functionen 
dy, br, Cry «.. durch einformige Functionen, so erhalten wir eine 
solche zwischen nur einférmigen Functionen. 

2. Setzt man in einer Relation, in welcher die Reihe w homogen 
vom Grade @ auftritt, die Elemente der letzteren 

U,=W,=W,=-:-=—w,=—1, 
so erniedrigt dieselbe ihr Gewicht um oe und bleibt eine solehe vom 
Gewicht 27 — @ iibrig, welche eine wirkliche ist, solange 9 =r — 2 
und illusorisch wird fiir @ > r — 2. 

Auch hieraus geht somit hervor, dass die niedrigsten Relationen 
vom Gewicht r + 2 sind. 

Hierbei ist zu beachten, dass eine Elementarfunction: 

E = LH, Ho... LAY Yate + + YuSupi Supe». - Wi Wiss Wize... Wey 
welche hinsichtlich der Reihen a, y, z,...,« vom Gewicht ¢ und in 
w vom Gewicht x sein soll, fiir 

W,=W, = Ww, =—:-- =, = 1 
iibergeht in eine solche 


r—W\ . 
E= ( . ) DI, Hy ee MAYA Yara «+ + YuSupi Suse ++. Ui, 
welche nur noch vom Gewicht 7 ist. 


Fir r= 6, i=—3, x = 2 geht beispielsweise die function 
’ oe 2 
ZL, Yo%,0,w, tiber in 
r=n6 


Hy Yoh, WW, = FLL, Y. 25, 


w= Il 


3. Da jede héhere r-formige symmetrische Function der Gruppen 
D,, D., Ds, ..., D, auch eine solehe der Gruppen P,, P,, P3,..., P, 
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ist, so lassen sich dieselben ebenfalls als homogene (lineare) Functionen 
von r-férmigen Functionen gleichen Gewichts der Gruppen P dar- 
stellen; da ferner eine solche auch identisch verschwindet, wenn eine 
Gruppe P;(x:y:2;...) mit P(xyz...) coincidirt, so folgt, dass auch 
jede hihere r-firmige symmetrische Function der Gruppen D eine 
Relation zwischen den Elementarfunctionen der Gruppen P,, P,, P3,..., P, 
liefert. 

Diese Relationen sind jedoch nicht siimmtlich von einander unab- 
hingig. Fiir r Gruppen P; von je m Elementen 2;y;2;...; ist be- 


kanntlich die Zahl der Elementarfunctionen e4 y? wihrend die 


der Elemente aller Gruppen nur 7. ist. Es kénnen deshalb zwischen 
den ersteren nur 
n+r 
ee 


unabhingige Relationen vorhanden sein, aus welchen sich alle iibrigen 
zusammensetzen lassen miissen. 

4. Da jede r-férmige symmetrische Function TT, der Gruppen 
D,, D,, D;, ..., D, fir r, r—1, r—2, ..., 3, 2, (1) Gruppen 
P; identisch verschwindet, so liefert eine solche auch unmittelbar je 
eine Relation fiir r, ry —1, r — 2,...,3,2 Gruppen. Ist STI, eine 
niedrigste Relation fiir r Gruppen vom Gewicht r + 2, so ist sie auch 
eine hdhere fiir jede beliebige Anzahl 7, von weniger Gruppen. Man 
erhilt eine solche am einfachsten, indem man in XTI, = 0 alle Glieder 
gleich Null setzt, welche héhere als r,-férmige Elementarfunctionen 
enthalten. 

Will man daher simmtliche Relationen irgend eines Gebiets er- 
mitteln, so geniigt es, alle niedrigsten Relationen fiir jede Anzahl von 
Gruppen zu bilden; alle iibrigen (héheren) Relationen fiir weniger 
Gruppen sind in diesen unmittelbar enthalten. 


Eine Relation TT, vom Gewicht x + 2 wird sich demnach auf 
die Form bringen lassen: 


k,+Rh, +h, +---+ Rh, =0, 
wo beispielsweise R; eine Function vom Gewicht r + 2 darstellt, in 


welcher noch i-férmige Elementarfunctionen aber keine héheren als 
solche enthalten sind. Alsdann ist 


R, = 0 
eine Relation (vom Gewicht r + 2) fiir zwei, 
R, + Rk, =0 


eine solche fiir drei, 


R+B4+R, 0 


eine solche fiir vier Gruppen und allgemein 








1 











257 


Symmetrische Functionen von mehreren Reihen von Veriinderlichen. 


R, + By +--+ R=—0 
eine Relation fiir ¢ Gruppen. 
Was die niedrigsten Relationen fiir » Gruppen anlangt, so sind 
dieselben dargestellt durch die r-férmigen Elementarfunctionen der 
Gruppen D, in welchen nur zwei von den Reihen 


(xyi), (zi), (xt), a) (uv) 
und » — 2 Reihen der Differenzen 


(x ae i), y— Yi)» (2 a Zi), le (v — vi) 
enthalten sind. Eine solche ist beispielsweise 


ATT (XY) (rtp) (@ — 23) (Y— Yy) +.» (VU — %); 
welche das Gewicht r + 2 besitzt. 
Da sich auf jede dieser Functionen sowie auch auf die aus den- 
selben hervorgehenden Relationen unmittelbar die Operation | 


But Duo, bezw. >= y,=0 


anwenden lisst, so kénnen wir simmtliche mehrreihigen Relationen 
aus den zweireihigen (von gleichem Gewicht) erhalten. Alle zwei- 
reihigen Relationen gleichen Gewichts lassen sich ebenso aus einer 
einzigen einfachsten zweireihigen Function herleiten, welche hinsichtlich 
der beiden Reihen die Gewichtszahlen r und 2 besitzt und von der Form ist: 





(LTT (xy,) (ey) (@ -— %3) (VW — 4)... (@—4,-) =O oder 
BP Ogg — 2 *Ydy, + 2 yay 
— BN y9g 2a" Yay. — 32" yay 
(9) pH BPP ay 122 — BaF Yay 42 + Barty? aya 
-- 
” 5 Fr! )eyarg —+r° vd ya qi = 


wo das obere oder untere Zeichen yen je nachdem r gerade oder 
ungerade ist. 

Da diese Function auch fiir weniger als r Gruppen identisch ver- 
schwindet, so liefert dieselbe auch unmittelbar eine hdhere Relation 
vom Gewicht r+ 2 fiir r—1, r—2,...,3,2 Gruppen. Wir werden 
demnach zu simmtlichen Relationen gelangen, wenn wir der Reihe 
nach die niedrigsten von der Form (9) fir 2, 3, 4, 5, ... Gruppen 
bilden. 


Mathematische Annalen, XLIII. 
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§ 17. 
Die Relationen des terniren Gebiets vom Gewicht 4, 5, 6, 7, 8 und 9. 


Im folgenden bezeichne ich die Relationen mit lateinischen Ziffern 
welche unmittelbar die Gruppenzahl angeben sollen, fiir welche die 
Relationen Giltigkeit besitzen. 


1. Fiir xy = 2 erhalten wir die Function 
2(xy,) (TY2) = 0 


2 i ae 
XA, — LY A, + y? ay, =O, 


welcher die Relation entspricht: 


oder 


(1) Dy, = G4? yy + 4? yy — Oy Ay yy — 4044 Gay ++ O13 = 0.*) 
Dies ist auch die Invariante der terniiren quadratischen Form: 
Az? SS A,X? + Ayty + ayy’ + a, 4+ ay +1—0. 
2a, Ay. a | 
(ab? = Il, = —5 Ay, 2A a,| ; 
a a 2| 
2. Fir r — 3 ist eine niedrigste Relation enthalten in: 


2(xY;) (Yq) (@ — 3) = O 
oder 


I digg — LY Ay + LY? Ayy — B Ayo + 2HYAyy. — BY? ayy, = O. 
Hieraus folgt die Relation 
(2) ILIs.*) = a, TD, + 3.444, (BGq2 — ay?) + O442(2 44a, — 3a;2) 
+ A422 (3.4, — a,”) = 0, 


aus welcher durch Vertauschung von x mit y noch eine weitere 
niedrigste Relation hervorgeht: 


(3) L113") = ay LD y, 4+ 3.Ay99 (3.44, — 447) + M01 (24,4, — 3ay,) 
+ Ay41 (392 — a”) = 0. 
3. Fiir r — 4 erhalten wir die niedrigsten Relationen aus 


2 (xy) (ey2) (w — a5) (w@ — %) = 0 
oder 
XL Age — LY Aso + xy? ay, 
— Bay. + 2H yay. — day? ayy 
HF Ay 399 — SYA. + Sy? ay 1, = 0. 


*) Die Relationen vom Gewicht 4,5 hat schon Herr Brill auf anderem Wege 
in seinen Vorlesungen iiber algebraische Functionen gebildet. 


“ 
a 
pe 
+ 
é 
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Wir finden als Relation: 


LV gn = 3a, LTT 59 — 204, TT y, — 6 Gy iy, A444 + 6g. yy 44 
(4) H 204 444122 — 44044 yy2 — 18.044, Qy99 + 6 ats 
+ 644444 (8.4,? — 8ay9) — 3a4412(8.a, a. — 4442) 
FH 4122 (34,7 — 8a,,) = 0. 


Wendet man hierauf die Operation oats ee y, =0 an, so folgen 


als weitere niedrigste Relationen vom Gewicht 6 
IV;; = 3a, IIT,, + 3a,II1,, — 2a, II,, 
Ht 60 G44 y99 2G, My2.A4 99 — Bay My2.Q4 42 
Ht Gy Ay Ay 44 2 Ay Ay. y42 — 6g Ay, M29 
— 540441 A90 + 6 Gy 12G409 
H+ 3.44442 (Ba? — Bag) — 444492 (3.4, 4, — 4042) 
+ 3aj29(3a,? — 8a,,) = 0. 


(5) 


LV 94 = 3a LTD ,3 — 2 yy Ty — 6 Ay yy Ay99 + 6 Ay Gyo Ao09 
(6) Ht 2 Gy 994442 — 40, Ay. Gy22 — 18Ay994412 + 6 aire 
+ 6 dy99 (3 a,? — 84,,) — 3Ayy9)(3a,a, — 449)) 
+ A915 (3.Ay” — 8 ay) = 0. 


Setzen wir in diesen Relationen die 4-férmigen Elementarfunctionen 
gleich Null, so gehen dieselben in Relationen fiir drei Gruppen iiber. 
Alsdann ist auch noch IIJ,, = 0, III,, = 0, so dass wir erhalten: 


ITI,, = — a, 1D» 
€ 
(7) — BAy Ay Ay 4 BA, DyyQyyy FH Ay Ay 4 Mynq — 2Ay Ay, Ay 49 
2 
= 94111 M00 -4- 3 die = 0. 


ITI;, = — a,II,, 
(8) + 3G, G44 Ay99 $F Ay M2 Ay29 — 3 Ay Mg. Ay 49 
Ht 8 hg yg Ayy4 $F Wy My Ay42 — 3241 M29 
— 27 441 Fy29 + 3O442 Gy. = 0. 


(9) — Bg Gy My99 + BA, Ay 2 Aa99 Ay Ay G42 — 2Ay Ag Ay 99 


2 
— 9499439 — 3ai22 = 0. 
17* 











260 Fr, Junxer. 


4. Die niedrigsten Relationen fiir r — 5 erhalten wir aus 
= (xy;) (yz) (w — a3) (w — 2) (uw — Xs) = 0. 


Dieselben lassen sich auf die Form bringen 


Vso = + 2a, LV gy — Say, LT, + 30 04443 (@; gg — 42.42 + 2 A429) 
(10) + 15 ayy12 (4241 — 2442) — 5A 199 (44 Oy, — 6.4311) 
— BO Gy 4441 (24Q? — Fag) + 6044412 (40,4, — 5ay2) 
— 3ay4122(2 a,” — 5a,,) = 0. 
Vis = 2a,1V,, + 2a,1V,, — 5a,, T1I,, — 5a,, IIT,, 
— 304411 {ay a. — Cay} + 154441. {2a, dy, ai iy Ayo} 
(11) + 5aj 12 {5a,a,, — & Aq — Bayi} — 154j22 {a, ay, - Bayt 
= 18 444142 {2a,? = Bago} + 9 ays 420 {4.4 a, —_ 5ayof 
= 9a 1090 {2,2 — 5a} = 0. 
V3, = 2a, 1V., + 2a,IV,, — 5a,,LI1,, — 5a,, III;, 
- 30 dyo00 {a a, — Bays} + 154; {2a,a,, — Gy Ayo} 
(12) + 54129 {5a ay, — By A. — 6 ayo} — 1544412 { a dng — 6 doo} 
— 18442099 {2a,? _ Says} + 9444009 {4a, a, aes Bayo} 
— 9ayy129{2a,” — 5a} = 0. 
Vi, = + 2a,1V,, — 5a, ITI,, 
(13) + 304» {a,44,— ay Ayot 2ayyo} +15 ay22 {a4 @y.—2ao9} 
— Batyya2 {aq Gq — 6 gf — 30 Gg2099 {20,2 — 5ayy} 
+ 6 aj 2099 {4a, a, a Bayo} — BAjs009 {2a,? = Bayo} = 0. 


Hieraus ergeben sich unmittelbar héhere Relationen fiir vier Gruppen: 


(14) LV 59 = — ayy TTT yy + 6 4444 (4, G2 — Gg.Gyq + 24490) 
H+ Bay 442244 — 2449) — Ayy99(A, Ay, — 6G ay,,) = O. 
LV 3 = — Qyy TT gy — ay, TT yg — 6.4444 (Gg @yq — 6 digg.) 
(15) Ht 34449 (2 @y gg — By Ayo) + 4499 (5A, Gyy — A Ay.—6 Gy 49) 
— 3Ajo92 (4444, — 644) = 0. 
IV, = — ay, IIT,, — ay III;, — 6 iy999 (Gy Gy, — 6a444) 
(16) Ht 3 digg (24244, — Ay Gq)  Oy944 (5 A, yg — Ay @yp — 6 Ay 99) 


— 344142 (@_oq — 6 ayy) = O. 


ta. Sek, TI 


75E 
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IVy, = —— ay ITI, + 6 dy999 (ey, — A, Ay + 2a412) 


+ 34299 (4; Gag — 2Ay99) — Gy499 (Gy Aoq — 6 digg) = 0. 


(17) 


Betrachtet man die Formeln (10), (11), (12) und (13), so fallt 
in die Augen, dass dieselben ausser den in JJJ,, und IJI,, vor- 
kommenden keine Glieder mehr enthalten, in welchen als héchste 
Elementarfunction eine dreiférmige auftritt. Dieselben liefern deshalb 
auch keine héheren Relationen fiir drei Gruppen mehr, Die siimmt- 
lichen fiir diese Gruppenzah] bestehenden Relationen sind ausgedriickt 
durch die Formen: 


My, WMly, Wy, Mhy, hy 


von denen zwei das Gewicht 5 und die iibrigen drei das Gewicht 6 
besitzen. Da nun fiir drei Gruppen bekanntlich nur drei unabhingige 
Relationen vorhanden sein kénnen, so miissen dieselben durch zwei 
Identitaten untereinander zusammenhingen. 


5. Die niedrigsten Relationen fiir 6 Gruppen erhalten wir aus: 
2 (xy;) (@Y2) (@ — X3) (w — #4) (w — a5) (w — ay) = 0. 


Dieselben lassen sich mit Hiilfe der friiheren Relationen auf die ein- 
fache Gestalt bringen: 


Vig = A, Vsq — Say LV 9 + Sayyy LIT yy + 1044,,, LD, 


— 100 Oy 99 444 — 80 1g 444 Gy p99 2O Gy Gy 494441 —15 yy 44 Ay 442 
(18) 5 ety 0544 129+ BO Arts — 30.04 4444 (By yg —3 Gy Gyq + 5 G29) 
— 12 ayy 442(BQQQ 4, — Fay yy) + Day y429(@, Ay, — Fay) 

Ft 80 441411 BG” — 12 G9) — 104444442 (5, a, — 6 ayy) 

+ 2Gj 44422 (5a,? — 124,;) = 0. 


VI; = z a, Vis + ; Ay Veg — 34,1 V yy — 3.44, 1V 55 + 5419 L153, 
+ 544), TDs + 1004412 LD, 
= 10 Gy Ay 994442 — BOA, Ay99 4444 — 25,44) A122 
Ft Baty Oy 42M 192 V5, 444 Ay999 — 24004 14) A222 
$40 4412122 BO Gy Myo Gy441 HF 5M G12. 142 
90 4 4444 (Gy %y2— 5 999) — 6 Gy 4442 (15 A; dpg— 9A, Gy 9+ 5 Ay 09) 
ft 3 ay 4499 (BA y Gy g—21 Gy y+ 25 12) 2T 44999 (44 @,—5 41) 
+ 20 ay 44142 (B@Q? — 12 Gy) — 16 Ay44422(5 4,42 — Gay») 
+ 6 a453222(5a,? — 12a,,) = 0. 


(19) 
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5 5 3 3 
VI yy = 5% Vist 5% Vs4— 2 A921 V y—3 a4,1 V53— 5 ayy 1V 44 
+ 5 ayo LTT gq + 50442 LIT, 4+ 20044 99 LT. 
+30 ay G51 Goy99 — 60 Gy 990 Oy 442 15 2 A499 Ay 119 
— 5A, Gy09 Gy 129 
(20) $30 Ay Gyo Oy 444 — 60. Ay Oy 44 999+ 15.4, 44121099 


— 60 44112 % 099 
— 480 04151 2200 


+ 40 aiize 





— 5 gy 49 A199 
$54 0144412 (G2 Gq — 5 Aa99)— 9 Gy 11 99 (9 Gy Aq — By yy — 5 A499) 
$54 Ay 9999 (Gy 414 — 5.414) — 9 1299 (9 Gy. yy — 3 Gy yy —5 49) 
Ht 12 Gy 44492 (542? — 12 yg) — 18 G4 4929(5 4, 4, — 6 ay») 

$12 G4 4290(5 a,? — 12. a,,) = 0. 





Vertauscht man in simmtlichen Elementarfunctionen der Formeln 
(18) und (19) die Indices 1 und 2, so ergeben sich die weiteren 
Relationen 


VI,,=0 und VI, =0, 


welche dieselbe Gestalt haben und deshalb weggelassen werden kénnen. 
Die Relation VJ,, ist symmetrisch hinsichtlich der beiden Elementen- 
reihen x und y. 


Fiir r = 5 ergeben sich hieraus die Relationen vom Gewicht 8: 


(21) Veg = — Say LV yg + Sayy LT y. + 100444, LD, 
ft 10 01444 (— Oy Gy 99 2 hy By 49 — 4.44409) 
15 Gy 449 (Gy 449 — 2 Oy 442) Dy 4 90 (4s 444 — 84441) 
— 80044444 (3 Gy q2 — 3 ry Ayo +5 Gy 99) 


¢ 5 fad ‘ r 
— 12 45 449(8A_44, —5 A449) + Dass 122 (4 Oy —I414;) = 0, 


(22) V3 = — 3ay.1V 4. — 34,,1V 35 + 5041. TL, + 5aj;, ID, 


+ 104));.11,, ' 
30 04444 (— 4 Ay99-F Be By 99 — 4 Gy 999) 
— 54442 (2 Gy Ay99 — Ay Gy 42 —4 Ay 492) } 


— 5 Ay 42 (5 Oy Gy 44 — G4 M19 — 404449) 

Ft 15 Ay 999 (Gy 444 — 84144) 9044444 (Gp yg — 5 iy9) 
— 64141215, @yg — 9g y+ 5 ayp9) 

H+ 3 4122 (3.a, Ay. — 21 aya, +25 441.) 


+ 27 Gy 429 (4, a4; —5a,4,) = 0, 
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(23) Vy=— 5 M2104, — 3a,,IV3; — Fay, IV 4 + 542915, 
+ 5A449 LT T,3 + 204499 II, 
+ 30a, 441 F992 — 60 Gy Ay 99 4442 


Ft 15 ay Ay 99 O45 42 — DA, Ay 9944499 —60 4442 @1292—480 444 Aa090 
: 2 

ft 80 Ay y9 Ay 141 — 60 4.0414 Ay 209 +40 ain2 

15 ay A442 A299 — 5 Ay Ay 19 A400 


54.045 449 (GQ —Bey99) — 9A 4 499 (9G yg — 3A, A,.—5 A499) 
+ 54 Aj 9999 (04044 — 54 44) — 9044999 (94.444 —3A,A,.—5a 19) = 0. 


Vertauscht man hierin die Indices 1 und 2, so ergeben sich die weiteren 
Formeln V;, = 0 und V,, = 0, 
Ebenso erhalten wir fiir r = 4 die Relationen vom Gewicht 8: 


(24) 1V.— 


(25) IV.3= 


(26) IVyy= 


(27) IV5,— 


(28) IV..= 


Ht 44, LTD. + 2.444, Do. 
Ht 2 ay 44 (— Oy Gy 99 + 2 Ay Ay — 4.44499) 


— BA 4 449 (Gy My — 2 Ay 442) EH yy 99 (4, Oy 44 — 8.4444) = O. 


H+ O44. 1TT 59 + A444 LTD gg + 244442 TD» 

Ht 604444 (— 4 Ga 99 + Ay Gy 99 — 444099) 

= 4449 (2 Ay Ay99 — Ay yg — 4.44 499) 

My 499 (Beg yyy — yy yg — 4. 4 12) FBG 999 (4, 4 — 81441) =O, 


2 yo LIT 59 + 2 ay49 LTT 3 + 404492 LD, 
Ht 6 ay415 (42 292 — 8 Gy090) 
Ht 3.44442 (2.499 — 40; Aa99 — 2 Gy 099) 
= yj (Ay Ay29 + My M42 — 8.4490) 
+ Bay 299 (Gy A412 — 49 yy) — 24112) 
+ 6 Gy 999 (G44 11 — 8 Gy929) = 0, 


A499 L1 Ty, + 299 LL + 2 4999 1D 
H+ 6 yyy (— Gy 444 + M12 — 404442) 
— y999 (2 Gg Ay 42 — A By 29 — 4.4499) 
— y199( 5A Ay99— Gy% 99 — 4 992) 3A 1 19( 2492— 8A) = 0, 


+ Gy09 TIT 59 + 2 g999 L199 


ft 2 Aiggn9(— Gq M449 + 2 Gy Ay 99 — 4.04499) 
— Bay200 (A An99 — 2 4992) 1 4429 (Az Gy99— 8 Ag999) = 0. 


6. Fir 7 Gruppen finden wir 6 niedrigste Relationen vom Gewicht 9, 


von denen 3 


angegeben werden sollen: 
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(29) V1Iq, 


(30) VII, 


(31) Vile, 
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= 3a, VIg, — 1444, Veo + Ta44,31V 4. — T0a,,,,11,, 

10014 4 444 (44% 429-2 9g 9-H 49) F420 14 49(24y4y 1) —544 12) 
— 21 Ay 4422 (44414 — 104444) 

ft 210 Gy yyy4y (2 Oy Gq — 2 Ay yy +3. Gy 99) 

10 44442 (2 yyy — 3.4 49) — 14.) 44499 (2 Oy yy — 9444) 

3004 444412(6 yy — Ty) — 104 44499 (By? — Tay) 

— 21044444441 (32? — Tay) = 0. 

= 3a, VI,. +3.a, VI,,— 144,, V5.— 14.4,; Vy3 + Ta, 210 4. 
+ Tay 1V 33 — TG y 4112 LLo 

210 44444 (@ Aoq9 — Ay Ayo9 + 5Ay 909) 

— Nh ayy 449 (— 5 ay Ay 99 +4 Ag A449 + 5.Gj 199) 

21 Ay 4499 (Ty Oy 44 — Gy yy — 10.4 449) 

— G3. yy 999 (My Oy 44 — 10g 444) — 210 yy 4444 (2 Gp gy — 999) 
10.44 41442(6 Gy Agg — 44yAy2 +3 Ay 09) 

— 14.4444 499 (2 Gy @yy — 18.4, ay, +21 G42) 

— 42 yy 4999(2 yyy — 9444) — 150 444449 (B. AQ? — 7 ayy) 

+ 50.4 144122 (Gy dy — Tyg) — 304444929 (Bay? —Tay,) = 0, 
= 6a,VI,, + 3a,VI,, — 28a,.V,. — 28a,.V4, — 144,, V5, 
+ 14dyy LV gg + 14 4442 LV 93 + Ty, LV 24 — 140444490 LT, 
— 420 0445444 (@2 4222 — 10 y949) 

Ft 420444425 y Ay9 — Ay yQ9— 5 A499) 

— 14.4 44499 (— Ty A499 — yyy + 40 G, 192) 

+ 126 4 4999(BQ 9G 444 — 1 A449) — 252 yyy (Ay 4, — 100444) 
— 280.04 14412 (242 Gyo — 9g) 

56 dy 4 4192 (14 dy yp — 6g. Ay —3 A 99) 

Ft 168 4) 1 4999(4 aq. 4, — A, 42 — 3A 49) 

— 168 jy 9999 (2 My Qyy — 9 Gy 44) — 200 4444192 (BQ? — Tad») 

Ft 120.44 444922 (6 yy — 7 42) — 120 44 449992 (3 4)? —Ta,,) =O. 


4- 


Die drei iibrigen VIJ,,, VII,,, VII,, erhilt man hieraus durch Ver- 
tauschung der Indices 1 und 2. 

Aus diesen Relationen gehen unmittelbar héhere fiir 6 und 5 
Gruppen hervor, von denen nur die den Formeln (29), (30) und (31) 
entsprechenden angegeben werden sollen: 


(82) Vy, = — 2ay4 Veq + ayy) LV 42 — 1004444, Ly. 


10 yyy (Gy p22 — 2 by yy + 5 A449) 

Ht 6 hy 34 49 (2 Oy 444 — Fy 4 49) — Bq 499 (Gy O44, — 10 4 444) 
Ft 30 chy 43 141 (2 g2 — 2a Gy, + 34499) 

Ht 10 33412 (2 gy, — 3.442) — 2444499 (2 4444) — 944) =O, 
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(33) V0 gg = — 2042 Vg —2 ayy Vyg + Gy pol Vgn + 414 LV 93 — 100444 00D 
Ft 30 444141 (41 Gy29 — Fy A429 + Fy 099) 
— 2 yy342(— 5G, Gy 99 + 40g Ay 49 + 5.4199) 
Ht 3 ayy p92 (Fy 444 — Ay yy — 10 4449) 
— Deby yyy (Gy O yyy — 10 4444) — BO G41 4444 (2 Gy ag — 9 Ay99) 
+ 10 434442 (6.4, @yg —4 Gy yy + 3 Ay 99) 
— 2 ay 41422 (2 4, Ayg— 18.4, a4, + 21 a4) 
— 644 44299(2 a, ay, —9a44,) = 0, 


(34) VI54 = — 44g. Veg — 4042 Vag — 204, Vgy + 2ayQQ IV yy 
Ht 2ay12 LV 95 + A414) LV x4 — 20044 422 Ly. 
— 60.4 4444 (2 A292 — 10. ay») 
Ht 6 G4 4412 (By y99— My A499 —- 5. Ay 99) 
— 244492 (— Ty Qy99 — By Ay 49 + 40 44, 199) 
Ht 18 45992 (3G 9 4414 — 44 4442) — 36 4 9999 (4, 44, — 10.444) 
— 404) 44442 (2 9 gy — 9Ay99) 
Ft Bayi 4122 (14. 99 — 6 yy ~ 3. G99) 
24. 14999 (44g yy — Ay yp — 3.419) 
— 240449999 (2 a, 44; —9ay41) = 0, 
(35) Vig = Ay, LV yp — 104445, LDQ 
Ht 10 044441 (Gy G22 2 Mg Ay 42 +5 A449) 
HG atgyg 3 (2g 444 — 5G 412) — Bay yy99(G, yy, — 104444,) = 0, 
(36) Vos = Gy y2LV qq + 13 1V 93 — 10 ayy 44 LD 0. 
80.04 4441 (4 F999 — Ay @y99 + 5.4999) 
— 2 Ay 4412(— Fy Ay 99 + 4.4.04 49 + 5.04499) 
Ht Bay 192 (F424 44 — Ay Ay — 10 449) 
— 9A 44992(4 4411 — 104, 4,,) = 9, 


(37) Vig = 2 ayag LV gp + 22 LV 5 + yy LV 24 — 20 44429 LD» 
— 6044444 (42 @92— 10 dg990) 
Ft 644442 (5G; Gg99— Ap A499 — 54999) 
— 2 y4420(— Ty A499 — Ay 412 + 40 G44 92) 
Ht 18444999 (B aq Gy 44 — Oy Oy 42) — 36 y9999 (4, 44; — 104,11) = 0. 


7. Die in Nr. 1 bis Nr, 6 dieses Paragraphen entwickelten Formeln 
werden geniigen, um uns einen Hinblick in den Bau der Relationen 
zu verschaffen. Wir sehen, dass sich jede (héhere) Relation mit Hiilfe 
der friiheren stets auf eine einfachste Gestalt (kanonische Form) bringen 
lisst, aus welcher unmittelbar ersichtlich ist, fiir welche Gruppenzahlen 
dieselbe Relationen liefert. So sind beispielsweise in der Formel (18) 














266 Fr, JounKer. 


drei Relationen VI,,, V.., IV. vom Gewicht 8 enthaiten, niamlich 
je eine fiir 6, 5 und 4 Gruppen, 

Was die Anzahl der Relationen betrifft, so finden wir fiir 2 Gruppen 
nur eine Relation vom Gewicht 4, fiir 3 Gruppen zwei Relationen vom 
Gewicht 5 und drei vom Gewicht 6, fiir 4 Gruppen drei Relationen 
vom Gewicht 6, vier vom Gewicht 7 und fiinf vom Gewicht 8, u. s. w. 
allgemein fiir r Gruppen: 


y — 1 Relationen vom Gewicht r + 2, 


r ” ”) »” r + 3, 
r + l ” ”? ” r + 4, 
9 9» 
2r —- | ” ” ” 27 . 


Fasst man diese Resultate zusammen, so gilt: 

Die niedrigsten Relationen fiir r Gruppen sind vom Gewicht r + 2, 
ihre Anzahl betrigt fiir das ternire Gebiet r — 1. 

Die héchsten Relationen besitzen das Gewicht 27; ihre Anzahl 
ist 2r — 3. 

Jede Relation vom Gewicht r-+ 2, welche eine niedrigste fiir 
y Gruppen ist, liefert je eine héhere Relation desselben Gewichts fiir 
r—l,r—2,...,, ore, bezw. a Gruppen, je nachdem r gerade 
oder ungerade ist. 

Die Gesammtzahl aller fiir eine bestimmte Gruppenzahl vorhandenen 
und von einander verschiedenen Relationen betragt fiir das terniire 
Gebiet 


s = + (r—}) (3r—4). 
Da nun fiir r Gruppen von je zwei Elementen, die Zahl der letzteren 


2r und die der Elementarfunctionen aber ("5 ist, so kénnen 
zwischen den letzteren auch nur 


=($9)-#=(9 


unabhingige Relationen bestehen. Die oben erhaltenen s verschiedenen 
Relationen miissen deshalb noch durch 


$ — 6 = (r—1) (r—2) 
Identitaéten unter einander zusammenhingen, welche, wie leicht zu 
erkennen ist, nicht linear sein kénnen. 
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3. Die Relationen zwischen den einformigen Functionen. 
§ 18. 
Allgemeine Darstellung. 


a. Eine einférmige symmetrische Fungtion ist bekanntlich fir r 
Gruppen eine Summe von 7 Gliedern, welche im allgemeinen fiir 
keinen Werth von yr verschwindet und stets ihre Gestalt behilt. Ist 
daher die i-formige Function 


(1) T= Slat yi. . >< at yl? . a >< aft yt. . - == f(a) 


durch einférmige Functionen a dargestellt, so wird die Function f(a) 
fiir keinen Werth von ,¢ illusorisch werden kénnen. Die in f(a) auf- 
tretenden Productcombinationen von einférmigen Functionen besitzen 
Coefficienten, die nur von der Anzahl i der Theilfunctionen abhingen, 
welche die (i-formige) Function J enthiilt, welche aber unabhiingig 
sind von der Gruppenzahl r. 

Da nun die Function J fiir jeden Werth von r < i selbst identisch 
Null wird, indem jedes Glied derselben Null wird, so muss auch die 
rechte Seite der Gleichung (1) eine Identitit sein. 

Die Function f(a) stelit somit fiir r <i eine identische Relation 
zwischen den einformigen Functionen vom Gewicht 1,2,3,...,Q dar. 
Da dies fiir jeden Werth von r < é der Fall ist, so liefert die i-formige 
symmetrische Function J auch i — 1 (mit ihr) gleichwerthige Relationen 
zwischen den einformigen Functionen, welche den Gruppenzahlen 1, 2,: 
3,.. +, ¢—- 1 entsprechen. 

Weil nun dies unabhingig von der Anzahl der verschiedenen 
Reihen geschieht, welche die Function J enthalt, so erhalten wir auch 
Relationen zwischen nur einreihigen (biniiren), zweireihigen (terniren), 
dreireihigen (quaterniiren), etc...., Q-reihigen einformigen Functionen. 

Die letzteren sind primitive Relationen, aus welchen man durch 
Vertauschung und Coincidenz von Reihen eine Anzahl weiterer Rela- 
tionen gleichen Gewichts hervorgehen lassen kann. 

b. Da sich jede i-férmige Elementarfunction durch einférmige 
Functionen darstellen lisst, so liefert dieselbe héchstens noch fiir i— 1 
Gruppen eine Relation. Dies ist offenbar eine niedrigste Relation fiir 
diese Anzahl von Gruppen; es gilt somit der Satz: 

Die niedrigsten fiir r Gruppen bestehenden Relationen zwischen den 
einformigen Functionen besitzen das Gewicht r-+-1, und sind enthalten 
in den r + 1-formigen Elementarfunctionen. 

ce. Da in der Darstellung f(a) einer i-formigen symmetrischen 
Function, wie wir aus § 5 wissen, Productcombinationen von 


Te we 
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einformigen Functionen auftreten, so wird dies auch fiir die Relationen 
der Fall sein, welche aus der Function 


J = f(a) 
hergeleitet werden kénnen, 
Besitzt demnach eine Relation zwischen einférmigen Functionen 


f(a) = 0 
unter andern Glieder von héchstens i Factoren, so werden wir auch 
umgekehrt schliessen diirfen, dass dieselbe aus einer i-formigen 
symmetrischen Function hervorgegangen ist. 
Nun liegt allen i-formigen symmetrischen Functionen eine bestimmte 
i-formige Elementarfunction zu Grunde, welche in der Darstellung 


a; = f(a) 
ein Glied von héchstens 7 Factoren je vom Gewicht 1 enthilt. Dasselbe 
wird also auch fiir die aus derselben hervorgehenden Relation der Fall 
sein miissen. 

Besitzt eine Relation f(a) = 0 ein Glied von héchstens i-Factoren 
je vom Gewicht 1, so ist sie aus einer i-formigen Elementarfunction 
hervorgegangen und soll demgemiss eine i-formige Elementarrelation 
heissen. Eine solche ist Relation fiir i—1, i—2,..., 3, 2, 1 Gruppen. 

Eine i-férmige Elementarrelation ist vom Gewicht i und kann 
deshalb als primitive héchstens ¢ Reihen aufnehmen. 

d. Da eine einférmige Function wieder in eine solche iibergeht, 
wenn man an Stelle eines Elements ein Product von mehreren andern 
setzt, so ergeben sich auch aus den i-férmigen (primitiven) Elementar- 
relationen durch eine Transformation von der Form 


ai 
o” 


‘gheke y 2 
(2) ‘aah tem 


id sr on 
Bau" y’s’..., 


alle méglichen héheren 7-férmigen (primitiven) Relationen. 

Nun wissen wir aus § 7, dass bei einer derartigen Transformation 
simmtliche Coefficienten der Productcombination von einférmigen 
Functionen erhalten bleiben. 

Jede héhere Relation hat deshalb dieselbe Anzahl von Gliedern 
mit den nimlichen Coefficienten wie die betreffende Elementarrelation, 
aus welcher sie hervorgegangen ist. 

Fiir die einfacheren Fille erhalten wir beispielsweise die Elementar- 
relationen, denen die primitiven vorangestellt sind: 

l. fir r = 1, 

QM, —— Ay. = 0, 
a,? — Uy, = 0. 





— 
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2. fir r — 2. 
My My Mg — My yg — My Mgy — Agia + 2 A495 = 0, 
Hy? My — 2A Mo — Ay My, $F 2495 =0, 
4° — Bay Myo + 2ay2g = 0. 
3. fir r = 3. 
My Oy Og Oy — {Ay My gg My Mg Mag Ay My M gg H My My yg FE My My yg H My Oy 42} 
+ {My2%3q H+ Ay %4 + M44 gg } 
+2 {My M934 H My Aygy HE Mg Up94-F My Mia3$ — Gajo54 = 9, 
My? Aggy — {47 Mag 2 Ay My yg + 2 ay Mg yo F My My ayy } 
+ {44 Mag 2 y2 045 } 
Ht 2 {2 ay dyo3 + My M43 A A412} — 6 ayi95 = 0, 
a7 a_ — 3 {0,7 Myob Ay Oy yy \ Ht Ba Mo + 2 {Bay Ayo My A441} 
— 612 = 9, 
047.44? — { 4? 9g 4044 Mg Myf 9744 } + {O14 Mea 2 0,5 
+ 4 {a p29 M2 M944} — GAy 199 = 0. 
Aus der Elementarrelation fiir » — 2 gehen 6 primitive Relationen 
vom Gewicht 4 durch die Transformation (2) hervor: 
O = Oy My Mgy — Ay Mygg — My Mygg — Ay Mya $F AAyo94, 
O = Oy Mg Mg — My Mogg — Ay M24 — yg Mg HF 2M 294, 
O = Ay Hy Mgg3 — Ay ggg — My Ayog — yy Mag H 2Apo54, 
OS Mp Mg Mpg —~ My yyy — Ag yoy — yg Qyy HZ Ajo94, 
O = My My yg — My @ygy — Ay Mog — Mag M3 F 2Ayo54, 
O = Ag Oy Ayo — Mg Myog — My Myog — Aggy Aya HF 2aja9q- 
Lisst man hierin die Reihe 4 mit der Reihe 1 coincidiren, so 


folgen unmittelbar die dreireihigen Relationen vom Gewicht 4 (fiir 
ry == 3): 


O = 04799 — 2 Oy Myo3 — yy Mag F 2M 41985 

= My MQ Mpg — My Ayog — My Myy3 — Ayo yg HE ZAy 495, 
O = Ay Mg yp — Ay yng — Mg yyy — My Mg ZAyy98, 
O = yg yy — My yyy — My yyq — yy Mag  ZVAy jos. 


Durch weitere Coincidenz der Reihe 3 und 1, bezw. 3 und 2 erhalten 
wir hieraus die zwei verschiedenen Arten von zweireihigen Relationen: 
DO Myr Myp — 2A Aye — Ay Myo VA 25 


O = My Uy App — — UY Dyyo — My My yy — 4 Ayy HAM 
und 
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2 

O = O57 MQ9  — 2 My Myoe — yy Mag  2Ay 190, 

O = Oy My Mp2 — — My Ayog — Mg Ayyg — 8 ZA 199, 
=e 

O = p74, — 2g Myyo — yy gg HE 2A y199- 


Fallen simmtliche Reihen zusammen, so ergiebt sich die einférmige 
(binéire) Relation vom Gewicht 4: 
O = ay? yy — 2 Oy yyy — UE 2H 

c. Was die Zahl der unabhiingigen Relationen zwischen den ein- 
formigen Functionen fiir r Gruppen von je m Elementen anlangt, so 
ist zu bedenken, dass die Anzahl der Elemente derselben rn, also bei 
endlichem r und m eine endliche ist, wihrend die der einférmigen 
symmetrischen Functionen unbegrenzt ist. Es miissen deshalb auch 
ewischen den letzteren’ unendlich viele unabhingige Reihen existiren, 
welche vom Gewicht r+ 1, r+ 2, r+3,...,7r-+ 00 sind. 








Meee. 














Concerning Triple Systems. 
By 


E. Hastinas Moore of Chicago. 


The theory of triple systems of » elements [which we denote by 
the symbol A,] and of the allied substitution-groups of m letters has 
been studied by Mr. Netto in his Substitutionentheorie, p. 220 — 235, 
1882, (Cole’s English translation, pp. 229—239, 1892), and more 
recently in his paper, Zur Theorie der Tripelsysteme, Mathematische 
Annalen, v. 42, pp. 143—152, 1893. 

Two triple systems of the same number of elements are said to 
be equivalent if a 1.1 correspondence between the elements of the 
two systems can be established in such a way that to the elements 
of a triple in one system correspond the elements of a triple in the 
other system, All triple systems equivalent to a particular triple 
system belong to and constitute a class of triple systems, 

Mr. Netto finds that » must be of the form 6m-+1 or 6m- 3, 
say of the form ¢. He raises two questions: 


(a) Do triple systems A, exist for every positive integer n of the 
form t? 


(b) For the same ¢ do all the triple systems A, belong to one class, 
or are there different classes? 


Towards an answer of the question (a) Mr. Netto in the paper 
last cited gives four constructions, two conditional (aa) (af) and two 
absolute (ay) (ad): viz., the construction 

(aw) from a given A, of a Ageis; 

(af) from given A,,, A, of a Arps; 

(ay) of a A, where p is a prime of the form 6m + 1; 

(ad) of a As, where qg is a prime of the form 6m + 5. 

These constructions, with the initial A, immediately given, enable 


him to construct a A, for every ¢< 100, with the exception of 
t= 25, t=—85. In fact, as he might have stated more generally, 
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these constructions together with a further construction*) (ae) of a 
A, where ¢ is the product of two (different or equal) primes of the 
form 6m -+ 5 would suffice for the construction of a A, for every ¢ 
without exception. 

As to the question (b) Mr. Netto states that for each of the 
cases ¢ = 3, 7, 9 and apparently 13 there exists but one class**) of 
triple systems A,. 

In this paper by means of a conditional construction (A) of 
considerable generality (a threefold generalization of (aa)) and using 
the A,, A,, 4,, as given, I show how to construct at least two 
distinct sorts of classes of triple systems of t elements for every t of the 
form 6m + 1 or 6m + 3 greater than t = 13. The word sort is used 
as a generic designation; two distinct classes belong to different sorts; 
a sort may contain many classes. 

The two questions (a) (b) may now be formulated: 

(c) For a given t what is the number x, of classes of triple 
systems A,? 

We know now 


y= 1, *,=1, *—1, %3—1 probably**), 
%>2 for ¢> 13. 


In a later paper I shall consider certain triple systems whose 
groups are interesting. The groups are of course at most doubly 
transitive. Netto’s A, and As, have transitive groups which contain 
cyclic substitutions of all the elements. The A,, has a simply transitive 
composite group (Annalen, pp. 148—151). And if there is in fact 
but one class of A,,, then we do not for every ¢ have triple systems 
A, with doubly transitive groups. Mr. Netto studied the A,, derived 
from the initial A, by the (af) process (Substitutionentheorie, 
pp. 224— 234); the groups are doubly transitive and composite. Per- 
haps the most interesting are the A,,_, derived from the initial A, 
by the (aa) process; the groups are simple, doubly transitive, with 
cyclic substitutions of all the (2* — 1) elements, [The case x = 2 


is an exception; the A, has the symmetric group of degree 3 which 
is doubly transitive but composite. ] 





*) If such could be given. 
**) The Aj constructed directly by (ay) and the Aj, constructed from a Ay 
by (aa) are not equivalent. 
***) Netto, Annalen, vol, 42, p, 152. 
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> 
Definitions, notations and introductory theorems. 


A triple system of ¢ elements is an arrangement of the ¢ elements 
into triples*) of elements in such a way that any pair*) of elements 
enters into one and only one triple of the system. There are in all 


= —— a toch triples. ¢ must have the form 6m-+1 or 6m+3. We 
denote hereafter by ¢ a number of the form 6m-+ 1 or 6m-+ 3, and 
by A, a triple system of ¢ elements, and agree for convenience to 
admit also ¢== 1, denoting by A, a single element. If certain of the 
triples of a A, determine a triple system of ¢, elements A, the A, is 
said to contain the A,; unless ¢=—?¢,, ¢>2¢,+ 1. Every A; con- 
tains ¢ A, and **£—Y a, 


lt is desirable to introduce two new concepts. [First.] A triple 
system, repetitions allowed, of s elements, symbolized A,, is an 
arrangement of the s elements into triples of elements in such a way 
that every pair of elements enters into one and only one triple, 
repetitions of elements being allowed in the pairs and triples. s may 
be any positive integer (see § 2). A A, becomes a A; by adding to 
the triples of the A, the ¢ triples obtained by taking each element 
three times. [Second.] A sub-triple system**) of ¢ sets of s elements 
each, symbolized ,V,, is in the first place an arrangement of the ¢ 
sets into a triple system A;,, and then an arrangement of the elements 
into triples in such a way that any pair of elements not belonging to 
the same set belong to one and only one triple, the third element of 
which belongs to the third set of the triple of sets determined in the 


A; by the two sets to which the first two elements belong. A ,V, 
eV. If the s elements of each of the ¢ sets of the 
:V; form a A, or a A,, then this ,V, is contained in a A,, or a Aj, 
respectively. 


contains 


*) Repetitions not allowed. 

**) For the purposes of this paper it is not necessary to study the more 
general ,,sub-triple system“ of s, sets of s, elements each, in which any two 
elements of different sets belong to one and only one triple of which the third 
element belongs to still a different set (but in which the set of the third element 
is not necessarily determined merely by the sets of the first two elements). It 
is evident (1) that any triple system A, of ¢ elements decomposes with respect 


to one of its elements into the *— 





triples containing that element and a general 





sub-triple system in the aan : pairs of elements associated with it by those 
triples, and (2) that, conversely, a triple-system of 2s-+1 elements can be 
made from a general sub-triple system of s pairs of elements, 
[If s, = 3, this is really identical with the sub-triple system ,Vs of the text.] 
Mathematischo Annalen. XLIII. 18 
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§ 2. 
Construction of a triple- system, repetitions allowed, in s elements A.,. 

This construction may in general be made in many ways. A A, 
is immediately derived from every A,. I give here a table of all 
possible constructions for s = 1, 2, 3, 4, and then give a particular 
construction applicable for every value of s. 

A,=1. (1) aaa. 

A,=:. (1) aaa, abb. 

A,=3- (1) aaa, abe, bbb, cee. 
(2) aab, acc, bbe. 

A,=s. (1) aaa, abb, acc, add, bed. 
(2) aaa, abb, acd, bee, bdd. 

The case s = 3 illustrates the fact that in a A, the number of 
triples depends not only on s but also on the internal structure of 
the A,. 

A,. A particular*) construction applicable for every value of s. 
Arrange the s elements cyclically thus, 2,2,%,... %s—1, 
and let x;, 2;, 2, be a triple whenever ¢+-j + k=0 (mod.s), 
Thus 2;, «; (where ¢ and j are either equal or unequal) 
belong to one and only one triple. 


§ 3. 
Construction of a sub-triple system ;V,. 
Take three sets (x) (y) (2) of s elements each and establish 


arbitrarily among the elements of the different sets a 1.1 corre- 
spondence by the use of the subscript- notation, 


u4ZOYOR (}—0,1,2,...8—1). 
Construct in any way (§ 2) in the s elements (7) a A,; let x; 2; x% 
be a triple. Then the system of triples x;y, 2, will be a 3V,. 


§ 4. 
Construction of a sub-triple system ;V,,,, which shall contain s,? ;V,.. 


Take three sets of s,s, elements each. Separate the elements of 
each set into s, sub-sets of s, elements each. Form (in any way; § 3) 


*) This construction gives for 
s=3 A,_z; (1); (a,b,c) =(2o, X, %), 


and for s=4 A,_yg (2), (4,0, ¢, d)= (Xo, Lg, Ly, Xp). 
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of the three sets of s, sub-sets a 3V,,; this contains s,? triples of 

sub-sets. Every such triple of sub-sets may be looked at as three 
| sets of s, elements each and so we form (in any way; § 3) to a 3V,.. 
: We have then in fact constructed a sV,,,, which contains s,? 3V,,. 


§ 5. 
Construction from a given triple system A, of a sub-triple system ,V,. 


Take ¢ sets of s elements each. Form a A, in the ¢ sets analogous 
to the given A,. Construct for each triple of sets of s elements (in 
any way; § 3) a 3V,. We have then formed a sub-triple system .V,. 

If we use the particular method of §§ 3, 2 in the construction 
of the ;V, from a triple of sets in the A,, we may distribute the s 
subscripts 0, 1, 2...s—1 over thes elements of a set arbitrarily 
for each triple in which the set enters, or we may allow one arbitrary 
distribution for the elements of each set to suffice. The latter gives 
the following 


O Bdge & Hirex 


Particular construction. 
Let the given A, be given in the ¢ elements uw, (f = 1, 2,... 4); 
let Ua Ug Uy be any triple. 
As elements for our ,V, take 
fe=s1,2  ...¢ 
“fa hot, i ae fm: 
and at once construct the triples %,;%g; yx where i+j-+-k=0 (mod.s). 
(a, B, y» are different; i, 7, k are not necessarily different). Clearly 
this ,V, contains a A, in the ¢ elements 
to (f= 1,2... bd). 
If s = s,s,, we may, using § 4 for the various 3V,, construct 


‘ t(¢é — 1 ‘ 
the ,V;,5, so as to contain e— 5 . 8,7 sVs,- 





§ 6. 
Construction of a triple system A,,,, from given triple systems A,,, A... 
Take ¢, sets of ¢, elements each. Construct in each set of ¢, ! 
elements (in each set in any way; one such way is possible by copying 
the given A,,) a A, Construct in the ¢, sets of ¢, elements (in any 
way; $5) a .V;, Then we have in fact made a A,,. The A,, 
contains ¢, A,,. 
Netto’s particular construction. 
In each set of ¢, elements construct a copy of the given A,, and 
in this way set the elements of the ¢, different sets in 1.1 correspondence. 
i8* 
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Containing each such A, make a A, (§ 1). Make use of these corre- 
spondences and of these A, in the construction of the ,,V;, (§§ 5, 3). 
This is the equivalent of Netto’s construction (af) of a Aj», from 
given A,,, A,, (Substitutionentheorie, § 193; Annalen 42, p. 144). This 
A,,:, contains ¢, A, and ¢, A,. 


§ 7. 

Construction (A) of a triple system A,, where ¢ = ¢, + ¢,(¢, — 4), 

and ¢, >3, £>244-1, 4£>1, from given triple-systems A,,, A,,, A,, 
of which the A,, contains the A,,. 


Take ¢ elements and separate them into ¢, elements (a) and ¢, 
sets of ¢, — ¢, elements each (8;) (¢ = 1,2...¢,). Construct in the 
(«) elements a A,, (a) and in the (a) (6,;) elements a A, (a) (6;) which 
contains this A, (a@), (¢ — 1,2... #,). (These constructions are 
possible, in accordance with the types of triple systems furnished by 
the hypothesis.) Construct (in any way, § 5; or, to fix the ideas, 
by the particular*) method, § 5) in the ¢, sets of ¢, —¢, elements () 
a sub-triple system ;,V,-, (8). We have then in fact constructed 


the A, required. The pairs of elements determine uniquely a third 
element, as follows: 


re, in the A, (a), 

a Bi, Bp; in the A,, (a) (Bi), 
By Bi”, «@ or BZ” in the A, (a) (8,), 
Bi By, Be in the »,V1,-, (8). 


[If ¢,;=—=0, the preceding construction is exactly that of § 6 for 
A. from given A,,, 4,.] The explicit hypothesis, that we are given 
a 4, which contains a A,,, is not needed in the cases ¢, = 1, t, = 3. 
The A, above constructed contains (at least) one A, and ¢, A;,, while 
the particular A, contains also one A,,. 

For the case [f, —=1, 4, —=—3, ¢—1-+ 2¢,] this “particular” 
construction (that is, the construction using the ‘‘particular” method 
of § 5) is Netto’s construction (aa) of a A;1+2, from a given 
A,, (Annalen 42, p. 143). 


*) For illustration of this particular construction (A) and the general con- 
struction (A) see §§ 10, 11, 12 and 13 below. 


















Concerning triple systems. 


§ 8. 


Concerning ,V, and A,. 


There is but a single*) class of ,V, of three pairs of elements 

B,’ B,’ B;’ , , ’ , “a” ” , ” ” “ar 

3V2 [. Bo” By” ; B, By Bs, By By” Bs’, By” By Bs”, By’ B,” By’. 
This is also the only “‘general’’ sub-triple system (see foot-note, § 1) 
of three pairs of elements, The four triples are conjugate (,,gleich- 


berechtigt “), 
There is but a single class of A,, (7T—=1-+3. 2) 


4, 





By’ 6: Bs 33 “B,'B,", «By B,", «By Bs”, 
B,” Bb," 6,” B,’ B,' Bs’; By’ Ba” Bs”, B,” By’ Bs”, B,” B,” Bs’. 


The seven elements of the A, are conjugate, the seven triples likewise. 


§ 9. 
Concerning the ,V, contained in a ,V, constructed by the particular 
method of §§ 3, 2. 
Let (2s) (y,) (@,) be the three sets of s elements each, 
(f,9,h =90,1,2...s—1), 
and suppose we have in the ,V, a 
Vv Tf, Yo, %, 4 
die Uf, Yo" £h, 
We have then (§§ 3, 2, 8) 
htn+h=0, 
f+ 92+ h, =0, 
h+n+h=9, (mod. s), 
fo +9, +h, =0, 
fe + 92 + hy == 9, 
*) The following four ,V, are identical, 
By Bs’ Bs By Be” Bs” 

, ” ow? V; ” , , ’ 
1” Be a) UB" Ba’ Ba 
there are likewise four identical with 
6,” Be” Bs” . 

Bi’ Be’ Bs’ 
These two ,V, in three pairs of elements 8,’ B,”, Be Be’, Bs By, are the only ones 


possible, and they are equivalent, an interchange of the upper strokes (‘, ”) 
changing one ,V, into the other. 


Vv j 6s” By’ Bs” 


By” Bs” Bs )- 
ie M81 a a” By } 


ora 


3Ve 
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and at once deduce from the first four congruences 


2(f2 + 92 + hy) =0 (mod. s). 
These congruences are incompatible, if s is odd; whence 
A ,Agsvi1, with s odd, constructed by the particular method of 
§§ 3,2, contains no ,V,. 
But if s is even, s = 2s’, we have at once 


f+ G+, =s — (mod. 28’), 


whence easily 
p=Ats, 2=At5, h=h+s' (mod. 2s’). 


In a ,Vixas, with s even, constructed by the particular method of 
§§ 3,2, any triple x,,Y,,%, belongs to one ,V., of which the other 
elements are X78, Yg+’ and e419. There are in all s’? such ,V,. 
There are no other ,V,. 

It is to be observed that the elements of each set are paired 
[(%,5 2s) (Your Yorts) and (2,,, 22,4s')] Independently of the elements 
of the other sets, and that the ,Voy is in effect first a ,Vy on the 
three sets of s’ pairs and then a (particular) ,V, on the elements of 
the triples of pairs. 

A V7, of ¢ sets of s elements constructed by the particular method 
of §5 may contain ,V, of two kinds: first, a ,V, of three pairs ot 
elements, the two elements of each pair belonging to the same set 
of s elements, these three sets forming a triple in the A, of ¢ sets; 
second, a ,V, whose six elements belong to six different sets which 
form a ,V, of sets in the A, of ¢ sets. The VY, can contain ,V, of 
the first kind only when s is even s = 2s’, and then the ,Vey does 


ay tit—1 ie 
contain in all oe - s* such ,V,. 


§ 10. 


Sorting of the A, contained in a A, constructed from specified data by 
the particular method (A). 


We recall the four kinds of triples contained in the A,, 
(a a” a”, & Bi Bi’, Bi Bi” BEY, Bi B; Bx), 
and that a A, is determined uniquely by any two of its triples which 
must have a common element. The A, contained in the A, may be 


sorted*) as follows into six sorts; it is not to be understood that A, 
of these sorts are always found in the A;: 


*) This sorting of the A, holds also for the A, constructed by the general 
method (A) of § 7. 
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[1°] The A, is contained in the A, (a). 

[2°] The A, has three («) elements forming a triple and four (£;) 
elements and is contained in the A,, (a) (8;). 

[3°] The A, has one (@) element and six (8,;) elements and is 
contained in the A,, (a) (Bj). 

[4°] The A, has seven (f;) elements and is contained in the 
A, (@) (6;). 

[5°] The A, has one (a) element and three pairs of (8) elements 
belonging to three ‘associated sets (of a triple in the A, of 
the ¢, sets (8;)) and consists of three triples containing the (@) 
element and the four triples of a ,V, of the ;,V.,-, (8) con- 
tained in the A,. This ,V, of the ;,V:,-:, (8) is.of the first 
kind mentioned in § 9. (¢, and ¢, are both odd, and hence 
t, — t, is even.) 

[6°] The A, has seven (6) elements belonging to seven different 
sets which form a A, of sets in the A,, of the ¢, sets. This 
A, of seven (6) elements is contained in the ,V;,-;, (8). 


The particular construction (A) of § 7 for the A, from the specified 
data was determinate, except that in the particular construction of § 5 
for the ,,V,,-:,(B) the s = t, — ¢, subscripts were distributed arbitrarily 
over the ¢, — ¢, elements of each ({;) set. It is clear that this arbi- 
trariness may affect the number of A, of sort [5°] contained in the 
A., but that it has nothing to do with the numbers of the A, of the 
other sorts, 


§ 11. 


Sorting of the A, constructed from specified data by the particular 
method (A). 


We sort the A; in question according to the number of A, con- 
tained in them, that is, (§ 10), according to the number of A, of 
sort [5°] contained in them, and denote this latter number by o. 
Two A, of the same sort 6, = 6, are not necessarily equivalent, but 
two equivalent A, are of the same sort. 

In the A, every A, of sort [5°] contains one (@) element and one 
3V. Of the first kind contained in the ;,V;,-;, (8), while every such ,V, 


lies at most in one such A,. There are in all 4 ses y. (* —)' such 


3V. (§ 9). This then is the maximum value of o. 


Denote by (x) (y) (2) any three (8;) sets which form a triple in 
the A,, of ¢, (B;) sets, and by zy, y,, &n (f, 9, A=, 1, 2...¢,—t,—1) 
the elements of those sets. Then one of these ,V, is the 
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wy Yg Zh 
3V2 \a y 


2 


f+g+h=0 (mod. t,—?,) 


This ,V, belongs to a A, of sort [5°] if and only if the three pairs 
of (8) elements in the A,, (a) (x), A, («@) (y) and A,, (a) (2) respectively 
belong to triples having a common third element, of necessity some 
(a) element a. 

In the construction of a &, from given A,,, A:, O,, of which the 
A,, contains the A,, (where t—=t, +t, (t,—t,) and t, >3, t,>2t, +1, t>1) 
the particular method (A) of §7, by the proper determination of the 
+, V1,—t, (8), enables us to construct at least two distinct sorts of A, which 
contain A, of sort [5°], in all cases except the cases 


in which there is but one sort of A,. This will be seen easily after 


we consider the following combinations of cases. 


Cases [#, = 1, ¢, — 3, t= 1-4 2¢,]. There are but two elements 
in each (8;) set, which are for every i in a triple with the single (a) 
element a, Thus in these cases there is but one sort of A,, for which 6 


has its maximum value, ¢6 = alts — 2. @ 7 fa)" = it 1). But further 





it is at once clear that any two A,, ¢=1- 2¢,, derived from the 
same A,, by the particular method (A) of §7 are equivalent A,; in 
these cases there is but one class of A,. 

For the general cases also the sort of A, with maximum 6¢ exists, 
although it is not the only sort existing. To construct such a A, we 
must choose arbitrarily an (a) element @°, pair the elements of every 
(B;) set (x) by the triples containing «®, and distribute the subscripts 
over the ¢, — ¢, elements (x) arbitrarily only so as always to make 
the pairs 2; * is coincide with the pairs determined by «a. Every 


2 

A; in question contains a A,; the one just constructed contains a 
A:+2:, containing this A,,. 

For the cases [f, = 1, ¢t, > 3, ¢=1-+¢,(4,—1)] the sort of 

A, with minimum 6, 6 = 0, exists. There is but a single (a) element 

a; it is possible to distribute the ¢, — ¢, = ¢, — 1 > 2 subscripts over 

the elements of the several (8;) sets (~) so that the pairs 2, a 

f 


h-% 


ut a 
shall be entirely distinct from the pairs of elements (7) determined by 
the triples in the A,,(a@)(x) containing the element «®, For a A, so 
constructed, 6 = 0). 
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For the cases [f, >¢, >1, t—t, + 4¢,(f,—#,)] the sort of A, 
with minimum 6, 6 =0, exists. There are here, since t, >¢,, at 
least as many (a) elements as (f;) sets. For each (6;,) set select a 
particular («) element a‘, different elements corresponding to different 
sets. Distribute the subscripts over the ¢, —¢, elements 2 of each 
(B;) set so that the pairs M78 as shall always coincide with the 

2 
pairs determined by the triples in the A,, (a) (8,) containing the element 
a‘ corresponding to the (8;) set. Then in this A, no ,V, of the 1,Y;, 
can belong to a A, of sort [5°]; thus 6 = 0, 

More generally, for the cases [¢, >3, t= ¢, + #, (t,—1¢,)] sorts 
of A, exist with o less than the maximum. For in the A,, of the ¢, 
(B;) sets select any triple of sets (w) (y) (z), and let them correspond 
with three (@) elements @ a a (t,>3). Distribute the subscripts in 
the ¢; — 3 other (8;) sets at random, but in the set (x) let the pairs 
Ly © tt coincide with the pairs determined in the A, («)(#) by the 


—t, 


triples containig a*, and likewise for the sets (y), (2). Then the 
@—5) 3V, of the ,V:-, which lie in the ,V;,-,, of the three sets 
(x) (y) (2) do not lead to A, of the A;. Whence indeed for such A, 
6 has less than its maximum value. ~ 

By a suitable combination of the devices now illustrated for the 


determination of the ,,V,,-,,, one easily convinces himself of the truth 
of the italicized statement made above. 


§ 12. 
Sorting of the A; (¢=1-+ 2¢,) constructed from a given A, by the 
general method (A) (¢,==3, ¢,—=1). 

It is convenient to give for this case (¢,—=3, ¢,—=1) the general 
construction of § 7 in a new notation. 

Given a A,, in the ¢, elements 0; ((=1,2...¢,). Take a single 
element « and, corresponding to the ¢, elements b;, ¢, pairs of elements 
Bi B;’. Form in the ¢, pairs (8,) a A,, corresponding to the A,, in the ¢, 
elements }b;. In every triple of pairs, for instance, (8% Bx), (82 Bi), 
(Bu Bu), construkt a ,V, in either of the two possible ways (see § 8, 


foot-note), 
Be Bi Bul (‘ Bi By 
V2 te Bi fat Ve 1B BOB 


The ,,V, so constructed and the ¢, triples «8; B;” (t=1,2...¢,) con- 
stitute the A, (¢—=1-+4-2¢,) required. 
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In this general construction the only arbitrariness lies in the 


choice, for every one of the aft —)) triples of pairs, of one of the 


two possible ,V,. If we construct all these 2* A,, where t = fh) 


’ 
they are certainly not all essentially distinct; for, if in any A, we 
interchange the upper indices of all the 6B symbols we get a A, equi- 
valent to but not identical with the original A,; that is to say, the 
2* A, form 2*-' pairs of equivalent A,. [For ¢=7, ¢, =—3, r=1; 
there is but a single A,]. We wish merely to show that 

In the construction of a &, from a given &,, (t==1-+2t,>15) the 
general method of § 7 enables us to construct at least two distinct sorts 
of &, which contain A, of sort [5°). 

We notice that any A,, contained in the A, (0) leads to a Ai+eu, 
contained in the A.—:42,,, however it be constructed; this Aji, con™ 
tains the element a. Conversely, if any particular A, contains a A, 
which contains the element @, then the A,, (b) contains a A, and 


2 
every A, contains a corresponding A, containing «. In particular, 


; t,—1 
every A, contains ¢, A, and a —* A, which contain «, 


Indicate by A,* a A, contained in the A, and not containing the 
element «. A A,* contains u elements (8), one of each of wu pairs. 
The presence of a A,* shows presence of a A, in the A, (b), but not 
conversely, We may then sort the A,;, given us by the general con- 
struction (A) of § 7, according to the number of A,* which they 
contain. Two equivalent A, belong to the same sort. 

We study the sorting of the A; with respect to the number 6 of 
4,* contained. Such a A,* contains one element of each of the ¢, 
pairs B; B;”. 

Netto’s A-i40,, contains a A,*. It is constructed by the particular 


method (A), say by choosing the ,V, ~ > | for every triple 
x 2 ue 
of pairs; then in the elements Bj (i = 1,2,...¢,) there isa A,*. Every 
A—i+2, containing one A,* is equivalent to Netto’s Awii0,. Thus 
of our Awi+421, there is but a single sort with 6 > 0, and this sort 
contains but a single class of triple systems, Netto’s. [If the given 
4,, (b)contains 6, A, _,, then our 6 = 6, + 1). 
2 


The sort with 6 =0 also exists, I prove this by constructing a 
triple system A, of this sort. For the ,V, of this A, I choose the 
12 5° = for every triple of pairs except one, say (1 23), 

* a in 
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for which I choose the other ,V, yd * : \. Then the triples 
jae 1 2 3 
of A, differ from those of Netto’s A, only in the triples of elements 
with the subscripts 1,2, 3. It is convenient to replace B; (i—=1, 2, 3) 
by a and 6; (¢t—4,5...¢,) by y;. The triples of A, are then of the 
forms 2," 2." 05", 44" i, Xj, (%,, tg, 4g = 1, 2,3 in any order) ay; yx, 
GE Ye’) Bi WS YR, YEU Ys YY Y's 
This A; contains no A,*; ¢6=—0. For if it were to contain a 
A,,*, this A;,,* would contain one element of each of the ¢, pairs 
(xi) (yj) (i= 1,2,3; j= 4,5...¢,), and by proper adjustment of the 
subscript notation such a A,* would have one or other of the forms, 
A,*(1) in the elements x,” 2," %5"5 Yy'Ys' «+ - Yo4ss YorrYots+ ++ Yes 
A,,*(ID) in the elements a,” 7," %5'; yy’ Ys" ++ - Yots} Vos Yo+s +++ Ye3 
where in each case g is any integer from 1 to ¢, — 3. 


A,* (1D), 3(ai’) + e(y;) + 6(yx") = t, elements; g + 6 =, —3. 
x,” is connected with the e(y;) by @ triples whose third 
elements must be o(y,’), and vice versa; thus 9 =o; 
y:, is connected with the other 6 — 1 = g@ — 1 (y;’) and 
the 3(x;") by @ + 2 triples whose third elements must be 
o + 2(y;); but there are only e(y;) elements. Thus 
A, contains no A,* (1). 

A,*(ID); 1(@,") + 2 (ay, 24) + 0 (ys) + 0 (ys’) = t, elements; 

o+o=—i,—3. 
x," is connected with the e(y;) by @ triples whose third 
elements must be e(y,”), and vice versa; thus 9 = 63; y,” 
is connected with the o(y,) and the 2(z,,a,') by @ + 2 
triples whose third elements must be g@ + 2 elements 
with double accents (”); but there are only @ such 
elements available, viz., the other @ — 1(y,”) and the 
1(a,"). Thus J, contains no A,,* (Tl). 


§ 13. 
Conditional construction B. 
If we are given a &,, and a &,, which contains a Q,,, 
(,23,421,4224+ 1), 


we can construct at least two distinct sorts of A, (t= t,+¢, (t,—t,) > 13) 
which contain 4, of sort (5°). 


This we have seen for the cases [tj —=1, ¢,=3, t—=1+-2¢, > 13] 














284 E. Hasrinas Moore. 


by use of the general construction (A) in § 12, and for all other 
cases by use of the particular construction (A) in § 11. 

Since we have A,, A, directly given and A, (§ 8) and A, (§ 6) 
known, and since every A; (¢> 3) contains A,, A,, we have the 
following corollaries: 

If we are given a Ay-(t’ = 6m’ + 1 or 6m’ +3), we can construct 
at least two distinct sorts of A, (t> 13) which contain A, of sort 
[5°], where 

Residues (mod. 72) 


id ili oe a 12m’ + 3= 3, 15, 27, 39, 51, 63; 
(8) t=1+?. ~ 12m’ + 7= 7, 19, 31, 43, 55, 67; 
; 18m’ + 1= 1, 19, 37, 55; 
ee tt Soe) os te tO 61; 
i id joo 3 = 15, 33, 51, 69; 
Oy 68 480-1 as tae & 21, 39, 57; 
24m’ + 7== 7, 31, 55; 
(B) t=—3+%'.4 ae 39, 63; 


6 36m’ + I= Y, 45; 
(B) ¢=3+?. ee 57. 


If we are given a Ay (t’=6m' +1 or 6m’+ 3) which contains 
a A,, we can construct at least two distinct sorts of A, which contain 


A, of sort [5°], where 
: 18m’ —11= 7, 25, 43, 61; 
(B) t=—7+3¢¢ ~n={ 18m’ — 5=13, 31, 49, 67. 


These corollaries require the further hypotheses that 


in (B,) (B,) (B,) (B,) ¢’> 3, m>4i, 


in (B,) > i4mw>{h, 
and 
in (B,) i’ > 15, m'>{3- 
§ 14, 


Absolute construction of triple systems. 


We admit the existence of and make use of A,, As, A,, Oy and 
4,;, and can construct at least two distinct sorts of triple systems 
4, (¢> 13) which contain A,, where t=6m-+1 or 6m+ 3 and m 
has any positive integral value. 
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A,, is constructed by Netto’s construction (ay) (Annalen v. 42, 
p. 145). 

The first five corollaries B, ... B, apply for t’ = 3... 13 to show 
that we can construct as desired, 


me) {oe nk pa {ame ots ea {aw eh 


Ais A>, As; 
A A A A 
[B ] 31) 55 : [B.] 45? 81 e 
~ tan Oe ey St 


that is, we can construct as desired the A, for ¢— 15... 39. 

We may now apply all six corollaries for t’ =—3...39 (since 
the A, (¢> 13) were constructed so as to contain a 4.) and thus 
construct as desired the A, for ¢ = 43... 97. 

This process continued indefinitely reaches every number ¢. In 
fact the column headed ‘Residues mod. 72”? to the right of the table 
of corollaries shows that the forms given contain all integers ¢ of the 
form 6m + 1 or 6m + 3. 





Chicago, 29. April 1893. 











Ueber Discriminanten und Resultanten der Gleichungen fir 
Singularitaéten von algebraischen Raumcurven, mit Anwen- 
dungen auf Realitatsverhaltnisse. 


Von 


Franz Meyer in Clausthal. 


Das Nachfolgende stellt einen Auszug dar aus einer grésseren, 
unter gleichem Titel demniichst in den ,,Wiener Monatsheften fiir 
Mathematik und Physik“ erscheinenden Abhandlung. 

Die Natur der Singularitiiten von ebenen, wie riumlichen Curven 
bringt es mit sich, dass in den weitaus meisten Fallen das Zusammenriicken 
irgend zweier singuliiren Elemente auf der Curve zugleich dasjenige 
von wenigstens noch einem weiteren singuliren Elemente bedingt. 

Dieser Umstand findet seinen algebraischen Ausdruck darin, dass 
die Discriminanten und Resultanten der algebraischen Gleichungen, 
von denen die einfachsten Singularitiiten einer algebraischen Curve 
abhiingen, in mannigfaltiger Weise irreducible Factoren resp, Potenzen 
von solchen mit einander gemein haben. Die Natur und Anzahl der- 
artiger Factoren andert sich mit dem jeweils ausgezeichneten Ratio- 
nalitatsbereiche. 

Es handelt sich hier um Raumcurven*). Um mit den einfachsten 
Mitteln zu operiren, werden zuniichst rationale Raumcurven der Rech- 
nung zu Grunde gelegt. 

Es hat das zur Folge, dass irgend eine Gruppe von Punkten, 
resp. Tangenten resp. Osculationsebenen der Curve durch Nullsetzen 
einer biniiren Form darstellbar ist. 

Handelt es sich dann weiterhin um Vorgiinge, welche sich in der 
Umgebung singulirer Stellen der Curven abspielen, so lassen sich die 
vorerst fiir rationale Curven gewonnenen Ergebnisse auf beliebige, 
algebraische oder analytische Raumcurven tibertragen. 


*) Vgl. die Mittheilungen in den Géttinger Nachrichten 1890 Nr. 10, 15; 
1891 Nr. 1,2. Die ebenen Curven sind ausfiihrlich in diesen Annalen Bd, XXXVIII 
bearbeitet worden. 
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Die rationale Raumeurve R wird als allgemeine Ordnungscurve 
gegeben gedacht; die vierreihigen Determinanten 0, welche sich aus 
den Coefticienten der vier, die homogenen Coordinaten eines Curven- 
punktes darstellenden ganzen Functionen f;(4) einer Verinderlichen A 
bilden lassen, sind die Klemente des Rationalititsbereiches fiir die 
(binéren) invarianten Bildungen der Curve. 

Zuniichst werden die, den fiinf Singularititen ,,erster Art“ zu- 
gehorigen ,,Singularitatenformen“ aufgestellt. 

Um die Singularititen ,,zweiter Art‘ zu beherrschen, d. s, die 
nur eine einzige Bedingung zwischen den 0 erheischenden Coincidenzen 
irgend zweier Singularitiiten der ersten Art, wird vor Allem, unter 
Aufbietung verschiedenartiger Hiilfsmittel, die schwierige Aufgabe 
gelést , die fiinf Discriminanten und zehn Resultanten der fiinf Singu- 
laritiitenformen in Elementarfactoren zu zerspalten, welche im Ratio- 
nalititsbereiche der 0 irreducibel sind. 

Etwaige Einwiinde gegen die Sicherheit der so gewonnenen Er- 
gebnisse werden auf Grund einer eigenthiimlichea Abbildung auf eine 
Hiilfsebene, unter Heranziehung einfacher Realititserwigungen zerstreut. 

Die erhaltenen Resultate erlauben eine tiefere Kinsicht in das 
Zustandekommen der Singularitiiten zweiter Art aus denen erster Art; 
insonderheit erkennt man, mit welch’ verschiedenartiger Geschwindigkeit 
die letzteren hierbei zusammenriicken. 

Hieran schliesst sich die Untersuchung der damit verkniipften 
Realitiitsvorgiinge; es handelt sich dabei um Feststellung des Vor- 
zeichens der Discriminante gewisser quadratischer Formen. 

Der von Hrn. Klein entdeckten ,,Realititsgleichung’’ fiir ebene 
Curven lisst sich hier fiir Raumcurven nur eine ,,Realitaitscongruenz 
mod. 4“ gegeniiberstellen; indessen ist die Existenz einer derartigen 
Gleichung, selbst bei Mitberiicksichtigung von ,,Linien‘- und ,,Ebenen- 
Singularitiiten“, iiberhaupt unwahrscheinlich. 

Im niichst héheren Raume lehrt hingegen ein einfaches Beispiel, 
dass solche Gleichungen wiederum bestehen miissen, und zwar, wie 
in der Ebene (und allgemein in Raumen gerader Dimension) in grosser 
Mannigfaltigkeit. 


$1. 


Die Grade der Discriminanten und Resultanten von den finf 
Singularitiétenformen. 


1. Vermége eines einfachen Classificationsprincips gelangt man 
zu folgenden fiinf, in endlicher Anzahl vorhandenen Ordnungssingu- 
laritiiten erster Art einer (rationalen) Raumeurve R. 

1) Ebenen ,,a*, welche an einer Stelle « von R vier consecutive 
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Punkte mit der Curve gemein haben, ,,stationiire’‘ oder ,,Hyperoscu- 
lations“ -Ebenen genannt, 

2) Ebenen ,,a°8?“ welche R an emer Stelle a osculiren und zu- 
gleich an einer andern Stelle #6 beriihren: sie mdgen ,,Schmiegungs- 
beriihrebenen“ heissen. 


3. Ebenen ,,a?B*y?“ oder ,,Tritangentialebenen“, welche an drei 
getrennten Stellen a, 6, y beriihren. 


4) Gerade ,,(a?8)“ oder ,,Trefftangenten“, welche R in « beriihren 
und zudem noch in £6 treffen. 

5) Gerade ,,(aByd)“, oder ,,Quadrisecanten“, welche der Curve 
an vier getrennten Stellen a, B, y, 6 begegnen. 

Betreffs der Bezeichnung ist nur hinzuzufiigen, dass singulire 
Ebenen ohne Klammer, singulire Geraden mit einer einfachen, endlich 
singulire Punkte — z. B. ein wirklicher Doppelpunkt ((@8)) — mit 
einer doppelten Klammer versehen werden. Die aufgezihlten fiinf 
Singularititen erster Art entsprechen je in doppelter Art den drei 
Ordnungssingularititen erster Art einer ebenen Curve. Den Wende- 
tangenten ,,a°“‘ der Ebene stehen hier gegeniiber die Ebenen a‘ und 
a? B?, den Doppeltangenten ,,a? B*“‘ die Ebenen «*8? und a? f?y’, 
endlich den Doppelpunkten (af) die Geraden (a?) und (afy9). 

2. Man wird die fiinf Singularitiiten erster Art algebraisch’ fest- 
legen, indem man diejenigen Binirformen einer nicht homogenen 
Veriinderlichen @, die ,,Singularitiitenformen“ aufsucht, welche, gleich 
Null gesetzt, die jeweils an erster Stelle aufgefiihrten Argumente « 
zu Wurzeln haben. 

Es geschieht dies mittels geeigneter Eliminationen, unter Bezug- 
nahme auf friiher fiir ebene Curven erlangte Resultate. Die am Ende 
aufgefiihrte Tabelle I zeigt fiir jede der Singularititenformen sowohl 
den Grad in @ an, wie auch den Grad hinsichtlich der, homogen ein- 
gehenden, Determinanten 9. Dabei ist eine jede der fiinf Formen 
durch eine eckige Klammer angedeutet. Daraus lisst sich sofort eine 
zweite Tabelle herleiten, welche fiir die bez. a gebildeten Discrimi- 
nanten und Resultanten der fiinf Singularitiitenformen den Grad in 
den 6 erkennen lasst. 


g Il. 


Die Zerfaillung der sechs Discriminanten und Resultanten der ersten 
drei Singularitétenformen in Elementarfactoren. 


3. Es kommt nunmehr darauf an, die fiinfzehn, in der Tabelle II 
verzeichneten Invarianten der Curve R in Elementarfactoren zu zer- 
spalten, welche im Bereiche der @ irreducibel sind. 

Es ist von Vortheil, zu dem Behuf erst eine médglichst grosse 
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Anzahl solcher Elementarfactoren, wenigstens hinsichtlich ihres Grades 
und ihrer Bedeutung, ausfindig zu machen. Die gemeinten Factoren 
ordnen sich dabei von selbst in drei Classen ein. Die erste Classe 
umfasst diejenigen, welche sich durch directe Elimination aus den 
Formen f(A) resp. deren conjugirten, isolirt darstellen lassen; bei der 
zweiten Classe sind die erforderlichen Eliminationsprocesse, wofern 
man nicht erst fremde Factoren ausscheiden will, erst nach Kinfiihrung 
von gewissen Hiilfsveriinderlichen ausfiihrbar; die Individuen der letzten 
Classe werden indirect aus bereits gefundenen Zerlegungen bestimmt. 

4. Zur ersten Classe gehéren die Elementarfactoren (vgl. Tabelle III) 


[a*], [a*B*], [a9 6%], [a®B*y?), [a?B?y?d], [(a%)], [(a?By)]. 
Es sind die linken Seiten der — in reducirter Form gedachten — 


Bedingungsgleichungen fiir das Eintreten der jeweils in der eckigen 
Klammer angedeuteten Singularitit zweiter Art. So z. B. ist 


[o%A%72d2] — 0 
das Criterium fiir die Existenz einer viermal beriihrenden Ebene, 
[(a@*)] == 0 ftir die Existenz einer stationiren Tangente u. s. f. 

Will man hier etwa den Ausdruck [a?6?y?d?] erhalten, so hat 


man, wenn p(d) =} irgend eine der zu den f(A) conjugirten Formen, 
und ” die Ordnung der Curve RF bedeutet, aus den » —3 Gleichungen: 


par Bry? ddd... dn =O 


die Argumente a, B, y, 0, Ay, Ay, ... An zu eliminiren, 

5. Wir kommen zu den Factoren der zweiten Classe. Das ge- 
meinte Hiilfsprincip liuft, geometrisch gesprochen, darauf hinaus, die 
vorliegende Curve n'* Ordnung R= F,° als Projection einer im niichst 
héheren Raum gelegenen Curve R,* anzusehen. 

Greift man namlich aus der Schaar der Formen » irgend eine — 
etwa g,, mit den Coefficienten g,;; — heraus, so lassen sich diese 
Gréssen g;; auffassen als polyedrale Coordinaten eines in der nichst 
héheren, vierfach ausgedehnten linearen Mannigfaltigkeit M, befind- 
lichen Punktes P, von dem aus die gegebene R,,° als Projection einer 
R,* erscheint. Die R,*, oder vielmehr-die Gesammtheit der mit ihr 
projectivisch verwandten Curven, ist durch die Schaar der n — 4 
iibrigen Formen g,, 93, ... @n—s eindeutig bestimmt. 


Hat man jetzt eine Invariante J = J(0) der R,°, vom v'" Grade 
in den 0, so betrachte man dieselbe als eine homogene Form v'" Grades 
der Coordinaten g;, von P. Die Gleichung J = 0 stellt dann geo- 
metrisch eine dreifach ausgedehnte M/,) vet Ordnung innerhalb der 
M, dar, als Ort derjenigen Punkte P, von denen aus die f,‘ in 
eine F,° mit verschwindendem J projicirt wird. 

Mathematische Annalen, XLII. 19 
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Will man jetzt umgekehrt den Grad vy einer Invariante J—J (8) 
ermitteln, deren Verschwinden eine bekannte geometrische Bedeutung 
fiir die Curve R,,° besitzt, so wird man in der M, mit liniengeometrischen 
Mitteln die Anzahl v der Schnittpunkte der in Rede stehenden M, 
mit einer beliebigen Geraden bestimmen. 

Algebraisch heisst das, die Coefficienten g,, durch lineare Ver- 
bindungen g,; + xq; ersetzen, womit die Gréssen @ gleichfalls in 
solche von der Gestalt d+ x0’ iibergehen, und J(d) =O in eine 
Gleichung J(d +- xd’) = 0 v* Ordnung in x, deren Wurzeln gerade 
den eben erwihnten v Schnittpunkten der M, mit einer Geraden 
entsprechen. 

Ein typisches Beispiel fiir die in Rede stehende Methode wird 
geboten durch den Fall einer Trefftangente (a?8), wenn die Argu- 


mente «, 6 noch durch irgend eine algebraische Beziehung o(a, B) = 0 
an eimander gekniipft sind, wo u,, uw, die Grade von ® in a, B 
bedeuten. 

Man verschaffe sich vorderhand die ,,Ebenencoordinaten“ p;;, einer, 
die R,* in «@ beriihrenden und ausserdem in £# treffenden ,,Ebene“ 
p = (a?8). Es sind das die durch (a — £) (8 — y) (y — @) dividirten 
dreireihigen Determinanten der f;(«), f,(B), fi(y) (= 1,2...5), wenn 
man hinterher noch y gleich @ macht, also ganze Functionen von 
a, B von den resp. Graden 2(n — 2), n — 2. 

Damit eine Gerade g mit den Coordinaten gmn(m, nm = 1,2,...5) 
einer Ebene p in einem Punkte begegne, ist die Erfiillung der Be- 
dingung 2 pit: mn = 0 nothwendig und hinreichend. Substituirt man 
hier fiir die p ihre Werthe in Function der a, B, so resultirt eine 
Gleichung zwischen « und #, wiederum von den Graden 2(n — 2), 


nm — 2, deren Combinirung mit der Beziehung (a, B) = ( nach der 
Bézout’schen Regel (n — 2) (u, + 2u,) gemeinsame Werthepaare 
liefert. Man hat somit das Ergebniss: 

»Zahlt jede q treffende Ebene p einfach, so ist die Ordnung v 
der von den Ebenen p erfiillten M,) gleich (m — 2) (u, + 2u,)j 
zihit dieselbe dagegen etwa r-fach, so ist der angegebene Werth 
von v durch r zu theilen.“ 


Hiernach sind die Grade der folgenden Elementarfactoren (vgl. 
Tabelle III) ermittelt worden: 
[a*, (a? B)], La? B*, (a? B)}, [a>y®, (a? B)], [a?B?y?, (a? B)), [a?y?d?, (a? B)], 
[a*B*y?, (@By)], ((@byde)}, [(«A))). 
Unter diesen macht der vorletzte, der Existenz einer, die Curve R 


fiinfmal treffenden Sehne entsprechende, eine eingehende Untersuchung 
erforderlich. 
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6. Die noch ausstehenden Elementarfactoren der dritten Classe 
lassen sich, wie weiterhin vermége des Hiilfsmittels der Correspondenzen 
hervorgeht, von jeweils verwandten algebraisch gar nicht trennen. 

Das bisher gewonnene Material reicht indessen zunichst aus, um 
die Zerlegungen von den Discriminanten und Resultanten der drei 
ersten Singularititenformen [a‘], [a 62], [(a?8)] vollstiindig auszu- 
fiihren. 

Man kennt nimlich aus geometrischen Griinden a priori die Be- 
deutung der einzelnen Elementarfactoren*), welche den bezeichneten 
Bildungen zugehéren, Die Aufgabe reducirt sich damit auf die Er- 
mittelung der Exponenten, mit welchen die einzelnen Factoren behaftet 
sind. Diese Exponenten sind ganze positive Zahlen, ausgenommen den 
Factor [(a*)], wo der bez, Exponent in einigen Fillen ein rationales 
Vielfaches einer von vornherein bekannten ganzen Function von 1 ist. 

Durch Vergleichung der Grade linker und rechter Hand ergeben 
sich in » identische Relationen: dieselben sind jedesmal mit genau 
so vielen diophantischen Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten 
Exponentenzahlen fquivalent, dass fiir eben diese Zahlen jeweils nur 
eine einzige brauchbare Lésung resultirt. Auf diese Weise sind die 
Zerlegungen fiir die ersten drei Discriminanten und fiir die ersten drei 
Resultanten der Tabelle Il gewonnen worden. 


§ Ill. 


Die Discriminanten- und Resultanten-Correspondenzen. Zerlegungen der 
noch itbrigen Discriminanten und Resultanten. Abbildung auf eine 
Hiilfsebene. 


7. Es ist noch der Erginzungsbeweis dafiir zu erbringen, dass 
bei den soeben besprochenen sechs Zerlegungen kein Elementarfactor 
ausgelassen ist. Dazu dienen gewisse Chasles’sche Correspondenzen 
im Raume der R,', deren Coincidenzen die einzelnen Zerlegungsfactoren, 
jeden gerade mit seiner Vielfachheit, widerspiegeln. In einzelnen Fallen 
muss die geometrische Abziihlung durch algebraische Rechnung gestiitzt 
werden. 

Das Princip des Beweises ist, dass zunichst gezeigt wird, dass 
die Vielfachheiten der einzelnen Factoren mindestens so hoch sein 
miissen, als es die oben gefundenen Exponenten anzeigen. Daraus 
folgt dann ohne Weiteres die vollige Uebereinstimmung der beiderlei 
Anzahlen. 


*) Die Irreducibilitit dieser, wie der weiteren Elementarfactoren, folgt mit 
Sicherheit aus der Verbindung der beiden, weiter unten besprochenen Methoden 
der Correspondenzen und der Abbildung. 
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8. Zu dem Zwecke greife man auf Nr. 5 zuriick. Eine Gleichung 


J(8) =0 wurde durch eine M,”) im Raume der R,* geometrisch 
realisirt. Den v Schnittpunkten der M, mit einer Geraden gq ent- 
sprachen die v Wurzeln von J(d + x0’) =0, wo die 6+ %0’ aus 
den 0 durch Substitution eines Formenbiischels gy, + xy, an Stelle 
einer der Formen g = g, entstanden. Die Coefficienten von g, + *y, 
waren die Coordinaten eines Punktes der Geraden g, den man mit 
P(x) bezeichnen kann. 

Versteht man jetzt unter J einé unserer Discriminanten oder 
Resultanten, so erweist es sich als zweckmiissig, die Substitution der 
d+ x0’ an Stelle der 0 bereits in den Singularitaitenformen selbst zu 
voliziehen; hierdurch geben dieselben, als Functionen von @ und x, 
eben vermége ihrer Discriminanten und Resultanten zu Correspondenzen 
Anlass, welche man sowohl im Gebiete der Variabeln « d. i. auf der 
Curve R,*, wie im Gebiete der Variabeln x d. i. auf der Geraden q 
hinsichtlich ihrer Coincidenzen verfolgen kann. Wenden wir das etwa 
an auf die Resultanten der beiden Gleichungen: 

[a*] (a,x) = 0, [a8] (a, x) =0, 
wo die Argumente a, x in runder Klammer beigefiigt sind. 
Je nachdem man e@ oder x eliminirt, gelangt man zu einer der 


beiden Resultanten 
Ra(*) = Ra, Re (ue) = Ry. 

Setzt man in R,(x) x gleich Null, so gelangt man zu der friiher 
behandelten Resultante zuriick. 

Die Wurzeln der beiden Gleichungen R, — 0, R, =O sind ein- 
ander eindeutig zugeordnet, sodass aus einer bekannten Zerlegung von 
R, sofort auf diejenige von R, u. umg. geschlossen werden kann. 

9. Um die gemeinten Correspondenzen algebraisch aufzustellen, 
nehme man in einer der beiden Gleichungen [a*] —0, [a*f?] = 0 
fiir eine der beiden Variabeln, etwa a, einen beliebigen Werth an, 
setze irgend einen der dadurch bestimmten Werthe x in die zweite 
Gleichung ein, und ordne die simmtlichen, hierdurch wiederum be- 
stimmten Werthe a — a, dem urspriinglich angenommenen Werthe a 
zu u. umg. Die Coincidenzstellen dieser beiden Correspondenzen sind 
eben die Wurzeln von R, =O, resp. R, = 0. 

Werden die Correspondenzen geometrisch im Raume der R, con- 
struirt, so lassen sich durch unmittelbare Anschauung untere Grenzen 
fiir die Vielfachheiten der einzelnen Classen von Coincidenzen ablesen. 

In der That, man gehe aus von irgend einer linearen YW, : ,,a*“ 
der R,*, welche die Gerade q in einem Punkte P(x) schneide. Von 
P gehen 6(n — 3) (n — 4) lineare WU, : ,,a,3 8? an die Curve. Um- 
gekehrt schneiden sich in einer Ebene (a,°) 2(m — 4) noch einmal 
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beriihrende ,,«,38?“. MHeisst einer der Treffpunkte auf g: Q(,), so 
passirt durch @ wiederum eine Gruppe von 4(n — 3): ,,a*“, 

Damit ist sowohl die Correspondenz zwischen @ und a@,, wie 
zwischen x und x, festgelegt. 

Man erkennt sofort drei Classen von Coincidenzen, welche der 
Reihe nach durch die 3(m — 2) Ebenen (a*), welche q treffen, durch 
die 8(n—4) (n—5) Gebilde ,,a*f8?“ und durch die 5(n—4) ,,a°“ ver- 
anlasst werden, sowie, dass die dreierlei Vielfachheiten der Coincidenzen 
resp. die Zahlen 2(n—4), 1, 2 zu einer unteren Grenze haben. Das 
waren aber gerade die Exponenten der beziiglichen Zerlegungsformel. 

10. Ein entsprechendes Verfahren ist fiir die Discriminanten ein- 
zuschlagen. Wahlen wir hier als Beispiel die Singularitiitenform 
|«3 B*|(a,%), und bezeichnen die beiden Discriminanten mit D, (x)= Dz, 
D,(a) = D,, so werden die Zerlegungen der Formen D,, D, wiederum 
durch die Coincidenzen zweier Correspondenzen geliefert, die jetzt aber 
wesentlich verschieden von einander sind. Die rationalen Factoren von 
D, und D, sind bekanntlich von zweierlei Art, wesentliche und ausser- 
wesentliche. Die ersteren beziehen sich auf die Verzweigungen des 
vorliegenden algebraischen Gebildes (a, x) = 0, die letzteren auf die 
eigentlichen Singularitiiten desselben. 

Fiir den zunachst vorliegenden Zweck wiirde die Betrachtung der 
mit der Zerlegung von D, verbundenen Correspondenz gentigen; behufs 
weiterer Controlle und besonders mit Riicksicht auf die spiteren Reali- 
titsuntersuchungen wird auch D, herangezogen. Was die geometrische 
Construction angeht, so werde etwa die zu D, gehérige Correspondenz 
realisirt. 

Durch irgend eine Ebene («*) lassen sich 2(m— 4), noch einmal 
R,* beriihrende lineare M, : ,,a°8?“ legen. Durch irgend einen der 
Schnittpunkte P mit gq gehen dann noch 6(n — 3) (n— 4) — 1 
weitere ,,a,°y?“. In gleicher Weise gelangt man von a, zu @ zuriick, 
Die Anzahl der Coincidenzen ist gleich dem Grade von D, in x; die 
Wurzeln der einzelnen Elementarfactoren von Da sind gerade durch 
diejenigen Stellen x =, auf q repriisentirt, welche den beziiglichen 
Coincidenzstellen @ =a, unserer Correspondenz eindeutig zugeordnet 
sind. Auf die Aufziéhlung der verschiedenen Classen von Coincidenzen, 
sowie auf die Darstellung der im Hinzelnen noch benéthigten Controllen 
soll hier nicht eingegangen werden. 

11. Die Methode der .Correspondenzen fiihrt nun auch zu den 
noch iibrigen Zerlegungen von Discriminanten und Resultanten, bei 
denen die in Nr. 6 geschilderte Methode der diophantischen Gleichungen 
immer da versagt, wo der Grad wenigstens eines Elementarfactors 
direct nicht mehr bestimmbar ist. 

Auch hier muss im Uebrigen auf die Auseinandersetzung der 
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weiteren Hiilfsmittel verzichtet werden, die fiir die Vollstindigkeit der 
erhaltenen Formeln (vgl. Tabelle II) Gewihr leisten. 

12. Es geniige, in dieser Hinsicht auf ein geometrisches Ver- 
fahren hinzuweisen, welches die gegenseitigen Beziehungen zwischen 
den Singularitiitenformen in’s Licht setzt. 

Denkt man sich diese Formen, wie in Nr. 8, in den zwei Variabeln 
« und x gebildet, und dann gleich Null gesetzt, so kann man sie in 
elner Bildebene, in der « und x Cartesische Coordinaten bedeuten, 
durch fiinf algebraische Curven S,, S,,...S,; darstellen. Die Curven 
S besitzen im Unendlichen nur auf der a- und x-Axe gewisse, sofort 
angebbare vielfache Punkte, verlaufen sonst aber im Endlichen. 

Die Gleichungen Da(x) = 0 liefern die zur a@-Axe parallelen 
Tangenten der Curven, ebenso Dz(a) =O die zur x-Axe parallelen, 
endlich R,(x)=0, Ry(@)—0O die Coordinaten der gemeinsamen 
Schnittpunkte von je zweien der Curven S. 

Handelt es sich nun z. B. um die Vielfachheit des Factors [a°8*] 
bei der Discriminante der Singularitiitenform [a*8?], so zeigt sich, dass 
die Curve, dem Vorkommen der Coincidenz [a°8*] = 0 entsprechend, 
jedesmal zwei getrennte zweifache Punkte besitzt, deren Verbindungs- 
linie in die «-Richtung fallt, und deren Tangenten im Allgemeinen 
keiner der beiden Coordinatenaxen parallel laufen. Es bleibt nur noch 
zu entscheiden, ob die zweifachen Punkte Doppel- oder Riickkehr- 
punkte sind. Das erledigt sich durch eine einfache Realititsbetrachtung, 
indem man, geometrisch gesprochen, die Verbindungslinie der beiden 
zweifachen Punkte, unendlich wenig parallel mit sich verschiebt und 
nunmehr auf die Realitiit resp. Nicht-Realitiit der beiden dadurch aus- 
einander tretenden Schnittpunkte achtet. 

In der That sind die gemeinten Punkte Riickkehrpunkte, und daher 
die Vielfachheit des Factors [@8*] in der Discriminante von [a 8?) 
nicht 2.2, sondern 3. 2. 

13. Hinsichtlich der Gesetzmissigkeiten fiir die Grad- und Gewichts- 
Anzahlen der einzelnen Elementarfactoren sei der Kiirze halber auf 
die Tabelle III selbst verwiesen. 

Auch die Analogien mit Zerlegungen in héheren Riumen, welche 
eine Reihe von specifischen Besonderheiten der ebenen und raéumlichen 
erst in’s wahre Licht riicken, seien hier unterdriickt. 


§ IV. 
Entstehung zusammengesetzter Singularitaéten aus einfachen. 
Realitétsvorginge. Realitétscongruenz. 
14. Das Verschwinden eines einzelnen Elementarfactors bedeutete, 
dass wenigstens zwei singulire Elemente erster Art zu einem nichst 
héheren zusammenriicken. 
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Es ist von Interesse, zu erkennen, in welcher Art und Weise 
sich ein derartiges Zusammenriicken in den verschiedenen Fallen 
vollzieht. 

Es wird dazu ein Verfahren der Reihenentwickelung eingeschlagen, 
welches in leichteren Fallen einen neuen Beweis fiir die Vielfachheit 
der beziiglichen Elementarfactoren in den Zerlegungsformeln liefert; 
umgekehrt werden indessen die letzteren stets eine vollstiindige Con- 
trolle bieten, sodass durch die vereinigte Wirkung beider Hiilfsmittel 
eine ausreichende Einsicht in die gemeinten Vorginge erméglicht wird. 

15. Es mag geniigen, wenn wir uns an einem Beispiele erliutern. 
Anstatt den Factor [a] allgemein zu berechnen, also das Criterium 
fiir das Eintreten einer Ebene a iiberhaupt, lege man dem Argu- 
mente « den canonischen Werth Null bei und frage vorab nach den 
Bedingungen dafiir, dass die Curve R,° gerade an der Stelle Null die 
gemeinte Singularitit aufweist. Hierbei diirfen wir uns noch auf die 
Curve niedrigster — also hier der fiinften Ordnung — beschrinken, 
bei welcher die Singularitiat zuerst auftritt. 

Zu einer R,* gehéren zwei Formen g, sagen wir: 


5 =~ + 5g,a + 10g, a? +--., 
y= Vy + 5y,a + 10y,0? + -- 
Setzt man 

Qi Px | 

Wi Be’ 


tix = 


so ist das Criterium fiir das Auftreten einer Ebene «° ausgedriickt 
durch das Verschwinden der Resultante von » und y, also im canonischen 
Falle « = 0 durch die Gleichungen: 


Hon =O (xml, 2,...5). 


Wir setzen jetzt die a), mit einer beliebig kleinen Grosse « 
proportional: . 
Hon = ENox, 


und charakterisiren dadurch, je nach dem Vorzeichen von ¢, einen 
Zustand der Curve unmittelbar vor oder nach dem Erscheinen einer 
Ebene a an der Stelle Null. 

Der Factor [a*] wird, wie leicht zu sehen, gerade mit der ersten 
Potenz von « proportional; wir haben also nur noch zuzusehen, mit 
welcher Potenz von ¢ die Discriminanten und die Resultante der Singu- 
laritiitenformen [a*] und [a*8?] vergleichbar werden: genau dieselben 
Potenzen sind es dann, welche dem Factor [a5] in den zugehérigen 
Zerlegungsformeln zukommen. Nun beginunt die Entwickelung der 
Formen [a] und [a*8?] mit den Gliedern: 
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[at] = %, + 4am, + 20°?(3mq, + 5m.) +--°, 
[a8 B?] = (49 m4. — m2) + 40 {2,243 + To (Hy. — Mos) } 
+ 2a? {8x99 m3 + LVM y9 (Hyg + Bmyy) + Zar (™yy + 34s) 
— Hop (Hog + 4243) — 2(aX93 + My2)*} + °°, 
oder, wenn man nur auf das Vorkommen von « achtet: 
[a*] = ¢@ + t@,a + @,0?+.--., 

[a°B?|] = em, + eu,a+ wa? +--- 
wo die @, w nicht zugleich mit ¢ verschwinden. 

Die beiden Discriminanten werden mit ¢, die Resultante mit «? 
vergleichbar, was mit dem Friiheren iibereinstimmt. 

In schwierigen Fiillen ist allerdings ein derartiger Factor ¢ in 
einer Discriminante oder Resultante zu einer héheren Potenz enthalten, 
als es zunachst den Anschein hat, die Controlle wird dann eben durch 
die bereits bekannten Zerlegungen geliefert. 

Da man die Grésse ¢ als Mass der Geschwindigkeit ansehen kann, 
mit welcher die einzelnen Singularitiiten erster Art zu einer solchen 
zweiter Art zusammentreten, so gewiahren die angedeuteten Ent- 
wickelungen ein Bild dieser Bewegung, indem man aus ihnen ent- 
nimmt, in welchem Verhiltniss die einzelnen Geschwindigkeiten zu 
einander stehen. 

16. Daran kniipft sich ohne Weiteres die Erérterung der bei 
den einzelnen Coincidenzen zu Tage tretenden Realitiitserscheinungen. 

Um bei dem obigen Beispiel stehen zu bleiben, so vergleiche man 
die Discriminanten von [a*] und [a@*8*], oder, was hier auf dasselbe 
hinauskommt, die Discriminanten der oben hingeschriebenen quadra- 
tischen Formen hinsichtlich ihres Vorzeichens fiir sehr kleine Werthe 
von ¢. In erster Anniherung hat man: 

D{a*] = 10exnm,,, Do?) = 322m, m4 . mia. 

Beide Discriminanten haben somit in der Nahe von «=O stets 
das namliche Vorzeichen. Daraus folgt denn, dass die beiden Ebenen 
«® und die beiden Ebenen a*8?, welche durch die Singularitaét zweiter 
Art [a°] absorbirt werden, beim Ueberschreiten dieses Zustandes gleich- 
zeitig vom Reellen in’s Imaginire tibergehen resp. vice versa. 

17. Indem wir die zum Theil nicht miihelosen Rechnungen unter- 
driicken, die mit der allseitigen Durchfiihrung des scizzirten Verfahrens 
verbunden sind, geben wir nur die wesentlichsten Ergebnisse an. 

Lassen wir der Einfachheit halber alle Uebergiinge bei Seite, bei 
denen die betheiligten reellen (imaginairen) Elemente reell (imaginir) 
bleiben, so beachten wir in erster Linie die isolirte Stellung, welche 
die Quadrisecanten (afyd) einnehmen. Vermdge Ueberschreitens der 
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Coincidenz (a?By) geht eine solche Gerade mit vier reellen Treffpunkten 

iiber in eine solche mit nur zwei reellen, oder auch eine letztere iiber 

in eine mit keinem reellen Treffpunkt (resp. vice versa), ohne dass 

irgend ein Ersatz seitens der andern Singularitiiten erster Art stattfindet. 
Ebenso verhalt es sich mit der Erscheinung 


((aByd), («+ 0,8 + 0B, ..-)], 


wo zwei Quadrisecanten, die beide irgend einer der drei erwaihnten 
Arten angehéren, vom Reellen in’s Imaginire iibergehen resp. umg. 

Ein theilweise ahnliches, theilweise aber verschiedenes Verhalten 
zeigen die Tritangentialebenen a? #?y?. 

Beim Eintreten von [a*B*y?] oder auch von [a*B*y?, (aBy)] 
riicken wiederum zwei reelle Ebenen a?f*y?, sei es beide mit einem, 
oder aber beide mit drei reellen Beriihrstellen zusammen, um imaginiir 
zu werden resp. umg., gleichfalls ohne Compensation. 

Bei [a*8?, (a?8)] findet zwischen dem Paare von Ebenen a*§? 
und demjenigen von Geraden (af) keine allgemein giiltige Realitits- 
abhingigkeit statt d. h. wihrend etwa ein reelles Paar dort verloren 
wird, kann hier ein solches ebensogut gewonnen wie verloren werden, 

Das Gleiche gilt hinsichtlich des Falles [a*B*] von dem Paare 
von Ebenen «°8? und dem der Restpunkte der Ebene a‘. Eine ent- 
sprechende Zweideutigkeit kommt den Vorgiingen [a*8*] und [((«£))] 
zu, an denen sich jedesmal zwei Paare von Ebenen «*f? resp. Geraden 
(a?) betheiligen. Entweder geht die Realitét beider Paare zugleich 
verloren (oder wird gewonnen), oder aber es kann auch ein reelles 
Paar von einem imaginiren begleitet sein, die dann nach dem Durch- 
gange durch das bez. Vorkomniss ihre Rolle vertauschen. 

Dagegen wird beim Passiren von [a'f*] der Uebergang von einem 
Paare reeller (imaginirer) Beriihrungspunkte einer Ebene a? B* y? in’s 
Imaginiire (Reelle) begleitet von einem durchaus gleichverlaufenden 
eines Paares von Ebenen «*f?. Dieselbe Begleiterscheinung bemerkt 
man beim Ueberschreiten von [a*], wo sich ein Paar von Ebenen 
a5 8? mit einem Paare von Ebenen a‘ in paralleler Bewegung befindet. 
Endlich hat die Coincidenz [(«*)| wieder etwas ihr EHigenthiimliches; 
hier gesellt sich ein reelles (imaginires) Paar von Ebenen a‘ zu einem 
imaginiéren (reellen) Paar von Geraden (@?$), um nach dem Durch- 
gange je in den entgegengesetzten Zustand zu gerathen. 

18. Um die drei letztgenannten Realititsabhingigkeiten zusammen- 
zufassen, sei die Anzahl der reellen Ebenen a einer algebraischen 
Raumcurve mit w’ bezeichnet, die der reellen Ebenen «£6? mit ¢’, die 
der reellen Geraden (a?8) mit d’, sowie endlich die Anzahl der reellen 
Ebenen a? 6? y? mit nur einem einzigen reellen Beriihrungspunkt mit 7”. 
Dann bleiben beim Durchgange durch die Vorkommnisse [a*B*], [a>], 
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[(a*)] resp. die Aggregate t’ + 27”, w’ —t', w’ + d’ je unverindert, 
mithin bleibt das Aggregat 


A=w'+d’—?# —2T" 
allen drei Durchgiingen gegeniiber invariabel. 
Dagegen existiren immer Durchgiinge, bei welchen einzelne Theile 
des Aggregates A um Zwei wachsen, das ganze Aggregat indessen 


kann sich bei beliebigen Verinderungen der Curve nur um ein Viel- 
faches von Vier andern, oder, wie sich schreiben lasst: 


A = const. mod. 4. 


Ein instructives Beispiel liefert die Raumcurve 4. Ordnung zweiter 
Species. 

19. Fir ebene Curven existirt bekanntlich eine von Hrn. Klein 
entdeckte ,,Realititsgleichung’. Wesshalb eine solche im Raume inner- 
halb der hier gesteckten Grenzen unméglich ist, zeigen die in Nr. 17 
angefiihrten Resultate zur Genitige. 

Aber auch bei Mitberiicksichtigung der Classen- und Rangsingu- 
larititen einer Raumcurve ist eine Realititsgleichung unwahrscheinlich, 
da in dem eben citirten Beispiele, wie sich zeigen lasst, eine derartige 
Gleichung sicher nicht existirt. 

Dagegen muss es auf Grund eines von mir in den Gottinger Nach- 
richten 1891 Nr. 2 mitgetheilten Satzes im Raume von 4 Dimensionen 
wieder Realitatsgleichungen geben. So ist constant, nimlich gleich 
Acht, die Gesammtzahl der reellen Stellen, wo eine lineare UM, die 
Curve in fiinf consecutiven Punkten trifft, wo eine die Curve ausser- 
dem noch einmal treffende Ebene osculirt, und endlich wo die eine 
Trisecante der Curve begegnet. 

Und zwar muss es solcher Gleichungen; wie bereits in der Ebene, 
eine ganze Reihe geben. 

Selbstredend kénnen fiir specielle Curven Realitiitsgleichungen 
existiren. So hat Herr Klein neuerdings (1892) fiir ein einzelnes 
Oval einer Raumcurve 6. Ordnung vom Geschlecht drei den Satz auf- 
gestellt: 

»,Die Anzahl der Tritangentialebenen mit drei reellen Beriihrungen, 
vermehrt um die Anzahl der Hyperosculationsebenen, welche die Curve 
ausserdem nicht mehr treffen, ist constant, nimlich gleich Acht.“ 

Es stimmt dies Ergebniss mit unsern allgemeinen Resultaten iiber- 
ein. Denn es kénnten hier nur zwei Coincidenzen in Betracht kommen, 
[a?B*y*, (aBy)] und [a*f?). Der erstere Fall, wo also die drei Be- 
riihrungspunkte auf einer Geraden lagen, kann hier itiberhaupt nicht 
eintreten, der zweite dagegen nur so, dass die Curven an den beiden 
Stellen «, 6 auf der naimlichen Seite der singuliéren Ebene verliuft. 
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Tabellen. 
& 
Die finf Singularitétenformen. 
Grad in a. Grad in den 0. 

Ebenen [a*}. 4(n—3) 1 

»  [@B7). 6 (m—8) (n—4) 2(n—4) 

» [B77]. 4(n—3)(n—4)(n—5) 2(n—4) (n—5) 
Gerade ([(a?£)]. 2(n — 2) (n—3) n— 2 


» [(@Byd]. 5(n—2)(n—3)?(n—4) 4 (n—2)(m—3)(n—4). 


IL. 
Die Zerlegungen der fiinf Discriminanten und zehn Resultanten. 
A. Discriminanten. 
D(a] = [(@")] - [e*). 
D{a® A] = [(a’)]®*-9@"—) . [at] . [at B%] . [0° B*y*}. [a8 5] 
. [a 2, (2). 
D[c2 B2y?] = [a?B? 7%, (aBy)]* . [a2B2y?d2]™ . [aA] . [a3 B2y2]! 
. [a2 B*y?, a? B,?7,"). 
D{(@?B)] == [(@*)] - [(@*By)}? - ((@B))}? « [0° B?, (a? B)). 
D{(@By9)] = [(a), (% + Oa%)]* . (aby de))™ . [(e?By)] 


: (n—2) (n—3) (n—4) (n—5) 


- [((@8))] - ((@By9), (@B, 7, 9,)). 


B. Resultanten. 
R { [a4], [«* 6?) } = (a4B?] . [(a8) Pe . [ao P 
R { [a], ((@* B)}} = [(a*)]? . [a*, (a? 8)]. 
R {[a*?], [@*B))} = [(a*) PO . [a8 B?, (a? B))? . [0° B, (a? y)]. 
R {[a*], (a? B?y*)} == [a* A] . [at, a? By”). 
R {[e*], (@Bby9)]} = [at (aby d)). 
R { [a5 B*), [a?B?y*]} = [a*B?]? . [0° B? y?]? . [a3d?, a? B*y?). 
R {[a°6?], [((@By9)]} = [aee*, (@Byd)). 
R {[a*B? y"], ((@?B)]} = [(a?B), « Bry*]? . [(a?d), a? BP y?). 
R {[a?B?y?], ((@By9]} = [a eh, (a Byd)). 
R {[(@B)], ((@Bv9)]} = [((@B))]" OO" . [(a? By)? . [4B yd, (@?e)). 
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Ii. 


Die Gewichte der 24 Elementarfactoren, geordnet nach ihrer Ordnung in n. 
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20. 
21. 
22. 
23. 


SPAN ar fw > 


(2°). 

[(@*)}. 

[a* 8’). 

[a B*). 

[at, (a? B)}. 

[a B?, (a? B)). 
[((«B))]. 

[a By?) 

[a*, a? B*y?). 
[a?B? y?, (a By). 


- [(@7), @°6?). 


[(a?6y)}. 

[a B? y*, (a? B)). 
[a? By? d?]. 
[a 0, a? B* y?}. 
[(a?d), a? By?) 
[a*, («By 9)). 


[(@:), («+ 2«a,)]. 
[a? B? y?, a? B,?y,”]. 


[a°s?, (aby 9). 
[(@?e), (@By9)). 
[(«Byde)]. 


[a? 20, (a Byd)). 
. [aby 9), (@B,y,9;,)). 


(Die Grade gehen daraus durch Division mit 2(m — 3) hervor). 


10(n—3) (n—4). 
6(n—2)(n—3). 

16(n — 3)(n—4)(n—5). 

9(n —3)(n—4) (n—5). 

12(n—2)(n — 3) (m —4). 

14(n— 2) (n—3) (n—4). 

(n—1)(n—2)(n—3). 

12(n—3) (n — 4) (n—5)(n—6). 

8(n—3) (n—4)(n —5)(3n—11). 
4(n—2) (n —3)(n—4)(n—5). 

20 (n — 2) (n—3)(m— 4) (m—5). 
4(n— 2) (n —3)?(n—4). 

24(n — 2) (n—3)(n —4)(n—5). 
=(n—3)(n—4) (n—5)(n—6)(n —1). 
8(n — 3)(m—4)(m — 5) (5n? — 38n + 74). 

16(n—2) (n — 3) (n—4)(m —5) (n—6). 

~ (n—2)(n—3)9(n—4). 

(n— 1)(m — 2) (n— 3)(n— 4)(n—5). 
4(n—3)(n— 4)(n—5) 
- (4n3 —52n?+ 228 n —345). 

+ (n—2)(n—3)9 (n—4)2. 

2(n— 1)(n—2)(n—3)?(n—4)(m—5). 
= (n—2)(n—3)?(n—4)?(n—5). 
4 (nm —-2) (n —3)3(n—4)? (n —5). 

a5 (n—2)(n—3)(m— 4) (n —5)(n—6) 

- (8n3— 41 n?+30n-+ 111). 


Clausthal, 1. April 1893. 














Die Gruppen der Ordnungen p’, pq’, pqr, p*. 
Von 


Orro Héxper in Tibingen. 


Herr Cayley hat die Aufgabe gestellt*), alle méglichen Gruppen 
irgend einer gegebenen Ordnungszahl aufzufinden. Die Gruppe soll 
dabei ganz allgemein gedacht werden, ihre Operationen sind keine 
Buchstabenvertauschungen oder Rotationen oder Collineationen mehr, 
sondern lediglich Symbole, fiir welche ein Gesetz der Verkniipfung 
definirt ist mit Eigenschaften, die noch zur Sprache kommen werden. 
Holoedrisch isomorphe Gruppen gelten nicht als verschieden. Die 
genannte Aufgabe ist schon gelést fiir die drei Typen von Ordoungs- 
zahlen: p, p? und pq, wobei p und q Primzahlen bedeuten. Die 
Gruppen p'* Ordnung sind cyklisch, diejenigen von den Ordnungen 
p? und pq sind von Herrn Netto gebildet worden**). In der vor- 
liegenden Arbeit gebe ich zum ersten Mal alle Gruppen von den Ord- 
nungen p*, pq’, pgr, p*, wobei hinwiederum, wie in der ganzen Unter- 
suchung, p, gq und r Primzahlen vorstellen. Um mein Verfahren an 
den einfachsten Fiillen auseinanderzusetzen, schicke ich einen Abschnitt 
voraus, in welchem die Ordnungen p* und pq von Neuem behandelt 
sind. Der erste Ansatz stimmt im Wesentlichen mit Herrn Netto 
tiberein. Wihrend aber die Methode von Herrn Netto darauf beruht, 
dass die gesuchten Gruppen durch Vertauschungen von p’ beziehungs- 
weise pq Buchstaben dargestellt werden kénnen, sehe ich hier von 
Buchstabenvertauschungen ganz ab und begriinde die Existenz der 
Gruppen durch eine eigenthiimliche Betrachtungsweise. Diese Be- 
trachtungsweise wird verallgemeinert in einem zweiten Abschnitt, der 
allgemeine Methoden der Gruppenbildung enthilt, und in dem die 
Paragraphen 18 und 20 besonders hervorzuheben sind. Es liefern dann 
die Abschnitte drei und vier die Gruppen von den Ordnungen pq? 


*) American Journal of Mathematics, vol. I, p. 50. 
**) Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra 1882, p. 133 ff. 
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beziehungsweise pqr, und der fiinfte Abschnitt die von den beiden 
Ordnungen p* und p*. Es ergiebt sich dabei eine grosse Mannigfaltig- 
keit von Formen; so existiren z. B. 15 Gruppen p‘'*t Ordnung, wenn p 
ungerade ist. Die siimmtlichen Resultate sind in einem Schluss- 
paragraphen zusammengestellt; zur Darstellung der Gruppen sind 
dabei meist definirende Relationen im Sinne von Herrn Dyck benutzt. 
Aus diesen Relationen liessen sich noch manche Eigenschaften der 
Gruppen ableiten, doch ist darauf im Allgemeinen hier verzichtet 
worden, 

Nach einem von Herrn Sylow und einem andern von mir auf- 
gestellten Satz sind alle die in Frage stehenden Gruppen auflésbar*). 
Nun hat Herr C. Jordan ein Verfahren angegeben**), das alle die- 
jenigen Gruppen von Vertauschungen einer gegebenen Zahl von 
Buchstaben liefert, die transitiv und auflésbar und in keiner umfassen- 
deren, auflésbaren Gruppe von Vertauschungen derselben Buchstaben 
enthalten sind. Die Gruppen, die ich hier aufstelle, werden also, 
durch Buchstabenvertauschungen ausgedriickt, Untergruppen von den 
Gruppen des Herrn J ordan sein. 


Erster Abschnitt. 
Die Ordnungen p* und pq. 


§ 1. 
Ordnung p*. 


Wir denken uns eine Gruppe von p? Operationen. Es kann eine 
Operation von der Ordnung p? vorhanden sein, dann ist die Gruppe 
cyklisch. Im andern Fall hat jede von der Identitét verschiedene 
Operation die Ordnung p. Es besitzt aber, wie Herr Sylow bewiesen 
hat ***), jede Gruppe von der Ordnung p” mindestens eine nichtidentische, 
ausgezeichnete (invariante) Operation. Eine solche sei im vorliegenden 
Fall ©, und es bedeute ©, irgend eine Operation, die keiner Potenz 
von © gleich ist. Nun miissen die Gleichungen 
(1) 027—1, 0,00,—0, Or—1 
bestehen, und die Formel 

0,708 
muss p? verschiedene Operationen liefern, wenn @ und # von 0 bis 
p—1 gehen. Man erhilt also auf diese Weise jede Operation der 


*) Mathematische Annalen Bd. 5, p. 589 und Bd. 40, p. 61. 
**) Traité des substitutions et des équations algébriques 1870, p. 386 ff. 
***) Math, Annalen Bd. 5, p, 588. 
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Gruppe gerade ein Mal. Das Product von zwei beliebigen Operationen 
berechnet sich jetzt leicht. Vermége der Formeln (1) ist 

0,° 0? >< 0,70? = 0,"0', 
wo r und s die mod.» von 0 bis p — 1 genommenen Reste von a + y 
und von B + 0 bedeuten. 

Dadurch ist eine vollstiindige Beschreibung des Multiplications- 
gesetzes gegeben, und diese Beschreibung kann auch als Definition 
der Gruppe angesehen werden. 

Es existiren somit zwei Gruppen von der Ordnung p?; jede besteht 
aus Operationen, die alle mit einander vertauschbar sind. 


§ 2. 
Vorbereitungen fiir die Auffindung der Gruppen pg‘ Ordnung. 


Bei der Ordnungszahl pq will ich p als die gréssere Primzahl 
betrachten. Nach einem Satz von Cauchy existirt eine Untergruppe 
von der Ordnung yp. Weil aber keine héhere Potenz von p die Ord- 
nung pq der Gruppe theilt, so folgt aus den Resultaten des Herrn 
Sylow*), dass die Zahl aller Untergruppen p'* Ordnung die Form 

1+ kp 
besitzen und zugleich ein Theiler von der Ordnung der ganzen Gruppe 
sein muss. Theiler von pg sind 1,q,p und pg. Bedenkt man noch, 
dass p > q vorausgesetzt wurde, und somit qg nicht von der Form 
1+ kp sein kann, dass ferner p und pq diese Form auch nicht haben, 
so kann nour der Theiler 1 in Frage kommen. 

Eine Gruppe von der Ordnung pq enthilt (wenn p> q) eine einzige 
Untergruppe p*” Ordnung. Diese Untergruppe ist eine ausgezeichnete. 
Jede Operation von der Ordnung p ist in der genannten Untergruppe 
enthalten. Es sei 7’ eine solche Operation. Ausserdem muss eine 
Operation S von der Ordnung gq sich finden lassen. Wenn man jetzt 
T mit Hilfe von S transformirt, so erhalt man 

STS, 
und diese Operation muss auch von der p‘e" Ordnung und deshalb auch 
in jener Untergruppe enthalten sein. Die Ordnung der Untergruppe 
ist eine Primzahl, und somit jede Operation der Untergruppe eine 
Potenz von 7’. 

Bedeuten also T und S zwei irgendwie aus der Gesammigruppe 
ausgewdhlte Operationen p*" und g” Ordnung, so besteht die Gleichung 
STS = T-, 

in der tiber den Eaponenten a suniichst nichts bekannt ist. 


*) Vergl. $ 22 der vorliegenden Arbeit, 
20* 











304 O, Hixper. 


§ 3. 
Bestimmung von a. 


Die Zahl a kann bis auf einen gewissen Grad bestimmt werden. 
Aus der letzten Gleichung folgt: 

S-*TS? = §'T¢S = (STS = (T**=—T*, 

S793 = S—'(S7S8?)S =ST¢S = (S“TS)* = T* 
und also allgemein: 

S-*TS¢ a= T*, 
Setzt man hier a = q, so ergiebt sich, weil S von der g‘*" Ordnung ist, 
T oT". 

Ks ist aber 7’ von der p'** Ordnung. Somit besteht die Congruenz: 

(2) at =1 mod, p. 


§ 4. 
Multiplicationsgesetz fiir eine Gruppe von der Ordnung pq. 


Aus den Ordnungen der Operationen S und 7 folgt, dass die 

Formel 
S¢« Te 
fiir «=O, 1, 2,...q¢—1 und B=0, 1, 2,...p—1 lauter von 
einander verschiedene Operationen ergiebt. Man erhilt so jede Opera- 
tion der Gruppe pq‘ Ordnung gerade ein Mal. Um das Product von 
zwei beliebigen Operationen S*Z? und S77? zu berechnen, schiebt 
man in der Reihe 
S¢*TéSsrT? 
zwischen S* und J’? die identische Operation ein und spaltet diese 
hernach in.S’S~y, Man erhiilt so bei etwas anderer Zusammenfassung 
Setr(S-r1T? 8) T°, 
Nach § 3 ist aber 
S-1TS7 = T?" 
und somit 
S-1T6 Sy = (S-1T Svs = TH". 
Ks erhiilt also das gesuchte Product die Form 
Satyr TBal+s 

und man kann hier die Exponenten von S und 7 auf die Reste 
herabdriicken, die sie bei der Division mit q beziehungsweise p ergeben. 

Bedeutet hier a eine bestimmte Zahl, so liegt ein ganz bestimmtes 
Multiplicationsgesetz fiir die pq in der Formel 

SeTs 
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dargestellten Objecte vor. Nun darf man aber nicht vergessen, dass 
anfangs die Existenz der Gruppe vorausgesetzt wurde. Die Existenz 
einer Gruppe pq‘ Ordnung, niimlich der cyklischen, ist selbstver- 
stiindlich. In diesem Fall ist @ = 1 mod. p. Dass noch andere Zahlen a 
vorkommen, freilich nur, wenn zwischen p und gq eine gewisse arith- 
metische Beziehung besteht, liesse sich aus den Eigenschaften der 
metacyklischen Buchstabenvertauschungen folgern. Es soll jedoch ein 
anderes Verfahren benutzt werden, dass fiir die verwickelteren, spiiter 
nicht zu vermeidenden Untersuchungen vorbildlich ist. 

Ich fasse das eben gewonnene Multiplicationsgesetz als Definition 
auf. Dabei werden die Ausdriicke 

‘ a=0,1,2,...q—1 
aiid Grete. 8 

nicht mehr als Producte von S* und 7% angesehen, sondern lediglich 
als Zeichen, die dazu dienen sollen, pq verschiedene Objecte darzustellen. 
Fiir diese neuen Objecte kann nun ein Modus der Verkniipfung, eine 
Multiplication, in willkiirlicher Weise festgesetzt werden. Zur Ab- 
kiirzung mége nun {x} den von 0 bis g — 1 genommenen Rest der 
der Zahl w in Beziehung auf den Modul q, und (#) den von 0 bis p — 1 
genommenen Rest derselben Zahl fiir den Modul p bedeuten. Ich 
bestimme nun, dass 


(3) S* 78 >< ST) = § tatr) Tlae+d) 

sein soll. Wenn die Zahl a gewiahlt ist, so ist die hier definirte 
Multiplication eine vollig bestimmte. Es ist nun die Frage ob fiir 
diese Multiplication die Regeln der Gruppentheorie bestehen, und es 
folgt schon aus dem Resultat des 3'" Paragraphen, dass dies nur dann 
moglich ist, wenn die Zahl @ einer Bedingung unterworfen wird. 


§ 5. 
Ueber die gruppentheoretischen Eigenschaften der Multiplication. 


Wenn eine Reihe discreter Objecte gegeben ist, fiir welche eine 
Multiplication in der Art besteht, dass je zwei der Objecte in bestimmter 
Folge multiplicirt ein bestimmtes Object derselben Reihe ergeben, so 
muss, damit die Multiplication eine gruppentheoretische ist, noch 
zweierlei verlangt werden*): 

1) dass das Associativgesetz besteht, 

2) dass zwei verschiedene Objecte, wenn sie auf derselben 
Seite mit demselben Object multiplicirt werden, ver- 
schiedene Producte ergeben. 


*) Vergl. Weber, diese Annalen Bd. 20, p. 302 und Frobenius, Journal 
fiir Mathematik Bd, 100, p, 180. 
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Wenn dabei die Zahl der Objecte endlich ist, so kann man leicht dar- 
thun, dass eine Identitit existirt, und dass es zu jedem Object ein 
umgekehrtes giebt. Man kann dann auch stets die Objecte und ihre 
Verkniipfungen durch Buchstabenvertauschungen und deren Zusammen- 


setzungen darstellen*), wesshalb auch die Objecte selbst als Operationen 
bezeichnet werden. 


Um nun zu untersuchen, ob fiir die in § 4 definirte Multiplication 
(3) die Bedingung 1) besteht, setze man 


[s¢Te < S’T?| >< S*T = S«Te 
und 
S¢T8 x [Sv 7? < S*°T*) = ST’, 
Man berechnet leicht aus der Definition des Productes, dass 


w= {a+r} +e, vo =((Bar+0) a+), 
u = ja + {y+ e}t, vf = (Balrte) + (dat + §)). 


Die Bedingung 1) besagt aber, dass w= wu’ und v =v’ sein muss. 
Offenbar ist von selbst «= wu’. Damit aber auch v =v’ wird, muss, 
wenn # von Null verschieden ist, 
avt+* = alrt) mod. p 
sein. So oft nun y+ ¢>q ist, hat man die Bezichung 
yte={ytesta 
und man kommt daher auf die Bedingung 
(4) aty+*} [qa — 1] =0 mod. p. 
Diese Bedingung ist stets erfillt, wenn 
a’ =1 med. p. 
Die einzige andere Art, die Bedingung (4) zu erfiillen, bestiinde darin, 
a=0O zu setzen, wobei man aber dann das Symbol 0° als 0 inter- 
pretiren muss, was hier blosse Sache der Convention ist. Unter dieser 
Annahme liefert die Gleichung (3) ein singuliires Multiplicationsgesetz: 
S*T@ >< 8,T? = Slew) Ts, 
fiir welches die associative Regel gilt. 
Um nun das Bestehen der Bedingung 2) zu priifen, hat man 
nachzusehen, ob aus 
(5) S¢T8 >< 81T% = S*T? x ST 
folgt, dass 
y=é6, 0 = €. 
Die Bedingung (5) ist aber mit den Gleichungen 


*) Cf. Cayley a. a. O,, Frobenius und Stickelberger, Journal fiir 
Math. Bd. 86, p. 230 Anm, und Dyck, Math, Ann, Bd. 22, p. 84. 


any 





| 
~ 








Die Gruppen der Ordnungen p', pq’, pqr, p'. 307 


fa-ty) {ate},  (Bat-+d) = (Bat+6) 
gleichbedeutend, woraus man die Richtigkeit der Folgerung ersieht. 
Ferner hat man ebenso zu untersuchen, ob y—eé und d= € sein 
muss, wenn 
SY T9 >< S¢*T8 = S*T x S*Te 

werden soll. Auch dies bestiitigt sich, wenn a durch p nicht theilbar 
ist. Dagegen ist dies nicht der Fall fiir die genannte singuliire Multi- 
plication. 

Die in §3 aufgefundene Bedingung (2) ist also nothwendig und 
hinreichend dafiir, dass die in § 4 definirte Multiplication eine gruppen- 
theoretische ist. Wenn a der Bedingung geniigt, so liegt eine Gruppe 
pq'* Ordnung vor. In dieser Gruppe ist S° 7’ die identische Operation, 
und die beiden Operationen 

S'PaomA, ST! = B, 


aus denen alle Operationen der Gruppe durch Iteration und Combination 
abgeleitet werden kénnen, geniigen den Gleichungen 


(6) Ai=1, A*,.B.A=B, Br=l, 


wie jetzt leicht durch Rechnung constatirt werden kann. 


$ 6. 
Definirende Relationen. 


Es ist von Nutzen, das gewonnene Resultat an den von Herrn 
Dyck eingefiihrten Begriff der definirenden Relationen anzukniipfen*). 
Dieser Begriff kann folgendermassen entwickelt werden. Man wiihle 
eine Reihe von Zeichen A,, A,, A,,...A,, die sogenannten erzeugen- 
den Operationen, und denke sich alle méglichen Aggregate symbolischer 
Potenzen aus diesen Zeichen wie z. B. 

(7) As Ay ALA? ...A,*. 

Dabei will ich annehmen, dass die Exponenten auch negativ und gleich 
Null sein diirfen. Zwischen diesen Aggregaten werden nun Aequi- 
valenzen festgesetzt, die im Wesentlichen durch die Aussage beherrscht 
werden, dass man bestimmte von den Aggregaten als gleich ansehen 
will. Diese Aussage ist enthalten in dem System der definirenden 
Relationen: 


F(A) = G,(Ai), F,(Ai) = @, (Ai), . . - Li(Ai) = Ga (Ad). 
Es bedeuten hier F,, F,, ... und ebenso G,, G,, ... gerade solche 
Aggregate von derselben Art wie (7), wobei das Aggregat auch aus 


*) Mathematische Annalen, Bd. 20. p.1 und Bd. 22, p. 70. 
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einer einzigen Potenz bestehen kann. Genauer diirfen nun mit einem 
beliebigen Aggregat folgende Aenderungen vorgenommen werden: 

1) Zusammenziehung von zwei aufeinanderfolgenden Potenzen 
desselben Zeichens A; in eine einzige Potenz durch Addition 
der Exponenten ; 

2) Spaltung einer Potenz in zwei Potenzen; 

3) Einschaltung eines der Symbole A,°, A,°,...A,° zwischen 
zwei Potenzen des Aggregats oder Hinzufiigung eines solchen 
Symbols zur Rechten oder Linken des Aggregats; 

4) Weglassung einer nullten Potenz; 

5) Ersetzen einer Reihe aufeinanderfolgender Potenzen, welche 
die eine Seite einer definirenden Relation ausmachen, durch 
die andere Seite der Relation. 

Aggregate, welche durch eine Reihe solcher Schritte in einandex 
iibergefiihrt werden kénnen, nennen wir fquivalent. Unmittelbar 
ergiebt sich nun eine Multiplication der Aggregate, indem man zwei 
Aggregate einfach in der Ordnung, in der ihr Product gewiinscht 
wird, zusammenschreibt, Wesentlich ist, dass vermége unserer Defi- 
nitionen der Satz besteht: Aequivalentes in bestimmter Ordnung mit 
Aequivalentem multiplicirt giebt Aequivalentes. Fasst man jetzt alle 
unter einander aiquivalenten Aggregate als Repriisentanten eines und 
desselben Objectes auf, so gelangt man zu einem bestimmten Multi- 
plicationsgesetz dieser neuen Objecte, indem das Productobject davon 
unabhingig ist, welche von den die Factoren darstellenden Aggregaten 
zur Ausfiihrung der Multiplication verwendet werden. Hs ist auch leicht 
zu beweisen, dass die in § 5 erwahnten Bedingungen 1) und 2) 
bestehen. Es liegt also eine Gruppe vor; diese kann eine endliche 
oder eine unendliche Zahl von Operationen enthalten. 

Nimmt man jetzt die definirenden Relationen an: 


~~ 


(8) a =A,’, A,'A,A,= A‘, Ay? = A,’ 


so bestimmen diese jedenfalls eine Gruppe G, weil jedes System von 
Relationen eine Gruppe bestimmt. Man hat jetzt die aus den sym- 
bolischen Potenzen von A, und A, bestehenden Aggregate umzuwandeln ; 
so wird z, B, A,-* durch die Uebergiinge 


A,-*, 4,°A,-*, A ®A,-*, A?-* 


in A,?-* und ebenso A,~? in A,?-? umgewandelt. Wenn also in 
einem Aggregat negative Exponenten vorkommen, so kénnen diese 
fortgeschafft werden. Nachher werden die symbolischen Potenzen so 
lang gespalten, bis nur noch erste Potenzen vorhanden sind. Steht 
nun in einem Aggregat ein A, zur Rechten eines A,, so kann man 
den Bestandtheil A, A, des Aggregats folgendermassen umformen: 
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A,A,, A,°A,A,, A,A,1*A,A,, A,A;*, 
d. h. man kann das Zeichen A, tiber A, hinweg nach Links setzen, 
wenn man zugleich das betretfende A, durch A,¢ ersetzt. Diese Potenz 
A,* ist dann wieder zu spalten. Auf diese Weise kann man ein be- 
stimmtes A, allmihlig nach Links bringen, Nach und nach werden 
alle die Zeichen A, zur Linken geschafit, und schliesslich bringt man 
jedes Aggregat in eine der pg Formen 
m a=0,1,2,...¢q—1 
asa? (GIGL3..p—1): 

Die Zahl der Operationen in der durch die Relationen (8) definirten 
Gruppe G ist also héchstens gleich pg. Die Auffindung der genauen 
Ordnung der Gruppe wiirde aber vom Standpunkt der definirenden 
Relationen seine Schwierigkeiten haben. Es wiirde sich zwar sofort 
ergeben (s. § 3), dass A, in 


A iat 


umgewandelt werden kann. Daraus folgt dann, weun a? der Eins 
mod. p incongruent ist, dass 
A, tiqu. A,°, 
und dass die Gruppe von der g' Ordnung ist. Wenn aber die Be- 
dingung 
a? = 1 mod. p 

besteht, so muss das Resultat des 5‘ Paragraphen herbeigezogen 
werden. Wir haben daselbst eine Gruppe pq'* Ordnung vollstindig 
hergestellt, die mit G, bezeichnet werden soll, Die simmtlichen 
Operationen dieser Gruppe werden aus den in ihr enthaltenen Opera- 
tionen A und B durch Iteration und Combination erzeugt, und A und 
B befriedigen die Gleichungen (6). Nun denke man sich alle még- 
lichen aus den Potenzen von A und B gebildeten Aggregate, die 
Aggregate I — sie stellen auf unendlich vielfache Weise die Opera- 
tionen von G, dar — und dazu alle die aus den symbolischen Potenzen 
von A, und A, gebildeten Aggregate [1]; jedem Aggregat I wird 
dasjenige Aggregat II zugeordnet, das in A, und A, gerade so 
gebildet ist wie das erstere in resp. B und A, Da nun die Gleichungen 
(6), denen A und B geniigen, dieselbe Form besitzen, wie die defi- 
sirenden Relationen (8) der Gruppe G, so miissen zwei Aggregate | 
nach ihrer Bedeutung gleich sein, so oft die beiden entsprechenden 
Aggregate II in einander tibergefiihrt werden kénnen, d. h. aquivalent 
sind. Es wire noch denkbar, dass zwei nichtiiquivalenten Aggregaten IT 
zwei gleiche Aggregate I entspriichen. Daun aber miisste die Ordnung 
der Gruppe G, kleiner sein als die der Gruppe G, was nicht der Fall 
ist. Zwischen den Aggregaten 1 und II findet also hinsichtlich der 
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Gleichheit und Ungleichheit vélliges Entsprechen stati, und es setzen 
sich auch die ersteren gerade so zusammen wie die letzteren. Es sind 
somit die Gruppen G und G, holoedrisch isomorph in der Weise, dass 
den Operationen A, und A, die Operationen B und A entsprechen. 

Die gewonnenen Resultate kénnen jetzt so formulirt werden: 
Die Relationen (8) stellen als definirende im Sinne von Herrn Dyck 
eine Gruppe pq” Ordnung dar, wenn 

a? =1 mod. p, 

andernfalls eine Gruppe q'” Ordnung. Es ergeben sich aus diesen 
Formeln alle Gruppen der Ordnung pq, die existiren. 

Durch Verallgemeinerung der auf die Relationen (8) angewandten 
Betrachtungsweise ergeben sich noch einige Resultate, die spiiter 


gebraucht werden. Ich nehme jetzt die definirenden Relationen in der 
Form an: 


Aj‘ ss F(A; A,, eee A;-1), A; * A;,A; = Gix (A, ’ A,, eee A;_-1); 
ont poke 1 
$a21,2,...% ' 
Dabei mégen m,, m,,...m, positive ganze Zahlen sein, wahrend ich 
in den mit Ff; und mit G;, bezeichneten Aggregaten auch negative 
Exponenten zulassen will.*) Wenn Relationen von dieser Form vor- 
‘ liegen, so sage ich, dass A,, A,, ...A, in der Ordnung, in der sie 
eben genannt sind, eine Scala bilden, Bezeichnet man mit F;-! das 
Aggregat, das aus F; hervorgeht, wenn die Potenzen in umgekehrter 
Ordnung gesetzt und ihre Exponenten mit dem entgegengesetzten 
Vorzeichen genommen werden, so ist leicht abzuleiten, dass 
(9) _ aqu. F,' F; YN aqu. ye a ie 
und 
A; * As" A aiqu. a" A;GuGi' aqu. Gi 
ist. Es ist deshalb fiir positive und negative w ~ 
A” A;! A; aiqu. Ga 


(10) A;* A; aqu. A:Gi.. 

Nun sei ein Aggregat symbolischer Potenzen der A,, A,,... Ax 
gegeben. Man kann in diesem Aggregat zuniichst vermége der Aequi- 
valenz (9) die Potenzen von A, fortschaffen, die negative Exponenten 
besitzen. Dann lassen sich die einzelnen Symbole A, vermége der 
Aequivalenz (10) auf die linke Seite des Aggregats bringen, und man 
erhalt dadurch einen Ausdruck von der Form 


und 


*) Dem Index ¢=1 entspricht in dem aufgestellten System die Gleichung 
Aj" =1, 
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An TT(A,, Ay,-.+ An), 


0<acm—1 


ist. Nachdem dies geschehen ist, kann man ebenso das Aggregat TT 
in die Form 


wobei 


rim a) oe oe a 
umwandeln, so dass zugleich 
0<Bicmui—1 
ist, u. s. w. Schliesslich ergiebt sich, dass die Ordnung der durch 
die Relationen definirten Gruppe héchstens gleich 


My Mn—1 + + MyM, 
sein kann. 


Aus der im speciellen Fall gebrauchten Schlussweise folgt noch 
der Satz: Wenn irgendwelche in den Zeichen A,, A,,...An geschriebenen 
Relationen eine Gruppe G definiren, deren Ordnung nicht grésser als m 
ist, wenn ferner die einer Gruppe G, von der m*" Ordnung angehirigen 
Operationen B,, B,,...B, jenen Relationen geniigen, und alle Opera- 
tionen von G, aus B,, B,,...B, durch Iteration und Combination 
erseugt werden kinnen, so ist G mit G, holoedrisch isomorph, und zwar 
entsprechen dabei die Operationen A,, A,,...A, von G den Operationen 
B,, B,,.. Ba von G,.*) 

Dieser Satz hat auch dann Bedeutung, wenn G und G, dieselbe 
Gruppe bedeuten. Man hat sich in diesem Fall eine einzige Gruppe 
von einer endlichen Zahl von Operationen zu denken, die durch 
definirende Relationen gegeben ist. Die Buchstaben B,, B,,... By 
bedeuten nun Producte von Potenzen der erzeugenden Operationen 
A,, A,,...A, der Gruppe. Aus B,, B,,...B, muss auch die ganze 
Gruppe erzeugt werden kénuen, und es miissen diese Producte, wenn 
sie an Stelle von A,, A,,...A, in die definirenden Relationen ein- 
gesetzt werden, richtige Gleichungen ergeben, d. h, Gleichungen, die 
vermége der urspriinglichen definirenden Relationen identisch bestehen. 
Unter diesen Umstiinden ergiebt sich eine isomorphe Beziehung der 
Gruppe auf sich sich selbst,**) wobei den Operationen A,, A,,...An 
die Operationen B,, B,,...B, entsprechen. 


*) Wenn iiber die Ordnung von G@ nichts bekannt ist, im Uebrigen aber 
die Voraussetzungen dieselben bleiben, so kann gefolgert werden, dass G und G, 
entweder holoedrisch oder meroedrisch isomorph sind, Vergl. Dyck, Math. 
Ann. Bd. 20, p. 11 ff. 

**) Herr Dyck definirt mit Hilfe der Relationen einen Isomorphismus einer 
Gruppe in sich auf Seite 10. 
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§ 7, 
Anzahl der Gruppen pqg‘* Ordnung. 


Die letzten, an die definirenden Relationen anschliessenden Be- 
merkungen kénnen fiir die Anzahlbestimmung der Gruppen pq‘ Ord- 
nung verwendet werden. Man erhalt jedenfalls alle diese Gruppen, 
wenn man in die definirenden Relationen (8) alle im Rahmen 1, 2,...p—1 
gelegenen Zahlen setzt, die der Congruenz (2) gentigen. Setzt man 
a= 1, so hat die Operation 


die Ordnung pq, und es ergiebt sich eine cyklische Gruppe. Lésungen, 
die von 1 verschieden sind, hat die Congruenz (2) nur, wenn g Theiler 
von p—1 ist. Unter dieser Annahme sei g eine bestimmte Zahl, 
die mod, py zum Exponenten q gehdrt.*) Es sind dann die tibrigen 
Lésungen der Congruenz in der Formel 


a= Q (b=1,2,...q¢q—1) 


enthalten. Jetzt bezeichne G die durch die Relationen (8) und G, 
die durch die Relationen 


(11) St=1, S-1TS=T7e, Te=1 


definirte Gruppe. Setzt man nun 


so findet man, dass die Gleichungen 
S¢=1, S-'7S,—7e, Te=1 


bestehen. Es geniigen also die Operationen S, und 7’ aus der Gruppe 
G,, welche offenbar aus S, und 7’ wiedererzeugt wird, den Relationen 
(8). Somit sind die Gruppen G, und G holoedrisch isomorph. 

Wenn also p—1 durch q nicht theilbar ist (p>q), so ist die 
einzige Gruppe pq" Ordnung die cyklische. Im andern Fall giebt es 
in der genannten Ordnung noch eine zweite Gruppe; diese wird durch 
die Relationen (8) definirt, wobei a eine beliebige Zahl bedeutet, die 
mod. p zum Exponenten q gehort. 


*) Gauss, Disquisitiones arithmeticae art. 52 ff. 
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Zweiter Abschnitt. 


Allgemeine Hilfsmittel fiir den Aufbau einer Gruppe. 


§ 8. 
Isomorphismus einer Gruppe in sich. 


Bei der Bildung der Gruppen von der Ordnung pq war die 
Kenntniss der ausgezeichneten Untergruppe p'** Ordnung von Wichtig- 
keit. Aehnlich sollen auch spiter die Gruppen, welche hier gesucht 
werden, aus ausgezeichneten Untergruppen gebildet werden. Es 
bedeute jetzt G irgend eine Gruppe und [ eine in ihr ausgezeichnete 
Untergruppe, deren Operationen mit 

a eee ee 
bezeichnet werden. Wenn man nun diese Operationen mit Hilfe einer 
beliebigen Operation S der Gruppe G transformirt, so erhilt man die- 
selben Operationen 7’ nur in anderer Reihenfolge. Die Substitution 


Zee | ee oe ) 
(gps. S-*7, 8, ...8* 2,28 
der Buchstaben 7, die man auf diese Weise erhilt, hat eine besondere 
Kigenschaft: es steht niimlich das Product aus zwei Operationen der 
oberen Reihe der Substitution tiber dem Product der entsprechenden 
Operationen der unteren Reihe, wobei natiirlich beide Producte auf 
dieselbe Art zu bilden sind. Die vorliegende Substitution stellt also 
einen Isomorphismus der Gruppe in sich vor. Durch jede Operation 
der Gruppe G, mag sie nun in [ enthalten sein oder nicht, wird die 
Gruppe [ isomorph in sich transformirt. 
Wir studiren jetzt eine Gruppe [, die aus den Operationen 
T,, T,, ... Ta+ besteht, ohne Riicksicht auf eine umfassendere 
Gruppe G. Die Substitution 


J=(72 7; Zs; eee : ) 
Loo, Tairy, Tenia), » + + La(n—) 


stellt einen Isomorphismus der Gruppe [ in sich dar, wenn fiir je drei 
Indices a, B y, fiir welche 


ist, auch die Gleichung 
Lie) + Toi) = To 
gilt. Da es mehrere solcher Substitutionen geben kann, diirfen wir 


von einer Mehrzahl von Isomorphismen reden. Wenn man zwei Sub- 
stitutionen von dieser besonderen Art zusammensetzt, so erhilt man 
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offenbar wieder eine Substitution von derselben Art. Man kann also 
die Isomorphismen multipliciren. 

Um fiir diese Multiplication auch die Bezeichnung festzustellen, 
sei ein zweiter Isomorphismus 


J’ es f,, Py yp eee Tat ) 
Tx ©); Po); Dex (2) ee 


@w'(n—1) 


und wir setzen dann 


‘i awe * 
JJ’ = ; 
( P., ((0)) Ly (w(2)) °° * Ly (w(n —1)) ) 


Man erkennt die Giiltigkeit des folgenden Satzes: Die stimmtlichen 
moglichen Isomorphismen einer Gruppe T in sich bilden selbst eine 
Gruppe. Dabei ist der identische Isomorphismus, bei dem jede Operation 
sich selbst zugeordnet ist, mitzurechnen. 

Es miissen jetzt zwei Arten von Isomorphismen der Gruppe [ in 
sich unterschieden werden. Wenn ein Isomorphismus dadurch abgeleitet 
werden kann, dass man die Gruppe [ mit einer ihrer eigenen Opera- 
tionen transformirt, so soll derselbe cogredient heissen; im andern 
Fall hat man einen contragredienten Isomorphismus, *) 

Betrachten wir z. B. wieder die Gruppe p** Ordnung mit den 


Operationen 
ee eee 


die in der nichtcyklischen Gruppe G von der Ordnung pq ausgezeichnet 
enthalten ist. Hier existirt kein cogredienter Isomorphismus, ausser 
dem identischen. Transformirt man aber mittelst der in der Gruppe G 
enthaltenen Operation S von der q' Ordnung, so entsteht der contra- 
grediente Isomorphismus 


Te ; 
T= (ree) (a= 0, 1,2,...p—1). 


Transformirt man ferner mit der Operation S#, so entsteht der 
Isomorphismus J“. Deshalb muss auch J% gleich dem identischen 
Isomorphismus sein, was wieder auf die Bedingung (2) hinauskommt. 


*) Mit den Begriffen ,,cogredient“ und ,,contragredient“ habe ich eine Unter- 
scheidung verallgemeinert, die Herr F. Klein bei der Ikosaedergruppe von formen- 
theoretischen Gesichtspunkten aus gewonnen hat, Man vergl. Vorlesungen tiber 
das Ikosaeder und die Auflisung der Gleichungen vom fiinften Grade, 1884, 
p. 232. Die Gruppe der cogredienten Isomorphismen ist stets eine ausgezeichnete 
Untergruppe von der Gruppe aller Isomorphismen. 
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§ 9. 
Gruppe mit ausgezeichneter Untergruppe. 


Ich denke mir eine Gruppe G von der Ordnung m.n gegeben, 
welche wiederum die ausgezeichnete aus den Operationen 7, 7,,... Tn—1 
bestehende Untergruppe [ enthalten soll; Z, soll jetzt die identische 
Operation bedeuten. Man kann m Operationen S,, S,,...Sn—1 der 
Gruppe G so auswihlen, dass alle Operationen, dieser Gruppe in der 
Tabelle 


Bizus Gekee «++ Ete 
(12) 8, si 5 oy. . — 
Bat A Bait, es Bas » A 


enthalten sind. Dabei soll auch S, die identische Operation bezeichnen, 
go dass diese gleichzeitig durch drei Zeichen 
Ty, So, So Ty 

vorgestellt wird. 

Weil nun die Operationen 7’ eine Gruppe bilden, so hat man 
(13) T.T 3 = Ty (a, 8) (a, B=0, 1,2,...2—1). 
Ueber die Abhingigkeit des Index x von den Indices @ und 6 liisst 
sich Einiges ermitteln. So folgt aus dem Associativgesetz, dass die 
Function x der Bedingung 


x(x(@, B), v) = x(a, x(6, »)) 
geniigt. Ich bemerke insbesondere, dass 
u(@,0) =a, 
~(0, 8) =86 
ist, weil 7, die Identitiéit bezeichnen sollte. 

Die Tabelle (12) enthilt jede Operation der Gruppe G, also auch 
das Product von irgend zweien der Operationen S. Es ist demnach 
(15) SaSo _— Sy (a,0) Ty (0,2) (a, b =, i, 2, ooo M— 1). 

Setzt man das eine Mal a=0O, das andere Mal } =O, so ergiebt 
sich noch 
(16) 9(0,6)=b, ¥(0,b)=0; g(a,0)—a, ¥(a,0)=0. 

Daraus, dass die Gruppe [ in der Gruppe G ausgezeichnet ent- 
halten sein soll, kann eine weitere Folgerung gezogen werden. Zur 
Abkiirzung mégen die Horizontalreihen der Tabelle (12) von der ersten 
bis zur letzten mit 2), 2,,... 2Xm—1 bezeichnet werden. Multiplicirt 
man nun irgend eine Operation der Reihe &, auf der rechten Seite 
mit irgend einer Operation der Reihe 2, so entsteht immer eine 


(14) 
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Operation der Horizontalreihe 2y,5)*), Die Reihe, in welcher das 
Product seinen Platz bekommt, ist also vdéllig bestimmt durch die 
Reihe, aus welcher der erste Factor und die Reihe, aus welcher der 
zweite Factor gewahlt werden soll. Man kann jetzt den Sachverhalt 
kurz so ausdrticken: die Reihe 2.) entsteht durch Zusammensetzung 
oder Multiplication der Reihen 2, und &,, wobei X, als erster Factor 
aufzufassen ist, Die gemeinsamen Kigenschaften aller gruppentheore- 
tischen Multiplicationen, welche fiir die Operationen der Gruppe @ 
giltig sind, tibertragen sich nun auf die Multiplication der Reihen ~. 
Ich will das Resultat folgendermassen ausdriicken. Man fiihre m 
Symbole 
? a 

ein und setze 
(17) 2a -3= = 9 (a,0)» 
so bilden diese Symbole eine Gruppe. Diese Aussage bedingt gewisse 
Eigenschaften der Function g(a, b). 

Transformirt man die Gruppe [ mit Hilfe der Operation S,, so 
erhailt man den Isomorphismus 


T, 
uma) (a=0, 1,2,...m—1) 
der Gruppe [ in sich. Wir setzen zur Abkiirzung 
5 -* ae Sa — Date,a)> 
dann ist 
(18) T.Sa — Sa o(a,0)3 ( 


a=oQ,1,2,...” ~ 
und es ergiebt sich noch, dass 


a=0, 1,2,...m—1 


(19) a(a, 0) =a, 

a(0,a)=0. 
Bezeichnet man die durch Transformation mit 8,, S,, Spa,» Twa, 
entstehenden Isomorphismen der Gruppe [ in sich mit Ja, Js, Fy a,2) 
Cy(a,»), 80 werden die Isomorphismen J, >< Jy und Joya,» >< Cyia,s), 
wie leicht zu sehen ist, durch Transformation mit den Producten S, S, 
und Syia,v) Z'ya,s) entstehen. Im Hinblick auf die Gleichung (15) hat 
man also auch 
(20) Judy == (a, 5) Cyy(a,0) . 
Von diesen Isomorphismen ist jedenfalls 


Cy (a,2) 
cogredient. 


*) Vergl. z. B, Mathematische Annalen Bd. 34, p. 31. 
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§ 10. 
Ein besondérer Fall. 


Die Gruppe der Operationen 2, deren Multiplicationsgesetz durch 

die Function » charakterisirt wird (Vergl. (17)), ist durch die Gruppe 
G und durch die in G ausgezeichnete Untergruppe [ véllig bestimmt 
und mége mit G|VT bezeichnet werden.*) Ich will nun den Fall noch 
besonders betrachten, dass G|T eine cyklische Gruppe ist. Man kann 
in diesem Fall die Bezeichnung der Operationen S und damit die 
Vertheilung der Indices auf die Symbole 2 so wihlen, dass 
(21) 2, 2,* (a0,1,2,...m—1), 2," — dy. 
Da die Symbole 2 im Grunde nur die Horizontalreihen der Tabelle 
(12) darstellen, so kénnen die Gleichungen (21) auch so ausgedriickt 
werden: die a‘* Potenz irgend einer Operation aus der zweiten Reihe 
der Tabelle ist eine Operation der Reihe X,, d. h. der a + 1 Reihe, 
und die me Potenz jener Operation findet sich in der ersten Reihe. 
Daraus fliessen die Formeln 

S,¢ = SaTia) (@=0,1,2,...m—1), 8" —S8,T, = Ty. 


Statt der Operationen S,, S,,S,,...Sm—1 kann man jetzt die Opera- 
tionen 
Sy, S,, 8,7... 8" 
einfiihren. Bezeichnet man nunmebr diese letzieren mit 
Ba, Bas Beg + ss Mente 
so erhiilt man statt der Gleichungen (15) die folgenden 


SaS, = Sats (at+b<m), 
Sa S; == Na+b—m T, (a+b>m); 
dabei gehen @ und b wieder von 0 bis m — 1. 

Aus der Gleichung 


(22) 


= wi 
ergiebt sich noch 
(23) 8,7T7,8, = T,, 
d. h, die Operationen S, und 7’, sind vertauschbar. 
Bezeichnet man mit 

Jo, Ji, Jo, +-+Smi, Cy 
die Isomorphismen der Gruppe f in sich, die durch Transformation mit 
: coe Sy, 8;, S,,.-. Sm, f, 
*) Vgl. Jordan, Bulletin de la société mathématique de France, T. I 1873, 


p.46, wo diese Gruppe bereits auftritt, wiihrend ich sie im 34" Band dieser 
Annalen von Neuem aufgestellt habe, 


Mathematische Annalen, XLIII, 21 
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entstehen, so folgen noch die Gleichungen 
(24) JI,=J* (a=0,1,2,...m—1), J,*"—C,. 
Die m'* Potenz des Isomorphismus J, ist also cogredient und zwar 


gleich dem Isomorphismus, der durch Transformation der Gruppe [ 
mit der in ihr enthaltenen Operation 7’, entspringt. 


en. 
Definirende Relationen der Gruppe G. Umkehrung. 


Ich kehre zum allgemeinen Fall zuriick. Die Gleichungen (13), 
(15) und (18), die wir aus der Gruppe G erhalten haben, kénnen nun 
als definirende Relationen dieser Gruppe angesehen werden. Um ein 
Aggregat symbolischer Potenzen der Zeichen 


vs T, os 9 T.-1; So, S,, see Bas 


umzuwandeln, nehmen wir die Exponenten zunichst als positiv an. 
Nachdem die Potenzen in einfache Zeichen gespalten sind, kann man 
das Aggregat durch blosse Ausfiihrung einer Reihe der unter 5) in 
§ 6 genannten Aenderungen in die Form 


aad =0,1,2,...m--1 
8.1, Coes. ae 
bringen. Es ergeben sich also m.m reducirte Formen der Aggregate. 
Wenn man die Glieder Reihe 
, &, &37, a?,.. 


reducirt, so kann man nicht immer Verschiedenes erhalten, und man 
wird deshalb eine Aequivalenz finden: 


S,* aqu. S,', 
wobei / positiv, und k > ist. Daraus aber ergiebt sich, auch fiir 
ein negatives w, die Umwandlung: 
.08, ee, ae. 

Wenn jetzt ein beliebiges Aggregat umgewandelt werden soll, in 
dem auch negative Exponenten auftreten, so kann man offenbar die 
negativen Exponenten wegschaffen. Schliesslich kommt das Aggregat 
wieder auf eine jener m.m reducirten Formen. Da nun die Gruppe G 
als von der mn‘ Ordnung gegeben war, so kann die durch (13), 
(15), (18) definirte Gruppe auch nicht von niedrigerer Ordnung sein 
und muss mit G tibereinstimmen (Vergl. § 6). 

Wir bemerken noch, dass die Gleichungen 


yj" Y 
TyoT2 = T., S8.—SaT, 
unter den definirenden Relationen sind; es ergeben sich daher 











ooo 
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a, &, 


als aquivalent. 
Bis jetzt war G als gegeben gedacht. Wir kehren jetzt die Be- 
trachtung um, indem wir die Functionen 


Y,%, ¥, @ 
annehmen und die Gruppe so herzustellen suchen. *) 


§ 12. 
Aufstellung eines Multiplicationsgesetzes. 


Als die Gruppe G noch gegeben war, und die Zeichen S und T 
die friiher erwihnten Operationen dieser Gruppe bedeuteten, bestanden 
die Gleichungen (13), (15), (18), und diese Gleichungen ergeben 

(Sa Ta) >< (S; Ts) = Sp(a,0) Ty (a,0) T'w(a,0) Tp - 
Jetzt, da wir die Gruppe machen wollen, stellen wir uns ganz auf den 
Standpunkt von § 4 und §5 und lassen vorliufig die definirenden 
Relationen aus dem Spiel, Wir betrachten die Ausdriicke 


a=0,1,2,...m—1 
S.T. ( 949 ) 


a=(,1,2,...n—1 

nicht mehr als Producte, sondern als willkiirliche Zeichen, die dazu 
dienen sollen m. verschiedene Objecte zu bezeichnen. Um nun zu 
einer Multiplication dieser Objecte zu gelangen, denken wir uns eine 
Gruppe von » Operationen T,, T,, T,... T,-1 schon vorliegend. Fiir 
diese Operationen soll die Formel 

La Te = Tyla, ~) (a, B =0,1,2,...m—1) 
gelten, und &, soll die identische unter diesen Operationen sein; es 
bestehen dann auch von selbst die Gleichungen (14): 
I, q(a, 0) = 4(0, a) =a. 


Das neue Multiplicationsgesete fiir die m.n Objecte definire man 
jetet durch die Formel 


(25) SaTa < S573 = Soia,v)T,, 
in welcher der Index r gemiiss der Bedingung 
(26) : ome Tw (a, d) Tote, b) Le 


von a, «, b und B abhdngt. Dabei moge fiir die Functionen o, », a 
vorerst nur festgesetzt werden, dass die Gleichungen (16) und (19) 
gelten: 

IL. p(a,9)=—p(0,a)—a, Yy(a,0)—Y(0, a) =), 

iil. a(a,0)—=a, a(0, a) = 0. 


*) Dies ist die Aufgabe, die ich im 34'*" Bande der Math. Annalen auf 8, 33 
bereits formulirt habe. 


21* 
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Die aufgestellte Multiplication ist eine véllig bestimmte, und es 
kann jetzt gefragt werden, ob sie eine gruppentheoretische ist. Man 
findet leicht, dass nach den gemachten Festsetzungen 


S, T. >< S, Ts _ S, Ty(«,p) 


ist. Es bilden also jedenfalls die Symbole S, 7, unter sich eine Gruppe. 
Ich will diese Gruppe, welche mit der gegebenen Gruppe der Opera- 
tionen { holoedrisch isomorph ist, mit [ und das Zeichen S, 7, kurz 
durch 7, bezeichnen. 


§ 13. 
Bezeichnungen und vorbereitende Gleichungen. 


Das Associativgesetz und die Bedingung 2) des fiinften Para- 
graphen werden fiir die definirte Multiplication nicht erfiillt sein, wenn 
die Functionen g, y, @ nicht weiteren Beschriinkungen unterworfen 
werden. Es sind ja im 9' Paragraphen noch einige Eigenschaften 
dieser Functionen aufgefunden worden. 

In erster Linie sollte die Substitution 


(27) ( . ) (a=0,1,2,...n— 1) 
Toa, x) 
stets einen Isomorphismus der Gruppe T in sich darstellen. Wir nehmeu 
an, die Function @ sei dieser Bedingung gemiss bestimmt. 
? 5 5 5 
Ich will die Operation Z',«,,) jetzt noch anders bezeichnen und 


Tw(a,a) = [Sa * TeSa] 


setzen. Dabei ist zu beachten, dass die Gruppe, welcher das Zeichen 
S, angehdren soll, erst nachgewiesen werden muss. Die umgekehrte 
Operation zu S, ist also noch nicht definirt, und [S,—' 7. S,] darf absolut 
nicht als Product von drei Factoren aufgefasst werden. Es soll nur 


[S.* Ta Sa] 


ein Ausdruck sein fiir das von den zwei Symbolen 7, und S, abhingige 
Zeichen 7',(,2). Diese Ausdrucksweise will ich noch verallgemeinern, 
so dass iiberhaupt dem Zeichen 


[u-'T.U| 
eine bestimmte Bedeutung zukommt. Ist niimlich 
U — Sy 8 ’ 


so setze ich durch Definition 


(28) [U-*T, U) = T;"* >< [Ss-* TaSs| >< Tp. 
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Der Umstand, dass die Substitution (27) einen Isomorphismus 
darstellt, kann mit Riicksicht auf die neue Bezeichnung in der Formel 
(29) [Sz*TuSa] >< [Sr*TsSa] = [Szr*(La >< Te) Sal 
ausgedriickt werden. Aus der Formel (28) folgt noch 

[U-*7.U] < [UT, U] = Tz" >< [Sr T.8,] >< Ty >< Tz" 

>< [S>*T, 8] >< Tp, 
oder, da fiir die Factoren rechts das Associativgesetz gilt, wenn 
noch auf (29) Riicksicht genommen wird, 
(30) [U-7,U] < (U+2,0] = Ty" >< [S5*(Ta>< Ty) So] >< Te 


= [U-(T.><T,) U0] (Vergl.(28)). 
Also driickt auch die Formel ") ” 


a 
lesinte es) (@—=0,1,2,..,8—1) 


einen Isomorphismus der Gruppe [ in sich aus. 
Es handelt sich jetet noch um die Gleichwng (20) des § 9, deren 
Inhalt erst zu entwickeln ist: 
Ja . Jy == (a, db) Cia, 0): 
Dabei bedeutete Ja den Isomorphismus 


A : 
(7) («= 0,1, 2, ae ee 1), 


wodurech auch schon J, und Jyqa,s) erklairt sind. Unter Cyia,.) wurde 
aber der Isomorphismus der Gruppe [ in sich verstanden, der entsteht, 
wenn man diese Gruppe mit der Operation Z'y(¢,4) transformirt. Der 
Isomorphismus J, ersetzt T, durch Ty (c,a), d. h. durch [sz? : S,). Der 
lsomorphismus J, J, ersetzt also die Operation 7’, durch 


[s> [so I. S,] $,]. 
Es ersetzt endlich der Isomorphismus Jg(q,5) Cy(a,v) dieselbe Operation 
T,. durch 
Ty (a,) < [Spa,0) Ta Sp(a,r)] >< Ty(a,0): 
Der Inhalt der Gleichung (20) stellt sich also jetzt in der Gleichung 


(31) [S57 [Sz* Taz] So] = Toter >< [Spits Le Spia,a] >< Tyo 

dar. Diese Gleichung stellt im Grund eine Eigenschaft vor, welche 
den Functionen », ~ und @ in Beziehung auf das schon durch 
gegebene Multiplicationsgesetz der Operationen 7’ zukommt. 

Wie man auf die allgemeinste Weise erreicht, dass m, ~, @ diese 
Kigenschaft haben, erdrtern wir nicht. In den Fiillen, die spiiter vor- 
kommen, werden wir die Gleichung (31) erfiillen kénnen und fiir jetzt 
setzen wir voraus, dass sie bestehe. 
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§ 14, 
Die Rechnung mit den eingefiihrten Symbolen. 


Setzt man in den Formeln (25) und (26) fiir die Indices a, «, b, B 
der Reihe nach a, 0,0, 8, so erhilt man mit Riicksicht auf die 
Gleichungen II und III des 12‘ Paragraphen 

S,T, x< S\Tp == STs. 
Wenn man nun zur Abkiirzung das Zeichen S, 7, durch S, ausdriickt — 
wodurch also fiir S,7, noch zwei Bezeichnungen 7’, und S, nebenher- 
gehen — so kann das Zeichen S,7's als Product 
Sa >< Ts 
angesehen werden. 

Damit fallt der Grund weg, aus dem bis jetzt das Productzeichen 
>< geschrieben wurde. Ich stelle nun die Producte wieder durch 
blosse Zusammenstellung der Factoren dar. Es ist aber zu bemerken, 
dass vorliufig nur Producte von zwei Factoren definirt sind; nur in 
dem Fall, dass alle Factoren zu den Symbolen 7’ gehéren, hat ein 
Product von mehreren, in einer bestimmten Reihenfolge gegebenen 
Factoren einen unmittelbaren Sinn. Dabei erinnere ich noch daran, 
dass die durch eckige Klammern dargestellten Symbole, welche keine 
Producte sind, zu den Symbolen 7 gehéren. Indem nun im Uebrigen 
beim Gebrauch von Klammern die gewoéhnlichen Grundsitze befolgt 
werden sollen, werden die folgenden Formeln ohne Weiteres ver- 
stindlich sein. 

Die Gleichungen (25) und (26) ergeben jetzt 


(32) (S.Ta) (SoZ) = Soca, ») (Ty ta,o) Lae, r) Tg): 
Setzt man hier «a = 6 = 0, so erhalt man mit Riicksicht auf III: 
(33) S28, = Soa,» Tya,r)- 


Nun kann die Gleichung (31) des 13'" Paragraphen mit Riicksicht 
auf die Definitionsgleichung (28) in die Form 

[s> [sz T.8,| 8, | as [ (Sera. T'w(a,0))* Ta(Sq (a, 6) Ty(a,») | 
gesetzt werden, und daraus erhilt man mit Hilfe von (33): 
(34) [S.*[S2* PaSa] S|] =| (Sa 81) Te (SaS) |. 


Jetzt soll in der Gleichung (32) der Index b gleich Null gesetzt 


werden. Man muss dabei die Gleichungen II und III beachten und 
findet 


(35) (Sa Ta) Tg = Sa(TaTg). 


Multiplicirt man ferner in (32) beide Seiten der Gleichung von rechts 
mit 7',, so ergiebt sich: 


((SaTa) (Se Ts)) Ty = (Syca,0) (Ty (e,0) Tua,» Ls) Ty, 
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was mit Hilfe der Gleichung (35) in die Form 

So (a, ») (Tyia,) Ta(a,» Ls Ty) 
umgewandelt werden kann. Dieser letzte Ausdruck kann noch auf 
andere Weise erhalten werden. Es ist nimlich vermége der Gleichung (35): 


(Sa Ta) (8.7) T,) = (SaTa) (Ss(Zp Ty); 
hier ist aber die rechte Seite mit Riicksicht auf (32) gleich 
Sy(a,r (Ty(a,r) Toa, (L's Ty) = Spa, »(Ty(a, ») To(a,» Tp Ty)- 
Somit ist die Gleichung 
(36) (Sua) (Ss Zp)) Ty = (SaTe) ((SoLe) Ty) 
bewiesen. 


Bei allen diesen Rechnungen ist nie zu vergessen, dass die Symbole 
T fiir sich dem Associativgesetz schon geniigen. 
Die Gleichung (32) ergiebt mit Riicksicht auf (35) 


(SaTe) (Ss Tp) = (Spa, yar) (Lw@,o) Fg); 
und dies ist wegen der Gleichung (33) dasselbe wie 
(Sa8y) (La, ») Z's). 
Wir haben also erhalten: 
(37) (Sac) (S,T's) = (SaSs)([S5* Ta Sp] Tp). 


Wenn in der Gleichung (33) der Index a gleich Null gesetzt 
wird, ergiebt sich mit Riicksicht auf II 


S, S; om Ss. 


Desshalb erhalt man, wenn in (37) der Index a gleich Null an- 
genommen wird 


Tu(Ss T's) = 8» ([Ss* Tar] Ts). 
Der Ausdruck rechts in der letzten Gleichung ist nach (35) gleich 
(S, 7's ) (7;" [sy" T'.S»| T;) 
oder vermége (28) gleich 
(S.Z's) (So T'p)-* La (So Tp)). 
Es besteht demnach die Relation 
(38) Ze (Sp Ts) = (S, Ts) [(S, Ts) Ta(Sp T,)). 
Ausserdem bilde ich aus (35) die Gleichung 
((S.7u) Ts) (SeT',) = (Sa(TaZp)) (Soy). 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach (37) gleich 
(Sa) ([S>*(TuLa) Se] Ty) 


Der letzte Ausdruck soll noch auf andere Art gebildet werden. Fiihrt 
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man niimlich in der Gleichung (37) statt a, a,b, 6 die Zahlen 
0, B, c, y ein, so ergiebt sich 
T3(S.Ty) = S.([S.*Z'pS.] Ty) 

oder, indem man jetzt beide Seiten von links multiplicirt, 

(Sa Te) (Tp(SeTy)) = (SaT a) (8.([S-* 4 8.] 7,)). 
Dies ist vermége (37) dasselbe wie 

(Sa8.) ([Sz* La Se] [S>* ZpS-] Ty), 

was nach der Formel (29) des § 13 mit 


(SuS.) ([S>*(TuT) 8.) Ty) 
libereinstimmt. Damit ist der erwiihnte Ausdruck wiedergefunden, und 
es muss allgemein gelten: 
(39), ((SaTa) T's) (SeTy) = (SaTa) (T'(S-Ty)) - 
Von den Gleichungen, welche in diesem und im vorigen Para- 
graphen gefunden wurden, sind die wichtigsten: (30), (34), (36), 
(37), (38), (39). Ich setze sie noch einmal der Reihe nach hierher 


mit etwas anderen Bezeichungen, indem U und V allgemeine Symbole 
bedeuten: 


Iv. [U“TU] |Ut?r’'U|)=[U""(7T) VU). 


v. [s’[s“ rs] s’] =[(ss 2(88|. 
VI. (UV)T = U(VT). 

VU. (S7)(S‘T") = (S8’) ([8’" 78] 7’). 
Vill. 7U = U|U“TU]. 

IX. (UT) V = U(TV). 


Setzt man jetzt noch in VII das eine Mal S = S, und das andere 
Mal 7” = 7, so ergiebt sich: 


Vil. 2(8’T’) = 8'([S’'"* 78] 7’). 
Viv. (ST) 8’ = (88) [S'"7'8']. 


Wire es uns erlaubt, fiir unsere Symbole die gruppentheoretischen 
Gesetze in Anspruch zu nehmen und auch das Symbol |U-'7'U] als 
ein Product 

U">< Tx U 
anzusehen, so wiirden alle diese Gleichungen selbstverstindlich sein. 
So aber, da das Associativgesetz noch nicht besteht, kénnen diese 
Gleichungen als Ersatz fiir dieses Gesetz gelten; sie ermdglichen eine 
Art von Rechnung mit den Symbolen. 
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§ 15. 
Ueber die Giltigkeit des Associativgesetzes. 


Ks lasst sich jetzt in der eben angedeuteten Weise eine Bedingung 
errechnen, die noch ausdriicklich gefordert werden muss, damit das 
Associativgesetz besteht. Man findet durch successive Umwandlung: 


{(S.T'a) (So Tp) (So) = {(SaSx) (85 * Le] Zs)} (8.7). (Vergl. VIL.) 


= (SaSs) |({Si* Ta8s] Ts) (S.7,)}- (Vergl. 1X.) 
= (Sa) }8. ([S* (Sr * Ta8s} T's) 8] T,)}- (VII) 
= {(SaSs) So} {[S> (S54 La 8s] T's) 8] Ty}- (VI) 


= {(SaSs) So} }[Sz* [Ss * ZuSs] S.] [S27 Ty8.| T;t- (IV) 


Auf dieselbe Weise ergiebt sich aber: 


(SaT'a) {(So Ts) (SceTy)} = (SaT'a) {(SoS.) ([Sz* 1'sS.] Ty)}. (VIL) 


= Sa (Za { (S82) (Sz Z'p8c] Ty)})- (IX.) 
= Sa({To(SsS.)} ((S* Lp 8.| T,))- (VI.) 
= Su ({(S.8.) [(S,S.)-* Ta(S8.)]} ([S2* T'S] Ty))- (VIIL.) 
= Sa ((SoS.) {[(SoS.)-* La (So8.)] [So * TpSe] 7,})- (VI.) 
= (S.(SsS-)) {[(SsSe)-! La (SoSe)] [S7* Zp S.] Ty}: (VL) 
= (Sa(SoS-)) {[S5* [Ss * LaSp] S.] [S77 TS.) Ty} (V.) 


Vergleicht man die Resultate dieser beiden Umwandlungsprocesse, 
so ergiebt sich: Wenn noch fiir je drei Symbole S die Gleichung 


X. (SS’) 8” = S(S’S”) 
erfiillt ist, so gilt auch fiir drei Symbole allgemeinster Art, dass 
(UV) W= U(VW) 


ist, d. h. es besteht unter der genannten Bedingung das Associativgesete. 


§ 16. 
Die Nebenbedingung. 


Die neben dem Associativgesetz in § 5 aufgestellte Bedingung 2) 
ist noch zu erdrtern. Ich muss beweisen oder bewirken, dass weder 
die Gleichung 


(40) (Sa T.) (S, Ts) — 5. Ta) (S, Ty), 
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noch die Gleichung 
(41) (Sip) (SaTc) = (Se Ly) (Sa Ta) 
bestehen kann, ohne die folgenden Gleichungen 

b=c, poy 
nach sich zu ziehen. Um dies zunichst fiir (40) zu zeigen, bringt 
man diese Gleichung mit Hilfe von (32) in die Gestalt 

So (a, (Ty (0,0) To(a,%) Tp) = Sp(a,0) (L'y (a,c) Tia, 0) Ty); 

wodurch sich ergiebt, dass das Bestehen von (40) mit dem Bestehen 
der zwei Gleichungen 
(42) Sora, — Sova, ¢)» 
(43) Py (a,0) Tw(a, 0) Lg = Ty (a, o) Tova, «) Ty 
gleichbedeutend ist. Es tritt jetzt eine Bedingung in ihr Recht, die 
im 9 Paragraphen aufgefunden worden ist, und die dahin geht, dass 
m Symbole 3), 2,,... 2-1, deren Multiplication der Formel 

aa : 2» = X9(a, b) 
folgt, eine Gruppe ausmachen. Diese Bedingung haben wir zuletzt 
ausser Acht gelassen, sie beschriinkt die Function g, und deckt sich 
zum Theil mit der Bedingung X des 15' Paragraphen, doch so, dass 
keine von beiden Bedingungen die andere ganz in sich schliesst. Wir 


miissen jetzt ausdriicklich die genannte auf m sich beziehende Bedingung 
wieder fordern. Sie ergiebt dann, dass die Gleichung 


p(a, b) = 9(a, ¢) 
und in Folge dessen auch (42) nicht bestehen kann, wenn nicht 
b=c 


ist. Ersetzi man nun in (43) den Buchstaben ¢ durch 0b, so folgt, 
dass auch 


; bB=y 
seln muss. 


Ganz ebenso ist die Gleichung (41) zu behandeln. Aus ihr folgt 
durch Entwicklung 
So (0,2) (Tw ,a) Twp, 2) Po) = Sy (c,a) (T wie, a) Paty, a) 7a ? 
und daraus ergiebt sich zuerst m(b, a) = m(c, a) oder 


b=c 
und dann 


(44) a(B, a) = w(y, a). 
Nun stellt der Ausdruck 


Ts 
a ) bok te. ...0 8 


w (0, a) 














Die Gruppen der Ordnungen p°, pq’, pqr, pt. 327 


eine Substitution der Buchstaben Z,, Z;,...Zn-1 dar. Diese Sub- 
stitution ersetzt T, und 7’, durch Ty(o,) beziehungsweise T'(y,q). Es 
folgt demnach aus (44), dass 

easy 
sein muss. Damit ist die Nebenbedingung erfiillt. 

Wenn also die in diesem Paragraphen und die in § 12 und § 13 ge- 
forderten Bedingungen erfiillt sind, wenn ausserdem auch die Gleichung X 
des 15‘ Paragraphen besteht, so ist die in § 12 definirte Multiplication 
eine gruppentheoretische. Es ist dann eine Gruppe G von der mn'* Ord- 
nung vollstindig erwiesen. Fiir die m+» mit S und Z' bezeichneten 
Operationen dieser Gruppe bestehen die Gleichungen (13), (15) und (18). 
Aus diesen Gleichungen folgt nun wiederum, dass die aus den Opera- 
tionen 7’ bestehende Gruppe [ in der Gruppe G ausgezeichnet ent- 
halten ist, und dass die aus G und [ durch einen bekannten Process 
entstehende Gruppe G{|If diejenige ist, deren Multiplicationsgesetz 
durch die Function m vermége der Gleichung 

Xa 2 = Zyia,d) 


beschrieben wird. Ferner kann gesagt werden (§ 11), dass die Glei- 


chungen (13), (15) und (18) definirende Relationen fiir die Gruppe G 
bilden. 


§ 17. 
Zusammenfassung. 


Wir fassen das Resultat der ganzen allgemeinen Entwicklung zu- 
sammen. Es wird eine Gruppe, die aus den Operationen 7),7',,...Zn—1 
besteht, mit dem Maultiplicationsgesetz 

TaT 3 = T ya, 2) 
und mit 7, als identischer Operation als gegeben angenommen. Diese 
Gruppe soll den Kern einer neuzubildenden Gruppe ausmachen, die 
folgendermassen hergestellt wird: Man wihlt eine Function  derart, 


dass m Symbole 4, 2,,... 2m-1, deren Multiplication durch die 
Gleichung 
aa 2 = —~p(a,d) 


ausgedriickt ist, eine Gruppe H mit der Identitét 2, bilden. Dann 
hat man noch zwei Functionen ~ und @ zu bestimmen. Von (a, b) 
wird zuniichst verlangt, dass 
v(a,0) = ¥(0, a) =0 
ist, von @(a, a), dass die Substitution 
; ( Fos i. «9s ea ) 
ee Pw (0, a); Fott,as eee Poin-,0 
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fiir jeden Werth 0, 1, 2, ...m-——1 des Index a einen Isomorphis- 
mus der Gruppe [ in sich, und J, den identischen Isomorphismus 
vorstellt. Wir bezeichnen durch Cy,q,., den Isomorphismus 


4 t 
Res an ‘ve , 
1 —1 —1 7 ? 
Ty (a, Ly Ty(a,o), Ty, Ty Pyar), - + + Lye, Pra Lyea,») 
es sind alsdann die Functionen weiter dahin zu beschrinken, dass 
a Je ° Jy = J 9 (a, 2) ° Cy (a,0) (a, b a 0, Fe 2, oo MB 1) 


ist. Wenn nun ausserdem noch eine Bedingung besteht, die sogleich 
niher bezeichnet werden soll, so bestimmen die Gleichungen 


» Ts = Tx (a, 2) 8 _ 0 1 P . ; 
XI. Sa Ss +“ So(a, 0) Py(a,») b ~ “1 > see ) 
T Sa es BZ ate.as “s = U,1,4,+--. M— 


als definirende Relationen eine Gruppe G von der mn' Ordnung. 
Die noch fehlende Bedingung kann so beschrieben werden: Jeder 
Ausdruck 
S288, (a,b,¢=—0,1,2,...m—1) 


kann vermége der Gleichungen XII auf eine der Formen 


a@=0,1,2,...m—1 
aT ( 949 @s ) 
or e\S = 0,1,2,... 2 —1 


gebracht werden und zwar auf die Weise, dass mehrmals zwei aufeinander- 
folgende Symbole, welche die linke Seite einer der Gleichungen XII 
ausmachen, durch die rechte Seite der betreffenden Gleichung ersetzt 
werden. Wenn wir uns hier auf eine Reihe von solchen Schritten 
beschrinken, so kann der Ausdruck S,S,S, nur auf zwei vollig be- 
stimmte Arten reducirt werden, Dass beide Arten stets dieselbe redu- 
cirte Form liefern, ist der Inhalt der Bedingung X, die wir jetzt noch 
fordern. 

Die Gruppe G, welche unter den genannten Bedingungen be- 
stimmt ist, enthilt die Gruppe [ als ausgezeichnete Untergruppe, und 
es ist die Gruppe G|f mit der Gruppe H holoedrisch isomorph. Be- 
stimmt man ferner ~ und @ auf die allgemeinste Art, welche vermége 
der genannten Bedingungen zulissig ist, so erhilt man, wie aus dem 
9'e« Paragraphen hervorgeht, die allgemeinste Gruppe G von den eben 
genannten Kigenschaften. 

Offenbar kann man statt der ersten von den Gleichungen XII, 
welche eigentlich »? Gleichungen repriisentirt, auch irgendwelche de- 
finirende Relationen der Gruppe [ setzen. Man lisst dann in der 
dritten von den Gleichungen XII den Index e@ nur diejenigen Werthe 

















-- 
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durchlaufen, fiir welche 7, eine erzeugende Operation der Gruppe [ 
ist, und ersetzt die Symbole 


Tw(a,b)s y a 
fiir alle Werthe von @ und 6 und fiir die genannten Werthe von «a 


durch ihre Ausdriicke in den erzeugenden Operationen. Dann hat man 
wieder definirende Relationen der Gruppe G. 


§ 18. 
Erstes Hauptverfahren zur Bildung von Gruppen. 

Die entwickelten Principien fiihren tiber das Ziel dieser Abhandlung 
hinaus. Ich hebe hier nur zwei besondere Verfahren hervor. Man 
bekommt eine besondere Bestimmungsweise der Gruppe G, wenn man 
allgemein 

y(a,b)=0 
setzt. Dann lautet die zweite von den Gleichungen XII: 
S. S, = Sia, d) Roe 
und es ergiebt sich vermége dieser Gleichung und der Kigenschaften 
der Function m, dass die Bedingung X von selbst erfiillt ist, wenn 
die vorhergehenden Bedingungen gelten. Die Bedingung XI giebt jetzt 
Ja. Jy = J gua, 
Die Gruppe, welche man so erhilt, hat das Besondere, dass die 
Operationen S eine Untergruppe von ihr ausmachen. Man kann jetzt 
folgenden Satz aussprechen: 

Man wiihle n Symbole T,, T;, ... Tn1, welche eine Gruppe T 
bilden, und m Symbole S,, S,, ... Sms, welche unter sich auch eine 
Gruppe ausmachen. Jedem Symbol S, werde ein Isomorphismus J, der 
Gruppe V in sich zugeordnet, wobei aber verschiedenen Symbolen S unter 
Umstiinden derselbe Isomorphismus entsprechen kann. Ausserdem wird 
gefordert, dass fiir je drei Indices a,b,c, fiir die 

Sa S, — S. 
Jad, = d- 
besteht. Wird nun die Function (a, a) dadurch erklirt, dass 
J ( Ze» y oe : ) 
7 Tome Zeta) see Zutent.a 
so bestimmen die definirenden Relationen 
T,Tp —_ Ly (0, ()s 
Sa S, — So(a,0)s 
T Sa —_ Sa Tw(a, a) 


ist, auch die Gleichung 
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eine Gruppe von der Ordnung mn mit der ausgezeichneten Unter- 
gruppe T. 

Scheinbar sind hier einige Bedingungen ausgelassen. Friiher be- 
deutete nimlich 7, die Identitét von [ und 2, die von H, ferner J, 


den identischen Isomorphismus. Die letzte Bedingung ist tiberfliissig; 
denn wenn 


SS =—_ Sp 
ist, so ist auch in der Bedingung XI schon verlangt, dass 
J, J, = Js, 


und es muss J, der identische Isomorphismus sein. Nachtriglich kann 
man aber hier auch die Aussage weglassen, dass 7, und S, die 
Identitaten der beiden Symbolgruppen sind, denn der Index Null 
spielt in der Formulirung des Lehrsatzes im Uebrigen keine Rolle. 

Sind die beiden Gruppen gegeben, welche von den Symbolen 7 
und von den Symbolen § gebildet werden, d. h. sind die Functionen x 
und » gegeben, so kann man die Function @ stets den Bedingungen 
gemiss bestimmen. Dies ist manchmal auf mehrere Arten mdglich; 
vielfach ist aber die einzig mdgliche Art die, freilich sehr triviale, 
dass fiir alle Werthe von @ und a 

a(a,a)—=a 
gesetzt wird. In diesem Fall sind alle die Isomorphismen J, gleich 
dem identischen Isomorpbhismus, und die Operationen unserer Gruppe 
von der Ordnung mm setzen sich einfach nach der Formel 
(Sa Ta) (Si 2p) = (SaSv) (La Tp) = Sp(a, 0) Lye, 8) 

zusammen. Dies ist eine Bildung einer Gruppe aus zwei gegebenen 
Gruppen so zu sagen durch blosses Aneinanderschreiben der Opera- 
tionen. Ich nenne in diesem Fall die gebildete Gruppe das directe 
Product der beiden zur Bildung verwendeten Gruppen. Man iibersieht 
sofort, was unter dem directen Product mehrerer Gruppen zu ver- 
stehen ist. Ein solches kann auch successive durch wiederholte Bildung 
eines directen Products von zwei Gruppen erhalten werden, und es ist 
gleichgiltig fiir das Resultat, wie man bei dieser successiven Multi- 
plication verfahrt. Das directe Product stelle ich durch blosse Zu- 


sammenstellung der Zeichen vor, welche die einzelnen Gruppen, die 
Factoren, reprisentiren. 


§ 19. 
Beispiel. 


Um fiir den Lehrsatz des vorhergehenden Paragraphen ein Beispiel 
zu geben, gehe ich von der Vierergruppe*) aus. Sie soll die Gruppe [ 


*) Vergl. F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder p. 12. 
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sein. Die Vierergruppe wird aus zwei vertauschbaren Operationen 7’, 
und 7’, von der Ordnung 2 erzeugt und besteht aus den vier Operationen 
1, T;, T;, T, T;. 

Setzt man 
T,T, = Ts, 
so kann man die Gruppe vollstiindig durch die Aussage beschreiben, 
dass die Operationen vertauschbar sind, und dass je zwei von den 
Operationen 
L,, T,, T; 
mit einander multiplicirt die dritte ergeben. Um also einen Isomor- 
phismus dieser Gruppe in sich zu erhalten, hat man nur die Operationen 
T;, T,, T; 
irgendwie unter einander zu vertauschen. Es ist also auch 


za T,, 1, oy 


if al 
T,, T, f;, 2, 
ein Isomorphismus, und es sollen seine Potenzen 
1, J, J? 


mit den Operationen J, des Lehrsatzes tibereinstimmen. 

Man hat jetzt die Symbole S, zu wihlen und mit den Isomorphis- 
men J, in die richtige Beziehung zu bringen. Man kann aber die 
Bedingung des Lehrsatzes jetzt so ausdriicken. Die Gruppe der Symbole 
S, muss isomorph sein der Gruppe von der Ordnung 3: 


(45) 1, J, &. 
Dabei muss jedem Symbol S, eine einzige von den Operationen der 


Gruppe (45) entsprechen, es kénnen aber einer der 3 Operationen (45) 
mehrere Symbole S, entsprechen. 


Nun tiehme ich eine Operation S von der Ordnung m und ordne 
jedem S, = S* den Isomorphismus J“ zu. Vermdge dieser Fest- 
setzungen ist 


SaSs = Stats; (@4,6—0,1,2, ... m—1), 


wobei {a + b} den mod. m von 0 bis m — 1 genommenen Rest von 
a+b bedeutet. Nach den Bedingungen des Lehrsatzes muss nun auch 


Jady = J {a+} 
Jor = Jlats}, 


sein, d. h. 


Dies ist fiir alle a@ und b nur dann der Fall, wenn m durch 3 theil- 
bar ist. 


Von den definirenden Relationen (§ 18) 


Tea = S. Zeta. 
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sind jetzt diejenigen iiberfliissig, in denen a > 1 ist. Da namlich 


S, = S¢ 
ist, so kann man den Ausdruck 
T.S* 
allmahlig in 
S8* To (e,2) 


umrechnen, indem man ein S nach dem andern nach links zieht. Es 
liegt aber im Begriff der definirenden Relationen , dass man diejenigen 
davon weglassen darf, die Folgen der iibrigen sind. So erhilt man 
das Gleichungssystem (vergl. auch den Schluss von § 17): 
Se=—<=1, S“7,8=—T7,, SAT,S=—T,T,, Tr—1, T,2—1, 
T,T, = T,7;,. 
Quadrirt man von diesen Gleichungen die zweite, so erhilt man 
8-17;°S == T,?; 
nimmt man dazu die vierte Gleichung, so ergiebt sich die fiinfte von 
selbst. Zieht man jetzt noch die dritte Gleichung hinzu, nachdem 
man sie quadrirt hat, so folgt 
l=—_S§-'7/S = 7,T,T,T,, 
und wenn man jetzt den ersten Term und den letzten von rechts mit 
T,T, multiplicirt, 
T,T, = T,T,. 
Man findet so den Satz: Wenn m durch 3 theilbar ist, so definiren 
die Relationen 
8S*—_1, S'*7,S=—=T7,, S7AT,S=—T7,T,, T,?—1 
eine Gruppe 4m" Ordnung. 


Nimmt man m= 3, so erhilt man die Tetraedergruppe. Setzt 
man in diesem Fall 


U = S8?7T,, 
so haben S, U und 7, die Bedeutung der von Herrn Dyck zur 


Darstellung der Tetraedergruppe benutzten erzeugenden Operationen 
A,, A, und A,*). 


§ 20. 


Zwaites Hauptverfahren zur Bildung von Gruppen. 


Das Resultat des 17'* Paragraphen soll jetzt durch die Annahme 
specialisirt werden, dass die Gruppe der Symbole 2 eine cyklische ist. 
Diese Aufgabe ist in § 10 vorbereitet worden. Es hat sich dort er- 


*) Vergl. Math. Annalen Bd. XX, p. 35. 
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geben, dass die Gleichungen (22) gelten, oder genauer, dass man, 

ohne eine weitere Specialisirung eintreten zu lassen, setzen kann: 

(46) p(a,b)=a+b, v(a,b)=0 (a+b< Mm), 
p(a,b)=a+b—m, v(a,b)=—x (a+b>>m). 

Dabei bedeutet x einen bestimmten Index aus der Reihe 0, 1,2,....—1. 


Die Gleichung XI von § 17 liefert nun mit Riicksicht auf (46) die 
Gleichungen 


(47) Jady = Jars (atb<m), 
Jad = Jats—m+ Ce (a+b>m). 
Von diesen besagt die erste, dass 
JIg=d* (a=—0,1,2,...m—1), 
und wenn man dieses Ergebniss in die zweite von den Gleichungen 
(47) eintriigt, so findet man 
(48) J,™ = O,. 

Von den Bedingungen des 17' Paragraphen ist im Grund nur 
noch X zu erdrtern. Man hat zu diesem Zweck S, S, S, auf die in 
§ 17 gelehrte Weise umzuwandeln; dabei sind die zu benutzenden 
Relationen, die nachher die definirenden werden, die folgenden 

LoL p= Ly(a,6)) 
(49) Sa 8S, = Sapo Ty (a+b<™m), 

Sa So = Sapo-mT, (a+b >m), 

TS, = 8, T o(0,0)° 
Wir nehmen zuerst a=1, b=m—1, c=1 und kénnen die 
folgenden beiden Umwandlungen vornehmen: 

8, Sn—+58,, So T,8;, SS, Pox, SL Toix,1), S, Tox, 1) 
und 

8,5,-18,, 8,5,7%., 8,772, 87s 
Indem man dies vergleicht, erhilt man w(x, 1) =, d.h. es soll die 
Substitution J, den Buchstaben 7’, nicht versetzen. Es wird dann 
dieser Buchstabe auch von J, = J,* nicht versetzt, und man hat 


(50) a(x, a) = x. 
Um nun S,8,8, allgemein umzuwandeln, bezeichne man den mod. m 
von 0 bis m — 1 genommenen Rest von # mit {x} und setze 
a+b— {a+b} —am, 
b+c—{b+c} —e,m, 
a+ 0} +o—[{a+} + of am, 
a+ {b +- c} —{a + {b + c} = &,M; 


Mathematische Annalen. XLII. 22 
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es ist dann jede von den Zahlen ¢ entweder gleich 0 oder gleich 1 und 
&, + & = & + &. 
Wegen der Gleichung (50) steckt in den Relationen (49) die folgende 
PinSg=SoT.n (€&=0, 1), 
und mit dieser kann man umwandeln. Man erhiilt 
Sa8,S., Sparoy Tex8e, S ayn} Sex, Satote) Laxls,x; 
und andererseits 
B.88., 8.8 are) T.2, Frepere) Tae Tas- 


Es ist ersichtlich, dass beide Umwandlungen dasselbe ergeben. 

Die Bedingungen (48) und (50), die wir hier bekommen haben, 
sind eigentlich schon in § 10 aufgefunden worden (vergl. (24) und (23)); 
jetzt sind sie als hinreichend nachgewiesen. 

Wir haben damit den Lehrsatz: Es sei eine Gruppe T gegeben, 
die aus den Operationen T,, T,, ...- Tn besteht; unter diesen ser 
T, eine bestimmte, die mit der Identitdt tibereinstimmen kann oder nicht. 
Ferner sei J ein Isomorphismus der Gruppe T in sich, der T, nicht 
versetet, und dessen m Potenz gleich demjenigen cogredienten Isomorphis- 
mus ist, der durch Transformation der Gruppe T mit der in ihr ent- 
haltenen Operation 7’, entsteht. Indem jetzt die Function (a) durch 
die Formel 


J ( Rae | ae a ) 
Po (0) 5 Tw), le } ae ~1) 


erklirt wird, und S ein neues Symbol bedeutet, definiren die Relationen 


S™ as : 
7 q 
ToT — Py (a, 8) 
7 S = Ss Tw (a) 


eine Gruppe G von der mn Ordnung. Diese Gruppe enthilt T als 
ausgezeichnete Untergruppe in der Weise, dass G\T die cyklische Gruppe 
m* Ordnung ist; zugleich kann jede Gruppe G von den eben erwiihnten 
Wigenschaften auf die genannte Art aus der Gruppe T gebildet werden. 

Dieser Satz bildet das haupisiichliche Mittel fir die wirkliche Her- 
stellung der gesuchten Gruppen. Man vergleiche etwa § 46 und § 47. 
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Dritter Abschnitt. 
Die Ordnung pq’. 


§ 21. 


Erste Kategorie der Gruppen von der Ordnung pq’. 
Gruppen vertauschbarer Operationen. 


Wir beginnen mit der Bestimmung der versprochenen speciellen 
Gruppen. Zuniichst sondere ich aus den Gruppen von der Ordnung 
pq diejenigen ab, deren Operationen simmtlich mit einander ver- 
tauschbar sind. Dabei benutze ich gewisse Siitze, welche fiir Gruppen ver- 
tauschbarer Operationen gelten. Um diese Siitze einfach aussprechen zu 
kénnen, mége man eine Gruppe als zerfallend*) bezeichnen, wenn sie 
als directes Product (vrgl. den Schluss des 18'e" Paragraphen) von zwei 
Gruppen niedrigerer Ordnung dargestellt werden kann. Offenbar kann 
jede zerfallende Gruppe als directes Product von zwei oder mehreren 
nichtzerfallenden Factoren dargestellt werden; ebenso ist es selbst- 
verstindlich, dass die Factoren einer so dargestellten zerfallenden 
Gruppe vertauschbarer Operationen selbst aus vertauschbaren Opera- 
tionen bestehen. Nun kann man die zu benutzenden Siitze so aus- 
sprechen**): 

1) Die nichtzerfallenden Gruppen vertauschbarer Opera- 
tionen sind diejenigen cyklischen Gruppen, deren Ordnung 
eine Primzahlpotenz ist. 


2) Eine zerfallende Gruppe vertauschbarer Operationen 
kann nur auf eine Art als directes Product nichtzerfallender 
Gruppen dargestellt werden. 


Auf die Reihenfolge der Factoren kommt natiirlich bei dieser 
Darstellung nichts an. 

Die simmtlichen Gruppen vertauschbarer Operationen von einer 
gegebenen Ordnung m lassen sich demnach leicht aufstellen. Ist 
nimlich 

n= pipe... py, 
, wobei p,, ~,... pr Primzahlen bedeuten, die aber nicht verschieden 
)) zu sein brauchen, bezeichnet man ferner mit [m] die cyklische Gruppe 





*) Herr Dyck (Mathematische Annalen Bd. 17, p. 482) gebraucht in einem 
solchen Fall den Ausdruck ,,eigentlich zerfallend‘*. Es ist zu beachten, dass der 
Begriff der nichtzerfallenden Gruppen weit umfassender ist als der Begriff der 
einfachen Gruppen. 

**) Vergl. Kronecker, Monatsberichte der Berl. Acad. 1870, p. 882 ff. und 
Frobenius und Stickelberger, Journal fiir Mathematik Bd. 86, p. 217 ff. 


22* 
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von der Ordnung m und stellt man ein directes Product durch Zusam- 
menstellen der Factoren vor, so ist 


[p“] [ps] - - - [pr] 


eine Gruppe von der Ordnung » mit lauter vertauschbaren Operationen, 
und es giebt so viele soleher Gruppen als es Zerlegungen der Zahl » 
giebt in ein Product von Primzahlpotenzen. 

Die hier ausgesonderte erste Kategorie der Gruppen von der Ord- 
nung pq* besteht also aus den zwei Gruppen: 


(p] (a7], (pl a) (a). 


§ 22. 
Eintheilung der iibrigen Gruppen von der Ordnung pq’ in Kategorien. 


Die Gruppen mit nicht vertauschbaren Operationen werden jetzt 
eingetheilt. Es werden dabei wieder die Sylow’ schen Satze gebraucht, *) 
Dieselben lauten so: 


Wenn die Ordnung » einer Gruppe durch die Potenz g* 
der Primzahl g und durch keine héhere Potenz dieser Prim- 
zabl theilbar ist, so existirt mindestens eine Untergruppe 
von der Ordnung g*. Alle Untergruppen von dieser Ord- 
nung sind gleichberechtigt, ihre Anzahl ist ein Theiler von 
= und ist zugleich congruent 1 mod. q. 

q 
Ist also die Ordnung einer Gruppe G@ gleich pq’, so existirt min- 
destens eine Untergruppe von der Ordnung q?; bei genauerer Betrachtung 
ergiebt sich, dass die Anzahl s der Untergruppen von der Ordnung q? 
nur gleich 1 oder gleich p sein kann, das letztere aber jedenfalls nur, 
wenn p — 1 durch gq theilbar ist. Ich setze zuerst den Fall, dass 


$= 1 


ist, Es besitzt alsdann die Gruppe G@ eine einzige ausgezeichnete 
Untergruppe von der Ordnung g*, und diese Untergruppe mége T 
heissen, Als erster Unterfall werde nun derjenige angesehen, in welchem 
die Gruppe [ cyklisch ist, also durch das Zeichen [gq] vorgestellt 
wird. Die Gruppen von der Ordnung pq? mit nichtvertauschbaren 
Operationen, welche diesen Bedingungen geniigen, falls es tiberhaupt 
solche giebt, sollen die zweite Kategorie ausmachen. 

Es bleibt noch ein zweiter Unterfall, nimlich der, in welchem 


*) Mathematische Annalen Bd. 5, p. 584. Man vergl. auch Frobenius, 
Journal fiir Mathematik Bd, 100, p. 179 bis 181. 
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die Gruppe [ die nichteyklische Gruppe von der Ordnung gq? ist 
(vergl. § 1), also durch den Ausdruck 


(a) (a) 
vorgestellt wird. Die Gruppe [ besteht in diesem Fall aus der Identitiit 
und g? — 1 Operationen von der Ordnung g. Da nun jede Unter- 
gruppe von der Ordnung qg gerade g— 1 Operationen von der Ord- 
nung qg enthilt, und zwei solcher Untergruppen, ohne identisch zu 
sein, nicht dieselbe Operation von der Ordnung q enthalten kénnen, 
so enthilt die Gruppe [ genau 


Rion t 
a+! 


Untergruppen der Ordnung g. Diese Untergruppen seien 

Hy, H,, H,,... Hy. 
Ich unterscheide nun, ob von den Gruppen H;eine in der Gesammt- 
gruppe G@ ausgezeichnet enthalten ist oder nicht; im ersten Fall weise 
ich die Gruppe G der dritten Kategorie zu, im andern Fall der vierten 
Kategorie. 

Ueber die dritte und vierte Kategorie kann man sofort noch etwas 
aussagen. Die Gesammtgruppe G von der Ordnung pq? enthilt nach 
dem Satz von Cauchy eine Operation S von der Ordnung p. Trans- 
formirt man jetzt die Gruppen 

H,, @,, Hy... 
der Reihe nach mit der Operation S, so erhilt man 
Hi, Hi, Ba, .+- Me 


q? 
wobei 7, ¢,,%,-.+.% eine Permutation der Indices 0,1, 2,...q be- 
deutet; es miissen niimlich die simmtlichen Untergruppen der in G 
ausgezeichnet enthaltenen Gruppe [ mit S transformirt in dieselben 
Untergruppen iibergehen. Transformirt man aber p-mal mit der Opera- 
tion S, so muss schliesslich wieder die urspriingliche Reihenfolge der 
Gruppen H entstehen, d. h. die p'* Potenz der Substitution 

, Hw, #, 8, ... H, 

H,, Hi, Hi, ... A, 


q 





ist gleich der Identitiéit. Lést man also diese Substitution, sowie dies 
gewohnlich bei Buchstabenvertauschungen geschieht, in Cyklen auf ,*) 
so muss jeder Cyklus, der mehr als einen Buchstaben enthilt, p Buch- 
staben enthalten. Bleiben somit @ der Gruppen H bei der Trans- 
formation mit S ungeiindert, so ist 

(51) 0 =q-+1 mod. p. 


*) Vergl, z. B. Serret Cours d’Algébre Supérieure 1885, T. II, p. 250. 
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Da nun p und q verschiedene Primzahlen bedeuten, kann @ nicht 
gleich 1 sein. Wenn jetzt z. B. H, in der Gruppe G ausgezeichnet 
enthalten ist, so muss noch eine Gruppe H, etwa H,, bei der Trans- 
formation mit der Operation S ungeindert bleiben. Nun ist [ eine 
Gruppe vertauschbarer Operationen, welche H, enthilt; aus den 
Operationen von [ und aus S kann man aber die ganze Gruppe G 
erzeugen, es wird also auch H, in der Gesammtgruppe G ausgezeichnet 
enthalten sein. 

Jede Gruppe der dritten Kategorie enthilt also mindestens zwei 
von den Gruppen H auf ausgezeichnete Weise. Gehirt aber die Gruppe G 
der vierten Kategorie an, so muss auch jede der Gruppen H schon durch 
die Transformation mit der Operation S gedéndert werden; es ist daher 
o = 0, und es folgt aus der Congruerz (51), dass im Fall der vierten 
Kategorie q+ 1 durch p theilbar sein muss. 

Wir haben bis jetzt an der Voraussetzung festgehalten, dass die 
Anzahl s der in der Gruppe G@ enthaltenen Untergruppen von der 
Ordnung q’ gleich 1 ist. Jetzt ist noch der Fall zu erértern (vergl. 
den Anfang des Paragraphen), dass 

s=p 

ist, wobei p in der Form 
(52) p=xqt+l (x > 0) 
vorauszusetzen ist; es ist in diesem Fall also p > gq. Es kann gezeigt 
werden, dass in dem fraglichen Fall eine ausgezeichnete Untergruppe 
von der Ordnung p vorhanden sein muss, Nimmt man niimlich an, 
dass ¢ Untergruppen von der Ordnung p existiren, so ergeben die 
Sylow’schen Siitze, dass ¢ entweder gleich 1 oder gleich q oder 
gleich g* und zugleich 

¢=1 mod. p 
ist. Nun kann nicht ¢ = q sein, sonst wiirde ja 

q = 1 mod. p 
folgen, was dem Umstand widerspricht, dass p grésser ist als g. Man 
hat also nur noch die Annahme 


ad 
t= 
auszuschliessen. Diese Annahme zieht nach sich, dass q? in der Form 
(53) g=lp+1 


angenommen werden muss. Die Gleichungen (52) und (53) ergeben 
zusammen 


g=lkg+/+1, 
woraus folgt, dass 


1=— 1 mod. q 


ist. Die positive ganze Zahl 7 ist daher mindestens gleich g -—1, und 
es ist deshalb aus (53) zu schliessen , dass 
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g@2>(q-1)p+l. 
Diese Relation ist widersprechend, sobald man 


p>qtl 
annimmt. Nun war p > q, es wiirde also nur noch tibrig bleiben 
p=q+1 


zu setzen, Da aber p und gq Primzahlen sind, so hiitte man jetzt 
- p=3 und q=2. 

Allein auch bei diesen speciellen Zahlen p und g kommen wir 
auf einen Widerspruch, wenn wir s = p und ¢ = q? annehmen. Man 
hitte nimlich jetzt 4 Untergruppen 3't Ordnung mit je 2 Operationen 
3 Ordnung. Im Ganzen miisste die Gruppe also 8 Operationen von 
der Ordnung 3 enthalten, und dann bleiben noch 4 andere Opera- 
tionen itibrig. Die Gruppe kénnte also nicht mehr als eine Gruppe 
von der Ordnung gq? = 4 enthalten. Gerade von der umgekehrten 
Voraussetzung sind wir aber jetzt ausgegangen. Somit ist ¢=1 zu 
setzen. Jede Gruppe von der Ordnung pq*, die mehr als eine Unter- 
gruppe von der Ordnung q’ enthdlt, enthdlt eine einzige Untergruppe von 
der Ordnung p, die somit ausgezeichnet ist. 

Ich unterscheide noch den Unterfall, dass G Operationen von der 
Ordnung q’ besitzt, von demjenigen, in welchem dies nicht statthat, und 
weise die Gruppe G im ersten Unterfall einer fiinften, im andern einer 
sechsten Kategorie zu. Die in diesen ganzen Paragraphen gebildeten 
Kategorien schliessen sich in dem Sinn aus, dass zwei davon nicht 
dieselbe Gruppe enthalten kénnen. 


§ 23. 
Zweite Kategorie. 


Es soll jetzt die zu bildende Gruppe von der Ordnung pq? eine 
einzige und deshalb ausgezeichnete Untergruppe [ von der Ordnung q? 
enthalten; ausserdem soll [ cyklisch sein, Man wiihle, was jedenfalls 
moglich ist, aus der Gruppe [ eine Operation Z von der Ordnung q’ 
und aus der Gruppe G eine Operation S von der Ordnung p aus; es 
miissen dann die Gleichungen 
(54) Seal, S-'TS=—_Te, Tr=—1 
bestehen, und es erzeugen S und T die ganze Gruppe G. 

Um wiederum die Zahl @ zu bestimmen, bedenke man, dass durch 
Transformation der Gruppe [ vermittelst der Operation S der Iso- 
morphismus 


r 
T= (rue) («=0, 1,2,...q?—1) 


der Gruppe [ in sich entsteht. Hs ist fernex 
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r= (ra) (a0, 1,2,..q?—1). 


Der Isomorphismus J* entsteht aber durch Transformation mit S*, 
also ist 


Te — : 
Jem (oe) (a=0, 1,2,...q?—1) 
der identische Isomorphismus, und 

o”? = 1 mod. gq’. 

Nimmt man @ dieser Bedingung gemiiss an und fasst man die 
Gleichungen (54) als definirende Relationen, so bestimmen dieselben 
eine Gruppe von der Ordnung pqg*. Man kann, um dies einzusehen, 
den Lehrsatz des 18'e" oder den des 20' Paragraphen:benutzen. Die 
hypothetische Gruppe der zweiten Kategorie, von der wir ausgegangen 
sind, muss, falls sie existirt, durch die Relationen (54) definirbar sein 
(vergl. den Schluss von § 6). Es fragt sich noch, ob die durch die 
Relationen definirte Gruppe wirklich der betrachteten Kategorie an- 
gehért. Dies ist nicht der Fall fiir @ — 1, weil da alle Operationen 
vertauschbar werden. Man muss also fiir g eine Zahl annehmen, die 
mod. g? zum Exponenten p gehért, und eine solche existirt nur, wenn 
p ein Theiler von g(¢g—1), d. h. von g — 1 ist.*) Unter diesen Um- 
stainden liegt eine Gruppe vor, deren Operationen nicht simmtlich mit 
einander vertauschbar sind, und die eine ausgezeichnete Untergruppe 
von der Ordnung q? enthilt. Da aber nach den Sitzen von Sylow 
zwei Untergruppen von der Ordnung gq? gleichberechtigt sein miissten, 
so kann hier nur eine solche Untergruppe vorhanden sein; diese ist 
cyklisch, und es sind damit die Merkmale der zweiten Kategorie nach- 
gewiesen. 

Durch eine genaue Nachbildung des in § 7 gegebenen Beweises 
findet man nun, dass die Formel (54) fiir alle die noch méglichen 
Werthe von @ eine und dieselbe Gruppe liefert. Wenn also p kein 
Theiler von q — 1 ist, so existirt keine Gruppe der zweiten Kategorie; 
im andern Fall existirt eine einzige; dieselbe wird durch die Relationen 


(54) definirt, wobei @ eine Zahl bedeutet, die mod. g* zum Exponenten 
p gehort. 


§ 24. 
Formeln fir die dritte Kategorie. 


Die ausgezeichnete Untergruppe [ der zu bildenden Gruppe G soll 
jetzt die Form [q] [q] haben; ausserdem sollen von den Untergruppen 
der Gruppe [, welche die Ordnung qg besitzen, mindestens zwei in der 


*) Gauss, Disquisitiones arithmeticae art. 89. 
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Gruppe G ausgezeichnet enthalten sein. Es mégen nun 7; und 7, 

Operationen von der Ordnung gq bedeuten, die aus zwei solchen aus- 

gezeichneten Untergruppen von der Ordnung q ausgewidhlt sind. 

Bedeutet noch S eine Operation der Gruppe G von der Ordnung p, 

so kann man die Gleichungen 

(55) Seal, S782, SoT,8—T,, T= T, —1, 
T,T, = T,T, 

aufstellen, und es erzeugen S, T, und T, die ganze Gruppe. 

Im Hinblick auf die zweite und dritte von den Gleichungen (55) 
und auf die Ordnung der Operation S findet man durch einen schon 
mehrfach gebrauchten Schluss die Bedingung: 

(56) aP = be? = 1 mod. gq. 
Wenn andererseits diese Bedingung erfiillt ist, so definiren die Glei- 
chungen (55) jedenfalls eine Gruppe von der Ordnung pq?. Dies folgt 
daraus, dass die Vertauschung 
T° < TP ' 

J= pele eve) (a, B==0,1,2,...q¢—1) 

der gq? Zeichen 
rx Tf (a, B =0,1,2,...q¢— 1) 

einen Isomorphismus der Gruppe in sich vorstellt, dessen p'* Potenz 
vermége der Congruenzen (56) gleich der Identitiit ist. Ordnet man 
nun den Symbolen 

1, BF i+, 
die unter sich eine Gruppe bilden, der Reihe nach die Isomorphismen 

LF, Pisce 
zu, so kann der Satz des 18" Paragraphen angewendet werden. 
Uebrigens kann man geradeso das zweite Hauptverfahren (§ 20) an- 
wenden. 

Wir wiirden unter Anderem der Bedingung (56) geniigen, wenn 
wir a=b=1 setzten, dann aber lige eine Gruppe vertauschbarer 
Operationen vor. Von den Zahlen a und b gehdrt also jedenfalls die 
eine mod. q zum Exponenten p, von der anderen gilt entweder dasselbe, 
oder sie ist = 1 mod.qg. Es muss also auch p ein Theiler von q—1 
sein. Unter diesen Umstiinden definiren, wie man leicht sieht, die 
Relationen (55) wirklich eine Gruppe der dritten Kategorie und zwar 
die allgemeinste. 


§ 25. 
Anzahl der Gruppen in der dritten Kategorie. 


Es handelt sich noch darum, wie viele verschiedene Gruppen wir 
bekommen, Da eine von den Zahlen a und b nothwendig mod. q zum 
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Exponenten p gehért, wollen wir, was unbeschadet der Allgemeinheit 
unserer Betrachtung geschehen kann, annehmen, dass dies fiir @ der 
Fall sei. Jetzt bedeute wieder g einen bestimmten von den Resten, 
die mod, g zum Exponenten p gehéren; man kann nun, falls a von 
@ mod. g verschieden ist, durch Einfiihren einer Potenz des Symbols S 
an Stelle von S (vergl. § 7) bewirken, dass an Stelle von a die Zahl ¢ 
tritt. Es kann zugleich 
b = eo” mod. qg 
gesetzt werden. Der Werth von w ist dabei nur mod. p bestimmt. 
Die Formeln (55) zeigen sich jetet in der Gestalt 
(57) Seal, SAT S=Te, SAT,S—Te, Tae Ty —1, 
TT, =T,T,, 

und man erhilt jedenfalls alle Gruppen der dritten Kategorie, wenn 
man hier uw von 0 bis p — 1 gehen lisst. Dabei ergiebt sich aber, 
wie gleich nachher gezeigt werden soll, dieselbe Gruppe mehr als 
ein Mal. 

Transformirt man zuniichst die Operationen 7',* und 7, mit Hilfe 
von S*, so erhilt man (vergl. § 3): 

S-*7,e8* = Tee", S-*TPS* = Tse", 
woraus folgt 
S-*T,*T,PS* = Te" Te". 

Wird aber jetzt die Operation 7,* 7,’ vermittelst der Operation 
S*T,7T,° transformirt, so ergiebt sich der Ausdruck 
(58) T,-¢ T,-78-*T, eT fS*T, To = Tee T Pe". 
Diese Operation ist fiir alle x eine Potenz von 7,* 7,? dann und nur 
dann, wenn « = 0 oder 8B =0 mod. q, oder wenn u = 1 mod. p ist. 

Dadurch zeigt sich sofort die véllige Verschiedenheit der Gruppe, 
die fir w=1 sich ergiebt, von den andern. Es enthiilt niimlich die 
Gruppe [, die aus den Operationen 7 und 7, erzeugt wird, wie wir 
gesehen haben g + 1 Untergruppen von der Ordnung g. In dem Fall, 
in dem « =1 mod. p, ist jede dieser g-+ 1 Untergruppen in der 
Gesammtgruppe G ausgezeichnet enthalten, in den andern Fillen gilt 
dies nur fiir zwei der Untergruppen, niimlich fiir diejenige, die aus 
den Potenzen von 7, besteht und mit H, bezeichnet werden midge, 
und fiir diejenige, die aus den Potenzen von 7’, besteht und H, 
heissen soll. 


Ich denke mir jetzt eine zweite Gruppe G’ von der Ordnung pq’, 
welche durch die Formeln 


(59) S’*=—1, S’17/S’'=T/e, S'-“7/S8' = Te", 
T/t=—Tji=1, 1,7, =T7,T, 
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definirt sein soll. Hs ist zu untersuchen, unter welchen Umstiinden 
diese Gruppe mit der durch die Formeln (57) definirten Gruppe G 
holoedrisch isomorph ist. Es soll jetzt weder w noch pw’ congruent 1 
sein in Beziehung auf den Modul p. Die Gruppe G’ hat eine einzige 
ausgezeichnete Untergruppe [T’ von der Ordnung g?, die aus den 
Operationen 7,’ und 7,’ erzeugt wird, und diese Gruppe [’ enthiilt 
gerade zwei und nicht mehr solche Untergruppen von der Ordnung q, 
die in G’ selbst ausgezeichnet enthalten sind. Diese beiden Unter- 
gruppen bestehen bezichungsweise aus den Potenzen von 7,’ und von 
T,, und sollen H,’ und H,’ genannt werden. Setzt man jetzt voraus, 
dass die Gruppen G und G’ holoedrisch isomorph auf einander bezogen 
seien, so muss dabei entweder der Gruppe H, die Gruppe 4H,’ und 
zugleich der Gruppe H, die Gruppe H,' entsprechen, oder es ent- 
sprechen sich H, und H,’ einerseits und H, und H,’ andererseits. 

Nun lehrt die Formel (58), dass jede Operation von H, in ihre 
eigene g'° Potenz iibergeht, wenn man sie mit einer Operation von 
G von der Form 


(60) STrT,  (y,8=0,1,2,...¢—1) 
transformirt, und dass andererseits eine Operation von G@ diese Form 
besitzen muss, wenn durch Transformation mit ihr der genannte 
Erfolg erzielt werden soll. Die Operationen der Gruppe H, gehen 
aber in ihre o“'" Potenzen iiber, wenn sie mit Operationen von der 
Form (60) transformirt werden. Also: die Operationen von H, gehen 
in ihre oe‘ Potenzen iiber, wenn sie mit denjenigen Operationen 
von G transformirt werden, mit denen transformirt die Operationen 
von #7, in ihre oe" Potenzen iibergehen. Ebenso gilt natiirlich die 
andere Aussage: die Operationen von H,’ gehen in ihre o“''" Potenzen 
iiber, wenn sie mit denjenigen Operationen von G’ transformirt werden, 
mit denen transformirt die Operationen von H,’' in ihre g' Potenzen 
iibergehen. Wenn nun bei dem vorausgesetzten Isomorphismus zwischen 
G und G’ die Gruppen H, und H,’ einerseits und H, und H,’ anderer- 
seits sich entspriichen, so wiirden die beiden gefundenen Aussagen zur 
Folge haben, dass 

. o” = o mod. g 
und somit 

u=uw’ mod. p 

angenommen werden miisste. 

Es bleibt also nur der andere Fall iibrig, in dem H, und H,’ sich 
entsprechen. Wire nun zuerst w’ =0 mod. p, so existirten in G’ 
gar keine Operationen (vergl. (58) und (59), mit denen transformirt 
die Operationen von H,’ sich iinderten, wiihrend doch in der Gruppe G 
die Operationen (60) enthalten sind, mit denen transformirt die Opera- 
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tionen von H, in ihre o'" Potenzen tibergefiihrt werden. Dabei kénnte 
also die jetzt angenommene Art des Isomorphismus nicht bestehen. 
Ist nun w’ nicht durch p theilbar, so kann man uw” so finden, dass 


(61) uw” =1 mod. p. 
Diejenigen Operationen von G’, mit denen transformirt die Operationen 
von H,’ in ihre go‘ Potenzen tibergehen, sind nun (vgl. (58) und (59)) 
von der Form 
(62) S’e"T'1T,'8 (y, d=0, 1, 2,...¢—1) 
und fiihren die Operationen von H,’ in ihre o“"'" Potenzen tiber. Die 
Operationen (62) von G’ und die Operationen (60) von G@ miissen jetzt 
wegen ihres Verhaltens zu den Gruppen H,’ beziehungsweise H, sich 
entsprechen, und wegen ihres Verhaltens zu H,’ und H, muss 
o”” = oe mod. g 
und somit auch 
uw” =u mod. p 
sein. Die letzte Congruenz giebt mit (61) zusammen die Bedingung: 
uw =1 mod. p. 
Diese Bedingung ist aber fiir den Isomorphismus der Gruppen G und 
G’ auch hinreichend. Um es einzusehen, hat man nur 
S, = S’# 
zu setzen; man findet dann aus (59) die Relationen 
Se=1, STS, =e, SOT/8,=—T/", Tyr=—T/r—1, 
TT, =T, Ty; 
welche genau die Form der Gleichungen (57) besitzen, wesshalb der 
am Ende von § 6 gezeigte Schluss angewendet werden kann. 

Wir haben das Resultat: Die definirenden Relationen (57), im 
denen @ eine beliebig zu wiihlende, mod. q zum Exponenten p gehirende 
Zahl bedeutet, liefern fiir uw =—0,1,2,...p—1 alle Gruppen der 
dritten Kategorie. Dabei ergeben gwei solche Exponenten w und wp’ 
dieselbe Gruppe nur dann, wenn wu’ =1 mod. p ist. Ist nun p = 2, 
so erhailt man fiir » =O und fiir « = 1 zwei verschigdene Gruppen. 
Wenn p>3 ist, so erhilt man zuniichst drei verschiedene Gruppen 
fir »=0,1 und p—1; die andern Werthe von pw, die noch 


iibrig sind, falls p > 3 ist, zerfallen in > Paare, so dass 


jedes Mal die Zahlen desselben Paars, wenn sie in (57) fiir w ge- 
setzt werden, dieselbe Gruppe ergeben. Alles dieses gilt aber nur 
unter der im vorigen Paragraphen aufgefundenen Voraussetzung, dass 
q— 1 durch p theilbar ist. Es ergiebt sich also: Gruppen von der 
Ordnung pq*, die der dritten Kategorie angehiren, giebt es nur, wenn 
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p ein Theiler von q —1 ist. Ist dabei p ungerade, so findet man 
ers Gruppen, ist p = 2, so hat man ewei Gruppen. 


Es ist noch zu bemerken, dass eine von den erhaltenen Gruppen 
zerfallt. Setzt man nimlich in den Gleichungen (57) die Zahl uw gleich 
Null, so wird die Operation 7',, welche eine Gruppe g' Ordnung 
erzeugt, mit allen anderen Operationen vertauschbar. Die Operationen 
S und 7, erzeugen eine Gruppe von der Ordnung pq mit nichtver- 
tauschbaren Operationen oder, was dasselbe heisst, sie erzeugen die 
nichtcyklische Gruppe von der Ordnung pq. Eine einfache Ueber- 
legung zeigt nun, dass in dem Fall w =O die Gruppe G als directes 
Product der Gruppe q'** Ordnung und der nichtcyktischen Gruppe von 
der Ordnung pq sich darstellen lasst. 


§ 26. 
Relationen fiir die vierte Kategorie. 


Nach der in § 22 gegebenen Hintheilung kommt jetzt der Fall, 
dass die Gruppe G von der Ordnung pq? eine einzige nichtcyklische 
Untergruppe [ von der Ordnung q* enthalt, und dass keine der Unter- 
gruppen von der Ordnung gq, die in [ enthalten sind, ausgezeichnete 
Untergruppe der Gesammtgruppe G@ ist. Es ist dabei p ein Theiler 
von g+1. Ich wihle eine Operation S von der p'*" und eine Opera- 
tion 7’, von der g'** Ordnung aus der Gruppe G aus. Wenn man 7’; 
mit Hilfe von S transformirt, so erhilt man die Operation 

S-'T,S = T,, 
die auch von der g'” Ordnung ist, und die nicht in 7, ausgedriickt 
werden kann, weil sich sonst die aus den Potenzen von 7’, bestehende 
Gruppe als in G ausgezeichnet erweisen wiirde (§ 22). Die Operationen 
T, und 7, sind in [ enthalten und erzeugen diese Gruppe. Durch 
Iteration und Combination von 7;, 7, und S erhilt man die ganze 
Gruppe G. Es lassen sich jetet die Relationen aufstellen: 
(63) Seaml, SAT,S=T,, SAT,S=—T TY, Ty—T,t —1, 
T,T, = T,T,. 

Durch Transformation mit der Operation S gehen die Operationen 
T, und T, in T, beziehungsweise 7',*7',’ tiber, es geht also allgemein 
T,*T,? tiber in 

S-7,*SSoOTSPS = T,:* T2286, 
Die Vertauschung - - 
P 
J= pethon aw) (a, 6 =0, 1,2,...q¢—1) 


zwischen den q? Zeichen von der Form 
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T,* >< TP 
stellt also den Isomorphismus dar, der bei der Transformation der 
Gruppe [ mittelst der Operation S entsteht, und da S von der Ord- 
nung p vorausgesetzt wird, so ist auch 

J? == 1, 

Umgekehrt: Wenn die Zahlen a und b mod. q so gewdhlt sind, 
dass J einen Isomorphismus der Gruppe ( in sich darstellt, und dass 
die p* Potenz dieses Isomorphismus gleich 1 ist, so stellen die Glei- 
chungen (63) nach den Sédtzen des 18" und 20!" Paragraphen eine 
Gruppe von der Ordnung pq* vor. Jede von den gesuchten Gruppen 
ist in den Relationen (63) enthalten. 


§ 27. 
Bestimmung des Exponenten a. 


Um die noch fehlenden Bestimmungen auszufiihren, betrachte 
man einen beliebigen Isomorphismus der Gruppe [ in sich. Den 
Operationen 7’, und 7’, werden zwei Operationen 

T= 7 T,, Ly = TT, 

entsprechen. Offenbar darf nicht eine der Operationen 7° und 7 
Potenz der andern sein, was nichts Anderes heisst, als dass kn — lm 
nicht congruent Null sein darf in Beziehung auf den Modul g. Wenn 
andererseits kn — Im der Null incongruent ist, so sind 7’, und 7’ 
zwei Operationen von der Ordnung g, welche die Gruppe [ erzeugen; 
sie sind vertauschbar, und es zeigt sich, dass zwischen ihnen genau 
dieselben Relationen bestehen wie zwischen den Operationen 7’, und 7’,. 
Liisst man also aus 7, und 7’, die Operationen 7,’ und 7’,’ werden, 
so wird aus 7,“ >< 7, die Operation 7','* >< T,'?, und es stellt 


. TT, >< Tf T,* >< TP 0 is , 
falls kn—lm der Null incongruent ist, einen Isomorphismus vor. Dieser 
moége jetzt kurz durch die Formel 
Tr; ’ r, 
J, — ( ‘J’ hy’ ‘7? yy) ) 
a3" rae I Zz 
dargestellt werden. 
Die Determinante 
kn — lm 
modge jetzt die Determinante des Isomorphismus J, genannt werden. 
Ist nun 
e & 
J, = aio 
2 re T.! e y an r oh 


ein «weiter Isomorphismus, so findet sich, dass (s. § 8) 
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14,—( t,t ) 
“s TBR [Rtn Ti mk'an’ Tymi-pnn’ J? 
und es ist die Determizente von J,J, congruent 
(Ee — lm) (k'n’ — Um’). 

Die Determinante eines Products zweier Isomorphismen ist also congruent 
dem Product der Determinanten der einzelnen Isomorphismen. 

Wendet man dies auf den Isomorphismus J des vorigen Para- 
graphen an, der in der Formel 


J ts T, ) 
AL, TyT, 


dargestellt werden kann, so ergiebt sich die Determinante gleich — a, 
und aus der Formel 


J? = 1 
folgt jetzt, dass 
(65) (— a)? =1 mod. gq 
ist. Wire nun —a nicht congruent 1, so gehérte — a mod. g 


zum Exponenten p, und es miisste p ein Theiler von g — 1 sein. Es 
ist aber p als Theiler von g + 1 vorausgesetzt. Gleichzeitig Theiler 
von gq — 1 und q+ 1 ist p nur, wenn p=2. Nimmt man also p 
als ungerade Primzahl an, so ist 


a =—1 mod, q. 


Wird andererseits a so gewahlt, so ist J ein Isomorphismus. 
D > 


§ 28. 
Bedingungen fiir den Exponenten b. 
Ks ist also jetzt, indem wir p > 2 setzen, 
tus ‘hs qT, 
AD, TOD)? 
und es berechnen sich successive die Potenzen des lsomorphismus 
folgendermassen (vergl. auch § 8): 


™ 
1 2? 1 2 
3 T, ’ T, 
J? = ( ~ b , ; T,-?-» z-"* ) ? 


7 
=\ P—Ww-y Pe 2 J (20) 7 3041 
ae ay yy ay a q 
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Man findet tiberhaupt die Formel 


re(a y A ), 


T,~%-2% T%n-1 a T,~%1 T,%™) 
wobei sich die Reihe der Functionen g,(b) durch die Bedingungen 


Qn(b) = b@pn-1(b) — Pn—2(b), 
(66) 910) =0, 
9 (6) =1 


bestimmt. Die Allgemeingiiltigkeit dieses ftir J" gefundenen Resultats 
kann ohne Weiteres dadurch erhirtet werden, dass man aus der Formel 
von J* die von J"-J berechnet und dann den Schluss von » auf 
n-+ 1 anwendet. Es zeigt zugleich eine genauere Ueberlegung, dass 
die Briiche 

Polb) 91) oa(0) 


p1(0)” pe(0)’ ald)? 
die Niherungsbriiche des unendlichen Kettenbruchs 


cl 
| 
ol 
| 
ole 
| 


sind, wesshalb auch die Gleichung 
(67) Pn—i(b) — Pa(b) Pra (b) = 1 
allgemein besteht. 

Nun soll J” gleich dem identischen Isomorphismus sein. Es ergiebt 
sich also aus der Formel von J", dass die Zahlen g,-2(b), gp—i(b), 
g,(b) mod. q beziehungsweise congruent — 1, 0,1 sein miissen. Ver- 
moge der fiir die Functionen y,(b) bestehenden recurrenten Gleichung 
(vergl. (66)) kann aber die Bedingung fiir y,2(b) weggelassen werden. 
Es ist daher der Exponent b lediglich den Bedingungen 


gp(b) =+1 mod. gq, 
6 
_ te 30)=0 
zu unterwerfen. 


§ 29. 
Feststellung der Kategorie. Folgerungen. 


Nimmt man a =— 1 mod. q und b den Bedingungen (68) gemiiss, 
so stellen die Relationen (63) eine Gruppe G von der Ordnung pq’ 
dar. Ehe ich die Bedingungen (68) auflése, will ich zeigen, dass die 
vierte Kategorie vorliegt, wenn die Bedingungen erfiillt sind. Jeden- 
falls besitzt die Gruppe G eine ausgezeichnete Untergruppe [ von der 
Ordnung q’, diese Gruppe [ (s. § 23) ist die einzige Untergruppe der 
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Ordnung q’ und ist nicht cyklisch. “‘Vermége der Eintheilung des 
22'e> Paragraphen liegt also die dritte oder vierte Kategorie vor, 
vorausgesetzt, dass wir nicht etwa die erste Kategorie haben. Letzteres 
ist ausgeschlossen, denn die Gleichungen (63) zeigen sofort, dass die 
Operationen der Gruppe G nicht alle mit einander vertauschbar sind. 
Es wiirde aber die dritte Kategorie verlangen, dass p ein Theiler von 
q —1 sein miisste, waihrend wir jetzt p als Theiler von g + 1 und 
als ungerade Primzahl voraussetzen, Die durch die Relationen (63) 
definirte Gruppe G gehirt also wirklich der vierten Kategorie an, wenn 
a und b in der angegebenen Weise bestimmt werden. 

Es wird also jede der in [ enthaltenen Untergruppen von der 
Ordnung g durch die Transformation mit der Operation S geindert 
werden (vergl. § 22). Die Transformation der ganzen Gruppe [ mit 
Hilfe von S ergiebt den Isomorphismus 


¥,, ¥, 
1=(% Big): 
T,, T,-*T, 

Betrachtet man nun einen beliebigen Isomorphismus J,, so fiihrt dieser 
die Operation 7,* 7, tiber in 

T pete y A a-+n p 
(vergl. (64)) ; er fiihrt also die Operation 7,*7',’ in eine Potenz ihrer 
selbst tiber, wenn 
(69) a(la + np) — B(ka+ mp) =0 mod. gq. 
Es wird somit der Isomorphismus J, eine in [ enthaltene Untergruppe 
von der Orduung gq dann und nur dann ungeiindert lassen, wenn « 
und 6 der Congruenz (69) gemiiss bestimmt werden kénnen, ohne dass 


sie dabei beide der Null congruent werden. Wird dies auf den 
Isomorphismus J angewendet, so folgt daraus, dass die Congruenz 


«? + bap + Bp? =0 mod. g 
nach e und # aufgelést nur die Liésung 
«= p=0 
zulaisst. Dies kann auch so ausgedriickt werden: wenn von den Prim- 
zahlen p und q gilt, dass p ungerade und q+ 1 ein Vielfaches von p 


ist, und wenn die Zahl b den Bedingungen (68) gemidiss gewdhlt wird, 
so ist die ganze Function 


v+be+1 


in Bezichung auf den Modul q irreducibel. 


Mathematische Annalen, XIII. 23 
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§ 30. 
Die Galois’schen Imaginiren. 


Wenn die Bedingungen erfiillt sind, so hat die Congruenz 
(70) a+ b*a+1=0 mod. gq 


im gewohnlichen Sinne des Wortes keine Lésung; man kann aber 
nach dem Vorgang von Galois eine imaginiire Zahl als Wurzel der 
Congruenz einfiihren; gerade dadurch werden die Bedingungen (68) 
in sehr einfacher Weise aufgelést. Eine strenge Begriindung der 
Galois’schen Imaginiiren hat J. A. Serret gegeben.*) Es handelt 
sich dabei im Grund um die Einfiihrung von Modulsystemen.**) 

Die hier in Betracht kommenden Modulsysteme sind von specieller 
Art; sie bestehen aus einer Primzahl g und einer ganzen Function 
F(x), die selbst modulo gq irreducibel ist und ganzzahlige Coefficienten 
hat. Es werden nun die ganzen ganzzahligen Functionen der Variabeln 
«x in Beziehung auf das Modulsystem [q, F'(x)] betrachtet. Diese Func- 
tionen kénnen, falls v der Grad von F(z) ist, alle mod. [¢, F(x)] auf 
die Form 

dy + a2 + aya? + --- 4 a, 1071 

gebracht werden, wobei jeder Coefficient die Werthe von 0 bis g— 1 
annehmen kann. So entstehen q” Ausdriicke, die in Beziehung auf 
das Modulsystem incongruent sind; unter den Ausdriicken sind g von x 
frei, und unter diesen ist einer die Null. Das Product von zwei Func- 
tionen kann nur dann der Null congruent sein, wenn eine der Func- 
tionen der Null congruent ist. Es gelten nun verschiedene fruchtbare 
Siitze, von denen ich die folgenden gebrauchen werde: 


1) Jede ganze ganzzahlige, der Null incongruente 
Function X von x gehért mod. [g, F'(x)] zu einem Exponenten 
m; dieser ist definirt als die kleinste Zahl, fiir die 

X™ == 1 mod. [q, F(z)]. 
Dabei ist m ein Theiler von g’ — 1, und es kann die Glei- 
chung 

X* = 1 mod. [g, F(«)] 
nur dadurch bestehen, dass x ein Vielfaches von m ist. 

2) Nimmt man irgend einen Theiler m von q’ — 1 an, 
so existiren Functionen, die zum Exponenten m gehoren; 


*) Vergl. Cours d’Algébre Supérieure, cinquitme édition 1885, +t. II, 
section III, chapitre III, 

**) Dieser Begriff ist neuerdings besonders von Kronecker betont worden. 
Vergl. Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grissen. 
1882, pag. 72. 
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ist X, eine solche Function, so sind alle diese Functionen 
in der Formel X," dargestellt, wo m alle Reste mod. m 
durchliuft, die zu m relativ prim sind. 

3) Ist ®(x) eine Function, die mod. q gleichfalls 
irreducibel und vom Grad vy ist, so hat die Congruenz 


©(§) =0 mod. [g, F(x)] 


gerade v incongruente Functionen von x zu Liésungen. Ist 
X eine von diesen Lésungen, so stellen 


x, 3h 2h..." 


die ganze Reihe der Lésungen dar, und wenn ausserdem a 


der Coefficient von §” in der Function (&) ist, so gilt auch 
die Zerlegung 


(&) = a(§ —X) (E—X%) (E—X*)...(E—X2"™) 
mod. [q, F(a)]. 


Es wird also das Gebiet der Zahlen, die mod. g betrachtet werden, 
zu dem Gebiet der ganzen ganzzahligen Functionen von 2 erweitert, 
die mod. [q, F'(x)] betrachtet werden, und diese Functionen sind eben 
die Imaginairen von Galois. In unserem Fall kann man, falls q 
ungerade ist, einen quadratischen Nichtrest s des Moduls q ein fiir 
allemal wihlen und die Function F(x) mit x? — s identificiren; ist aber 
q = 2, so setzee man F(x) = x? + 4+ 1. Die Congruenz (70), deren 


linke Seite mod. q irreducibel ist, hat nun zwei imaginire Wurzeln j 
und j*, und es ist 


j+j¢ =— Db mod. [q, F(x)] 
und 
(71) pet = 1 mod. [q, F(x)| ° 
§ 31. 


Aufliésung der fiir den Exponenten 6 gefundenen Bedingungen. 


Setzt man nun fiir 6 den imaginiren Ausdruck — (j + j%) in die 


Functionen ,(b) des 28'" Paragraphen ein, so findet man mit Riick- 
sicht auf (71): 


9:(6)=—-O4+9) 

g2(bF)= P+1+;7 

93(6) = — (P+I+HR+3H*) mod. [¢, F(x)]. 
y(d)= po+r+i+yjst+ js 


23* 
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Daraus ergiebt sich aber 
—~G— 9,0) =F —5™ 
+ G — 52) ga(b) = 7 — j% 
— (§ —J*) 93(b) =97* —j*2¢ mod. (9g, F(x), 
+ G—-F) 1) =F — I" 
woraus durch Induction gefunden wird: 
(72) (— 1G —F*) nb) St — jets mod. [q, F(2)). 


Der strenge Nachweis fiir die Allgemeingiltigkeit der letzten Congruenz 
ergiebt sich mit Hilfe der recurrenten Gleichung 


Pn (b) = b gn (6) — Pn-2(b) 
durch den Schluss von » auf n+ 1. 
Wenn man jetzt in der Congruenz (72) zuerst » =p und dann 
n =p — 1 setzt und die Congruenzen (68) benutzt, findet man 


(jt — fj) Sper! — plored , 
Ox je — joe mod. [q, F(x)], 


wobei p wieder als ungerade angenommen worden ist. Die beiden 
Congruenzen geben combinirt 
RAJ Spo — pd - pS per — jr - j2 9° — 9?) 
und also auch 
(jt — J) (1 + 9?) = 0 mod. [g, F(2)). 
Nun sind j und j? die beiden Wurzeln der Congruenz (70) und sind 
somit mod. [{qg, /'(x)] verschieden. Somit ist 1-+j? der Null con- 
gruent, d. h. 
(— j)? =+ 1 mod. [q, F(z)]. 
Vermége dieser letzten Congruenz kann —j nur zum Exponenten 1 
oder zum Exponenten p gehéren. Da nun die Function —j die 
Variable x enthalten muss, d. h. —j keine reelle, sondern eine im 
Sinne von Galois imaginiare Zahl ist, so kann — j nicht zum Expo- 
nenten 1 gehéren. Es ist also 
= —Jj + - jy mod. [a, F(x)\, 
wobei -—- 7 eine mod. [g, F'(x)] zum Exponenten p gehérige Function 
bedeutet. 

Dieser Gedankengang kann umgekehrt werden. Die Anzahl der 
in Beziehung auf das angenommene Modulsystem der Null incongruenten 
Functionen ist g?—1. Von dieser Anzahl ist p ein Theiler, weil p 
als Theiler von g-+ 1 vorausgesetzt wurde. Es existiren also Func- 
tionen, die mod. [qg, F'(x)| zum Exponenten p gehéren. Ist nun ¢ eine 
solche Function, so dass also auch 
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itt = 1 mod. [qg, F(a)], 

so kann gezeigt werden, dass i + i? mod. |g, F'(x)] einer von x freien 
Function, d. h. einer (reellen) Zahl b congruent ist, und dass b den 
Bedingungen (68) gentigt. Zuniachst ergiebt sich nimlich, dass i keine 
reelle Zahl ist, denn es miisste sonst der Exponent, zu dem i gehdrt, 
di®@ Zahl g — 1 theilen, was unmdglich ist, da der Exponent gleich 
p, und p ungerade als Theiler von g + 1 angenommen worden ist. Es 
ergiebt sich ferner, dass 

‘=a, +4,2 ‘ 

paar yaa f mod (a, FO], 


und es muss desshalb drei Zahlen a, b, ¢ geben, so dass 

a? — bi+c=0 mod. [q, F(x]. 
Von den drei Zahlen ist eine als der Null incongruent zu denken; 
da aber ¢ keine reelle Zahl ist, muss jedenfalls a incongruent der 
Null sein. Man kann aber jetzt auch a= 1 setzen, ohne die Allgemein- 
heit zu beeintriichtigen. Es hat nun die Congruenz 

& — b& + ¢=0 mod. [q, F(x)] 
die Wurzel i. Die andere Wurzel ist also 7%, und es zeigt sich, dass 
i+imw=b 
iy of mob la FOI, 
woraus zugleich folgt, dass 


c¢ =1 mod. q 
ist. 


Setzt man wieder i +- i an Stelle von b in die Functionen g, (0) 
ein, so erhalt man 
(¢ — 2) pp(b) == Pt! — ere , 
(i — it) gp 1(6) ie — ive =f 0% (a, FG). 
Hieraus ergiebt sich vermége der Congruenz 
i? =1 mod. [q, F(2)}, 


dass 
(¢ — i?) (ep (b) — 1) - a mod. [q, F'(2)], 
(¢ — 42) @p-1 (0) = 
und somit 
Pp (b) 


=1 
Pp—i(b) = a mod. [q, F’(«)]}. 


Nun treten’in den beiden letzten Congruenzen sowohl rechts wie links 
nur Zahlen auf, es bestehen deshalb diese Congruenzen auch in Be- 
ziehung auf den einzigen Modul gq, und es sind also die Bedingungen 
(68) erfiillt. 
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Bedeutet nun i eine bestimmte Function, die mod. [q, F(x)] zum 
Exponenten p gehirt, so sind die Bedingungen (68) gleichwerthig mit der 
Bedingung 

b= # + i*¢ mod. [g, F(x)] (k—1,2,...p—1). 
Es ist leicht zu sehen, was tibrigens fiir das Folgende nicht in Betracht 


: ~1 , : 
kommt, dass sich so “—— verschiedene Werthe von b ergeben. ® 


§ 32. 
Identitat der gefundenen Gruppen. 


Setzt man in den Gleichungen (63) fiir a@ den Werth — 1 und 
fiir b alle die gefundenen Lésungen der Reihe nach ein, so ergiebt 
sich nur eine einzige Gruppe. Fiihrt man niimlich die Operation 


S’=St (k=—1,2,...p—1) 
ein, so zeigt sich, dass die Transformation der Gruppe [ mittelst der 
Operation 8’ den Isomorphismus 


(7 o ) 
T,~ v3 Tf (0) , T° () T,% (d) 
ergiebt (vergl. § 28), und man erhilt nunmehr die Gleichungen: 
S'rP—1, SATS TP 2O T%-1% | 
SATS = Tea T Rn, Tao Tiel, 7,7, —T7,7,. 
Fiihrt man aber noch die Operation 
T,= T,~%k-2) 7 Pk 1 (3) 
ein, so sind die folgenden Gleichungen richtig: 
a Pe TimeTieai, 1,7, =T,T,. 8'-'7,8'=T,, 
(4 ) s’-1 TS’ =T,%2 9x(2) — Pe—1 (2) | 7 Px (6) — 2 (0) | 
Dieses Gleichungssystem hat genau dieselbe Form wie das System 


(63), und es ist vermége der Gleichung (67) auch hier der Exponent 
a gleich — 1. Ks ist nur jetzt 


b' = gx(b) — gra (b) 
an Stelle von } getreten. Wenn man nun statt b die congruente 
Function i + 7 einsetzt, so ergiebt sich (vergl. (72)) 
(i — #2) (pe) — qa-2(b)) S BH — Be — 1 + je 
mod. [g, F(x)]. 


Weil aber i?+* congruent 1 ist, so ist die rechte Seite congruent 
pt — gletig — gea. jatt 4 jena jott — (+ 2) (G12), 
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Es ist also 


(i — it) (y (6) — gu-a(b)) = G— #) +4 #2) mod. (9, F(a)], 
und somit 
‘= pe(b) — pr_a(b) = # + #2 mod. [g, F(2)]. 
Vermoge der in der Zahl & enthaltenen Willkiirlichkeit kann also 0’ 
mit jeder Lésung der Bedingungen (68) identificirt werden, wenn 
zugleich 6 eine bestimmte von diesen Lésungen bedeutet. Nun wissen 
wir bereits, dass die Gleichungen (63) unter den fiir a und b gefun- 


* denen Bedingungen eine Gruppe G@ der vierten Kategorie definiren, 


es kann also die Operation 

S’-17,S’ = T, 
nicht in 7, ausdriickbar sein (§ 22). Somit wird die Gruppe G aus 
T,, T, und S’ erzeugt, und da diese Operationen die Gleichungen (73) 
befriedigen, so erhailt man nach § 6 dieselbe Gruppe, wenn man die 
Gleichungen (73) statt (63) als definirende Relationen ansieht. 


§ 33. 
Der Fall p=—2. Zusammenfassung. 


Es ist noch der Fall zu behandeln, in dem p = 2 ist, In den 
letzten Paragraphen ist p als ungerade angenommen worden, dagegen 
sind die Betrachtungen des 27'** Paragraphen bis zur Congruenz (65) 
einschliesslich ganz allgemein. Diese Congruenz hat aber, falls p= 2 
ist, zwei Lésungen 

a=-+1 mod. gq. 
Nimmt man a =W— 1 an, so gilt die im 28' Paragraphen fiir J? 
berechnete Formel. Diese Formel liisst aber sofort erkennen, dass J? 
nicht gleich dem identischen Isomorphismus sein kann, wihrend doch 
andererseits die Bedingung 
J? = 1 
friiher als nothwendig gefunden wurde. 
Man wird also a =-+ 1 zu setzen haben. Der Isomorphismus J 


ist dann gleich 
( T, f, 
a, S500 ) , 


J?=1 


und weil 


sein soll, ergiebt sich 

= 0 mod. q. 
Die Gleichungen (63) stellen auch bei dieser Bestimmung der Ex- 
ponenten @ und 0 eine Gruppe von der Ordnung 2q? dar, allein diese 
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Gruppe gehdrt nicht in die Kategorie, die uns hier beschiftigt. Hs 
ist nimlich jetzt 
ST, T,S = (S“T7,8) (STS) = T,T, = T,T, , 

und es ist deshalb die aus den Potenzen des Products 7’, J, bestehende 
Gruppe der Ordnung q in der Gesammtgruppe der Ordnung 2q? aus- 
gezeichnet enthalten. Es liegt also die vierte Kategorie nicht vor. 

Somit existirt nur dann eine Gruppe der vierten Kategorie, und i 
zwar eine einzige, wenn p ungerade und Theiler von q + 1 ist. Diese 
Gruppe erhilt man aus den definirenden Relationen (63) indem man 


a= —1 wnd fiir b irgend eine gemeinsame Lisung der Congruenzen 
(68) setzt. 


, 
| 
| 
} 


§ 34. 
Zahlenbeispiel. 


Fiir p= 3 und q = 2 ergiebt sich die Tetraedergruppe. Setzen 
wir p=3 und g=5, so lauten die Congruenzen (68) folgendermassen: 


b§ — 2b=1 as 

y2—1 of mod-5- 
Sie ergeben die eine gemeinschaftliche Liésung b= — 1 mod. 5. Um 
dieses Resultat mit der Galois’schen Imaginirentheorie in Zusammen- ‘ 
hang zu bringen, wiaihle man das Modulsystem [5, z*— 2]. Die - 


Potenzen von «x selbst ergeben die Reste 
@, 2, 22, 4, 4z, 3, 32, 1,.... 
Versucht man es nun mit 


=1+42, 


so erhalt man 
V=3+22, AS=2 mod. [5, 2 — 2], 
und die Potenzen von A sind der Reéihe 
A, a?, 2, 24, 22, 4, 44, 44, 3, 3a, 347, 1,... 
congruent. Das dritte Glied der Reihe ist eine Zahl, ebenso das 6°, 
9'e, 12% ete., die andern Glieder sind jedoch nicht (reellen) Zahlen 


congruent. Es ist also in der That das 12'* Glied das erste, das der 


Eins congruent ist. Somit wird 4* zum Exponenten 3 gehéren. Wir ” 
setzen daher 


j= At =2(1+2) mod. [5, 2? — 2]. 
Nun ist allemal } durch die Congruenz 
=i-+ # mod. [q, F(x)] 


zu bestimmen, Hier ist q —5 und 


® = 25(1-+-27)° = 2(1+ a) = 2(1—z) mod. [5, 2? — 2], 








{ 
| 
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woraus man 


b=4= —1 mod.5 
erhilt. 


Es reprasentiren also die Gleichungen 
S§’=1, S*7,8=7,, 8S'°7T,8—_T,'T-1, Tr=—T —1 
T,T, = T,T, 


die einzige Gruppe 15" Ordnung, die der vierten Kategorie angehirt. 


? 


§ 35. 
Bildung der Gruppen der finften Kategorie. 


Wir haben jetzt eine Gruppe der Ordnung pq? zu bilden, die p 
Untergruppen q*'** Ordnung und auch Operationen von der Ordnung q? 
enthalt. Es ist zugleich (§ 22) eine ausgezeichnete Untergruppe p'" 
Ordnung vorhanden. Bedeutet nun 7 eine Operation der Ordnung p, 
so muss diese Operation in der ausgezeichneten Untergruppe enthalten 
sein. Wenn wir jetzt mit S eine Operation der Gesammtgruppe G 
bezeichnen, und S die Ordnung q’ besitzt, so miissen die Gleichungen 
bestehen: 

(74) S¢=—=01, S'*TS=—T*, T?=—1, 
und es erzeugen S und 7 die Gruppe G. 

Denkt man sich die Operation 7’ gerade g?-mal mit der Operation 

S transformirt, so ergiebt sich, dass 

a? =1 mod. p 

sein muss. Umgekehrt: wenn diese Congruenz erfiillt ist, so definiren die 
Gleichungen (74) nach den Siitzen des 18" und 20'" Paragraphen 
eine Gruppe G von der Ordnung pq*. Damit aber G der fiinften 
Kategorie angehért, darf a mod. p nicht der Eins congruent sein, denn 
es wiirden die Gleichungen (74) fiir @—1 eine Gruppe von lauter 
vertauschbaren Operationen ergeben. Es ist also fiir @ eine Zahl zu 
setzen, die mod. p zum Exponenten g oder zum Exponenten q? gehort; 
in beiden Fallen muss g, im zweiten auch g? als Theiler von p — 1 
vorausgesetzt werden. Wenn aber der Exponent a so bestimmt wird, 
wie eben verlangt wurde, so kann auch gezeigt werden, dass die 
Gruppe G in die fiinfte Kategorie gehért. Man hat zu diesem Zweck 
eigentlich nur zu beweisen, dass G mehr als eine Untergruppe von 
der Ordnung q? enthilt. Wire aber nur eine solche Untergruppe vor- 
handen, so enthielte G zwei ausgezeichnete Untergruppen von den 
Ordnungen g? und p, die offenbar nur die identische Operation gemein- 
sam hiitten, und aus deren Operationen alle Operationen der Gesammt- 
gruppe wieder zusammengesetzt werden kénnten. Daraus aber wiirde 
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nothwendig folgen*), dass G als directes Product der zwei Gruppen 
von den Ordnungen g? und p darstellbar wire, Gruppen von diesen 
Ordnungen besitzen vertauschbare Operationen. Demnach miisste G 
selbst der ersten Kategorie angehéren, was doch bei der erwihnten 
Bestimmung von a den Gleichungen (74) widerspricht. Die Relationen 
(74) definiren also, wenn a mod. p zum Exponenten q oder q* gehért, 
eine Gruppe der fiinften Kategorie aus der Ordnung pq*®. Wenn q 
kein Theiler von p — 1 ist, so existirt keine Gruppe der fiinften Kategorie. 
Im andern Fall findet man alle Gruppen der Kategorie auf die eben 
genannte Weise. 


§ 36. 
Anzahl der Gruppen in der fiinften Kategorie. 
Setzt man jetzt 


so bestehen die Gleichungen 

(75) Sf—=1, 8 7T8,—T*, Te —1. 

Betrachtet man diese als definirende Relationen, so miissen sie, wenn 
k zu q relativ prim ist, dieselbe Gruppe G ergeben wie die Rela- 
tionen (74), wie aus §6 hervorgeht. Bedeitet a einen bestimmten 
von den mod. p zum Exponenten q oder gq? gehérenden Resten, so 
kann a* irgend einem zum Exponenten g beziehungsweise g? gehdren- 
den Rest congruent angenommen werden. 

Wenn also g ein Theiler von yp —1 ist, so werden die Glei- 
chungen (74) stets dieselbe Gruppe ergeben, welche der mod. p zum 
Exponenten q gehérenden Zahlen man auch fiir a@ setzen mag. Ist 
aber p—1 auch durch g? theilbar, so kann man fiir a eine Zahl 
setzen, die mod. p zum Exponenten q gehdrt oder eine solche, die zum 
Exponenten g? gehért. Man bekommt im ersten Fall nur eine Gruppe 
und ebenso im zweiten Fall nur eine Gruppe. Die in den beiden 
Fallen sich ergebenden Gruppen sind aber verschieden. Wenn nimlich 
a, zum Exponenten g und a, zum Exponenten g? gehért, und G, 
durch die Relationen 

Steal, S“TS=T*, T?—li, 
ebenso G, durch 

S’fol, SATS =T, T'?—_1 
definirt wird, so enthilt G, eine Gruppe [,, die aus den Potenzen 
von 7’ besteht, und G, eine Gruppe [,, die aus der Operation 7” 
erzeugt wird. Nun ist [, die einzige Untergruppe von der Ordnung p 
in der Gruppe G, und, die einzige Untergruppe p'* Ordnung in G,. 


*) Vergl. z. B, Mathematische Annalen Bd, 34, p. 35. 
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Liessen sich also die Giuppen G, und G, holoedrisch isomorph auf 
einander beziehen, so miissten dabei [, und ‘[, sich entsprechen. 
Damit steht aber im Widerspruch, dass, was sofort gezeigt werden 
soll, die Gruppe G, sich in Beziehung auf ihre Untergruppe [, anders 
verhalt als G, in Beziehung auff,. Wenn man nimlich die Operation 


T von T, mit irgend einer Operation S”7'* von G, transformirt, so 
erhalt man 


Ts, 
Ks geht also jede Operation der Gruppe [, in sich iiber, wenn sie 
mit irgend einer der pg Operationen 

t=<=(0,1,...q—1 

s=<=(), 1, Nese 
transformirt wird. Aehnlich findet man aber, dass im Gegensatz dazu 
die Operationen von [, geiindert werden durch Transformation mit 
jeder nicht in [, selbst enthaltenen Operation von G,. Also sind G, 
und G, verschieden. 

Wir haben jetzt das Resultat: Wenn q kein Theiler von p— 1 
ist, so existirt keine Gruppe der fiinften Kategorie. Wenn q ein ein- 
facher Theiler von p — 1 ist, so existirt eine solche Gruppe; man er- 
hilt sie, indem man in (74) fiir a trgend einen mod. p zum Exponenten 
q gehdrenden Rest setzt. Ist q* Theiler von p — 1, so hat man dieselbe 
Gruppe und avsserdem noch eine zweite, die man erhdlt, indem man 
a mod. p zum Exponenten q? gehiren lisst. 


SteTs ( 


§ 37. 
Sechste Kategorie. Zerfallende Gruppen aller Kategorien. 


Von der fiinften Kategorie unterscheidet sich die sechste nur 
dadurch, dass bei dieser keine Operation von der Ordnung q? existiren 
soll. Die Gruppe G, die wir bilden wollen, enthilt Untergruppen 
von der Ordnung g?, welche dieses Mal nach der Formel 

(a) (g] 
gebaut sein miissen. Wir wiihlen zuniichst aus einer solchen Unter- 
gruppe zwei Operationen S, und S, aus, von denen keine eine Potenz 
der andern Operation ist. Bedeutet noch 7 eine nichtidentische 
Operation der ausgezeichneten Untergruppe von der Ordnung p, so 
miissen die Gleichungen 


(1%) SeaSsml, 8,8,—8,8,, 8° TB, <1, 
S17TS,—=T, Tr —1 


gelten. Wenn hier @ nicht congruent 1 ist in Beziehung auf den 
Modul p, so gehért a zum Exponenten q; dasselbe gilt auch von b. 
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Falls nun nicht von vornherein einer der Exponenten a und 0 con- 
gruent 1 ist, kann man dies erreichen. Gehéren nimlich a und b 
zum Exponenten qg, so definire man a’ durch die Congruenz 

aa’ =1 mod. p. 
Es gehért dann auch a’ zum Exponenten g, und man kann eine 
Zahl k so bestimmen, dass 


a’ =U mod. p, 
wobei & nicht durch q theilbar wird. Setzt man jeizt 
S; = 85,5, 


so erhalt man: 

(77) Si:=—S:=—1, §,8,;—8,8,, 8, TS, —T; 
S,'*TS,=—=T, T?—1. 

Diese Relationen miissen auch die gesuchte Gruppe definiren. Hiitte 

man also in (76) den Exponenten b = 1 gesetzt, so wiirde man der 

Allgemeinheit keinen Abbruch gethan haben. 

Nun darf aber a nicht der Eins congruent gesetzt werden, weil 
sonst alle Operationen mit einander vertauschbar sein wiirden. a ge- 
hért also mod. y zum Exponenten g, wesshalb q als Theiler von p — 1 
zu denken ist. Aus den Gleichungen (77) geht hervor, dass S, mit 
allen anderen Operationen vertauschbar ist. S, erzeugt eine Gruppe 
von der Ordnung q; S, und O erzeugen eine andere Gruppe von der 
Ordnung pq. Dem directen Product dieser beiden Gruppen muss also 
die gesuchte Gruppe G gleich sein, und es zeigt sich andererseits, 
dass dieses Product die charakteristischen Eigenschaften der Kategorie 
besitzt. 

Also: nur, wenn q ein Theiler von p —1 ist, giebt es eine Gruppe 
der 6 Kategorie und zwar eine einzige. Diese ist eine zerfallende 
Gruppe und zwar gleich dem directen Product der Gruppé q*” Ordnung 
und der nichtcyklischen Gruppe pq” Ordnung. 

Geht man andererseits von der Aufgabe aus, eine zerfallende 
Gruppe G von der Ordnung pq? zu bestimmen, so stelle man G als 
directes Product von zwei Gruppen dar. Sind p und q’ die Ordnungen 
dieser zwei Gruppen, so ergiebt sich fiir G@ entweder die Formel 
[p] [q?] oder die Formel [p] [¢] [q], d.h. es ist dann G@ eine Gruppe 
der ersten Kategorie. Soll aber die zu bestimmende Gruppe G auch 
nichtvertauschbare Operationen besitzen, so ist sie dem directen Product 
einer Gruppe qg'* und einer Gruppe pq'* Ordnung gleichzusetzen, 
wobei die letztere Gruppe selbst nichtvertauschbare Operationen ent- 
halten muss. Ist also p Theiler von g — 1 oder g ‘Theiler von p — 1, 
so giebt es eine dritte zerfallende Gruppe G von der Ordnung pq’; 
diese ist im Vorhergehenden gebildet worden und gehdért je nachdem 
der dritten oder sechsten Kategorie an. 

















Die Gruppen der Ordnungen p*, pq*, par, p'. 361 


Vierter Abschnitt. 
Ordnung pqr. 


§ 38. 
Eintheilung. Erste Kategorie. 


Setzt man voraus, dass je zwei Operationen einer Gruppe pqr'" 
Ordnung mit einander vertauschbar sind, so kommt man auf die 


Formel 

Lp] [a] (7). 
Die durch diese Formel gegebene Gruppe ist cyklisch; sie bilde fiir 
sich allein die erste Kategorie der Ordnung pqr. 

Um nun die iibrigen Gruppen dieser Ordnung einzutheilen, nehmen 
wir p als die grisste von den drei Primzahlen an. Nach den Siitzen 
von Cauchy und Sylow giebt es in der zu bildenden Gruppe G 
Untergruppen von der Ordnung p in der Anzahl 


1+ Rp, 

wobei diese Anzalil zugleich Theiler von gr ist. Weil aber jetzt 
p>q und p>-ry sein soll, kann die fragliche Anzahl nur 1 oder 
qr sein. 

Angenommen, es sind gr Untergruppen p'* Ordnung vorhanden, 
so giebt es in G gerade g r(p — 1) Operationen*) von der Ordnung p 
und ausserdem noch qr andere Operationen. Ich nehme jetzt auch 
q>vr an. Es giebt jedenfalls eine Untergruppe von der g'*® Ordnung, 
und wenn es mehr als eine giebt, so ist die Anzahl dieser Unter- 
gruppen mindestens g +1. Man finde nun mindestens (gq + 1) (¢—1) 
Operationen*) von der Ordnung gq, wahrend doch nur gr Operationen 
eine von p verschiedene Ordnung haben. Das ist widersprechend. Es 
giebt also nur eine Untergruppe von der Ordnung q, und diese ist 
desshalb in der Gesammtgruppe G ausgezeichnet enthalten. Bedeuten 
jetzt U und 7 Operationen von den Ordnungen g und r, so gehért 
U der ausgezeichneten Untergruppe q'** Ordnung an, und es bestehen 
die Gleichungen 


(78) Tr=mi, T“UT=U+, Uti, 
wobei zugleich 
(79) a’ = 1 mod. g 


sein muss. Nun ist ersichtlich, dass Z und U eine Gruppe [ von 
der Ordnung qr erzeugen. Die Operationen von [ haben Ordnungen, 
die jedenfalls Theiler von gr sind, es besteht also [ aus jenen qr 
Operationen, die vorhin nachgewiesen wurden als die einzigen, deren 


*) Vergl. die Schliisse im Anfang von § 22. 
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Ordnungen von p verschieden sind. Die Operationen der Gruppe [ 
sind also in gewissem Sinn einzig in ihrer Art, und es folgt daraus, 
dass [ eine ausgezeichnete Untergruppe der Gesammtgruppe ist. 

Ich nehme jetzt aus der Gesammtgruppe G eine Operation S von 
der p'" Ordnung. Weil die von U erzeugte Untergruppe q'* Ordnung 
eine ausgezeichnete ist, so gilt die Gleichung 

SUS = 0’, 
wobei zugleich 
be =1 mod. g. 
Nun ist aber p > g angenommen; es kann desshalb unmdglich p ein 


Theiler von g — 1 sein, und es hat also die letzte Congruenz nur die 
Lésung 


b=1 mod. q. 
Man findet somit 
(80) S-1US = U, 
d. h. es sind die Operationen S und U mit einander vertauschbar. 

Die Congruenz (79) ergiebt nun, dass entweder a =1 mod. gq 

oder a@ mod,q zum Exponenten r gehért. Macht man die erste An- 
nahme, so sind (vergl. (78)) T und U mit einander vertauschbar; die 
Gruppe [, die aus 7’ und U erzeugt wird, ist cyklisch und entbiilt 
nur eine Untergruppe r** Ordnung. Transformirt man diese Unter- 
gruppe mit Hilfe der Operation S, so geht sie als Untergruppe der 
ausgezeichneten Untergruppe [ in eine Untergruppe '** Ordnung von 
Tf, also in sich selbst tiber. Es ergiebt sich also 

S-ATS = T°, 
und man findet, dass 

¢=1 modr 
sein muss, ebenso wie das analoge Resultat fiir 6b gefunden worden 
ist. Demnach wiirden je zwei der Operationen S, 7’, U mit einander 
vertauschbar sein. Es kénnte also nur die Gruppe 


(vl [a] 
vorliegen. Dies widerspricht aber der Annahme, von der wir aus- 


gegangen sind, dass in der Gruppe G mehrere Untergruppen p'* Ord- 
nung vorhanden sein sollten. 


Wenn also diese Annahme iiberhaupt mdglich ist, so muss sie 
unter der Voraussetzung weiter verfolgt werden, dass a mod.q zum 
Exponenten r gehért. Transformirt man jetzt wieder die Operation 7’ 
mit Hilfe von S, so kann nur behauptet werden, dass eine Operation 
der Gruppe [ entsteht. Also: 

(81) STS =< T* U'. 
Nun ergiebt die mittlere von den Gleichungen (78): 


(S 'T-'8) (S— US) (S 'TS) = §-! U+S, 








oy 


} 
- 

\ 
> 








—y~— 


Die Gruppen der Ordnungen Pp’, pa, par, p*. 363 


woraus mit Beriicksichtigung von (80) und von (81) 
(0-'T-*) U(T* U") = Us 
hervorgeht. Die linke Seite der letzten Gleichung ist aber gleich 
0-1 (7 07) O*. 
Aus (78) findet man noch 
f?UT? a TOUT = (T“UTY = U4“, TUT = U*,. 
Ks ist also 
U-"(T-* UT*) Ut = UM", 
Somit ergiebt sich auch, dass 
Ue = U* 
ist, woraus die Congruenz folgt: 
a*—' = 1 mod. gq. 
Weil aber die Zahl a mod. q zum Exponenten r gehért, so bedeutet 


dies, dass 
k—1=0 modr 
ist. 
Statt der Gleichung (81) hat man also jetzt die Relation 
S7TS = TU'. 
Daraus folgt 
S-?TS? = (S-'T8) (S-'U'S). 
Weil aber S mit U vertauschbar ist, kann die rechte Seite in die Form 
(TU) U' = TU! 


gesetzt werden. Ebenso findet man 


S-37S83 =< TU?! 


Allgemein ist 
S—# TS# =- T Ue, 
Wenn man nun in dieser Gleichung w = p macht, so ergiebt sich 
T = TU?! 
oder ° 
pl =O mod. q. 
Der Exponent / ist also durch gq theilbar anzunehmen. Im Ganzen 
hatte man nun die Gleichungen 


Se=—-1, S“TS=—T, S“US=U0, Tre=1, T“UT=U,4 
Ui = 1, 

wobei @ mod.q zum Exponenten r gehérte. Es liegt nun offenbar 

eine Gruppe vor, die das directe Product ist einer Gruppe p'* und 

einer Gruppe qr Ordnung. Die Gruppe, die wir gebildet haben, 

entspricht aber wieder nicht der Annahme, von der wir ausgegangen 

sind, denn sie enthalt nur eine Untergruppe p'* Ordnung. Jene An- 
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nahme kann also gar nicht verwirklicht werden, d. h. jede Gruppe 
von der Ordnung pqr enthiilt eine einzige und desshalb ausgezeichnete 
Untergruppe von der Ordnung p, wenn p die grisste der Primzahlen 
p,q, 7” bedeutet. 

Wir haben nun schon eine Gruppe von der Ordnung pqr aus- 
gesondert, welche die erste Kategorie bildet. Die dbrigen Gruppen 
dieser Ordnung rechnen wir zur zweiten Kategorie, wenn eine Operation 
qr‘ Ordnung vorhanden ist, zur dritten, wenn dies nicht der Fall ist. 


§ 39. 
Zweite Kategorie. 


Es sei jetzt 7’ eine in der zu bildenden Gruppe G enthaltene Opera- 
tion p'** Ordnung, dann stellen nach dem Vorhergehenden die Potenzen 
von 7’ die Operationen einer ausgezeichneten Untergruppe vor. Wir 
verlangen noch von der Gruppe G, dass sie eine Operation S von der 
Ordnung gr enthalte; es werden also die Gleichungen 


(82) Sel, SATS=T*, Tr=—1 
bestehen, und es ist 
(83) ai” =1 mod. p. 


Die Operationen S und 7 von der qr‘ und p'" Ordnung erzeugen 
die Gesammtgruppe G. Damit also nicht je zwei Operationen von G 
mit einander vertauschbar sind, hat man S und 7' als nichtvertauschbar 
anzunehmen, d. h. es darf a@ mod, p nicht der Eims congruent sein. 
Wiahlt man hinwiederum fiir @ irgend eine Zahl, die der gefundenen 
Congruenz (83) genitigt, so definiren die Gleichungen (82) eine Gruppe 
pqr'* Ordnung. Diese Gruppe gehért, wenn a mit der Kins in- 
congruent ist, wirklich zur zweiten Kategorie. 

Man kann jetzt in die Gleichungen (82) an Stelle von S die 
Operation 

S, = S* 

einfiihren. Dazu ist nur néthig, dass k zu gr relativ prim ist, denn 
sonst wiirden S, und 7’ die Gruppe pgr'* Ordnung nicht wieder er- 
zeugen. Es ergeben sich die Gleichungen 
(84) Sw—=1, 8 78,=7¢*, T?=—1, 
welche als definirende aufgefasst genau dieselbe Gruppe wie die Glei- 
chungen (82) bestimmen. Vermége der Congruenz (83) gehért a mod. p 
zu einem der Exponenten g,r oder qr. Es ist also mindestens eine 
der Zahlen g und r ein Theiler von p—1. Ich nehme zuniichst an, 
dass p — 1 durch das Product qr theilbar ist, dann kann a zu irgend 
einem von den drei Exponenten gehéren. Ist nun gr der Exponent, 
dem die Zahl a zugehdrt, so stellt offenbar at vermége der in k 
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steckenden Willkiirlichkeit einen beliebigen von den zum Exponenten 
qr gehérenden Resten vor. Welchen von diesen Resten man also in 
den Gleichungen (82) fiir @ setzen mag, man erhilt dabei stets die- 
selbe Gruppe. Jetzt gehére a mod. p zum Exponenten q; es ist zu 
beweisen, dass a* jeder Zahl mod. p congruent gemacht werden kann, 
die selbst zum Exponenten qg gehért. Sei a’ eine solche Zahl, so 
kann man / so finden, dass 
a'=a’ mod. p, 

und es wird 7 durch g nicht theilbar sein. Ist nun die Zahl J auch 
nicht durch r theilbar, so hat man nur k = 1 zu setzen. Ist jedoch 1 
durch r theilbar, so ist dies nicht erlaubt, weil k zu gr relativ prim 
sein musste; man kann dann aber k —/ + q setzen, und es sind alle 
Bedingungen erfiillt. Wenn man also in den Gleichungen (82) an 
Stelle von @ irgend einen mod, p zum Exponenten q gehdérigen Rest 
setzt, so erhalt man eine vollig bestimmte, von der speciellen Wahl 
des Restes unabhiingige Gruppe. Entsprechendes gilt, wenn fiir a 
eine Zahl gesetzt wird, die mod. p zum Exponenten r gehort. 

Wenn also p — 1 durch qr theilbar ist, ergeben sich drei Gruppen 
der zweiten Kategorie. Dass diese Gruppen in der That verschieden 
sind, wird so bewiesen: Jede von den Gruppen enthilt eine aus- 
gezeichnete und einzige Untergruppe von der Ordnung p; es ist die- 
jenige, welche von der Operation 7’ erzeugt wird. Zihlt man nun 
die Operationen der ganzen Gruppe, die mit jeder Operation der ge- 
nannten Untergruppe vertauschbar sind, so erhilt man das erste Mal 
p, das zweite Mal rp und das dritte Mal gp Operationen. 

Hs ueigt sich, dass zwei von den drei Gruppen zerfallen. Wenn 
nimlich a@ mod. p zum Exponenten g gehért, so setze man 

S, = S%, S, == §” 
und man erhalt 
S,;=<—1, 8,'S8,8,<—8,, 8S8,'T8S,—T, Ss—1, 
S,1TS,=—T", Te—1. 


Hier ist S, mit allen anderen Operationen vertauschbar. Dieses 
Gleichungssystem kann, wie eine niahere Ueberlegung zeigt, als ein 
definirendes fiir die Gruppe gewahlt werden, und diese stellt sich jetzt 
dar als directes Product einer Gruppe r'* und einer Gruppe gp Ord- 
nung. Ganz ebenso zerfallt die Gruppe, welche man erhalt, wenn 
a mod. p zum Exponenten r gehort. 

Der Fall, in dem nur eine der Zahlen g,r Theiler vou p— 1 
ist, erledigt sich von selbst. Man findet schliesslich das Krgebniss: 
Alle Gruppen pqr*" Ordnung (p> q,7) von der gweiten Kategorie 
sind in den Formeln (82) dargestellt, wobei a mod. p zum Exponenten 
q oder r oder qr gehdrt. Jede dieser drei Annahmen liefert, wenn sic 
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miglich ist, nur eine Gruppe; sind sie alle drei méglich, so geben sie 
drei verschiedene Gruppen; die beiden ersten geben zerfallende Gruppen. 
Ist qr Theiler von p—1, so sind die drei Annahmen méglich; wenn 
eine der Zahlen q,r Theiler von p — 1 ist, so ist nur eine Annahme 
méoglich; in den andern Fiillen existirt keine Gruppe der Kategorie. 


§ 40. 
Vorbereitung zur Erérterung der dritten Kategorie. 


Nunmehr wird angenommen, dass die zu bildende Gruppe G@ 
keine Operation von der Ordnung gr besitzt. Jedenfalls enthiilt die 
Gruppe eine Operation U von der p*" Ordnung, und diese Operation 
erzeugt (vergl. § 38) eine ausgezeichnete Untergruppe, d. h. die 
Operation U ist nur mit ihren eigenen primitiven Potenzen gleich- 
berechtigt. Wir wollen jetzt irgend zwei Operationen W und W’ 
der Gruppe dquivalent nennen, wenn eine Gleichung von der Form 

W= W'Ue 
besteht; es ergiebt sich auch sofort, dass zwei Operationen, die einer 
dritten fquivalent sind, einander fquivalent sind. Fiir jede Operation 
W giebt es einen kleinsten Exponenten s, fiir den W* der identischen 
Operation jiquivalent ist, und es soll der Exponent s die relative Ord- 
nung der Operation W heissen. Damit nun W* der Identitit iiquivalent 
ist, muss e ein Vielfaches von s sein; es ergiebt sich daraus noch, 
dass die absolute Ordnung einer Operation stets ein Vielfaches von 
der relativen Ordnung ist. Aus der Gleichung 

Ws: = Ué 
folgt ausserdem die Gleichung 

We: 1, 
und es ist also die absolute Ordnung ein Theiler von dem p-fachen 
der relativen Ordnung. Die absolute Ordnung ist also gleich s oder 
gleich ps. 

Es sollen jetzt die simmtlichen Operationen der Gruppe G in 
eine Tabelle geordnet werden, in der Art, dass Aquivalente Operationen 
in dieselbe Horizontalreihe kommen. Man erhiilt dadurch eine Tabelle 
von der Beschaffenheit der im 9'" Paragraphen aufgestellten. Im jetzt 
vorliegenden Fall sind in jeder Horizontalreihe p Operationen, und 
die Zahl der Horizontalreihen ist gr. Diese Reihen lassen sich nun 
selbst multipliciren, und es gelten dabei die gruppentheoretischen 
Gesetze. Die Reihen bilden eine Gruppe von der Ordnung gr. Ich 
nehme noch an, dass qg > yr sein soll. Von zwei Operationen g'* Ord- 
nung, die in einer Gruppe q?'** Ordnung enthalten sind, gilt nun 
(vergl. § 2), dass die eine gleich einer Potenz der anderen ist, Wenden 
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wir dies auf die gegebenen Horizontalreihen an, indem die ke und 
die 1° Reihe die Ordnung q besitzen sollen. Es muss dann die /'e Reihe 
eine Potenz, etwa die ue Potenz, der k'" Reihe sein. Das _heisst 
mit anderen Worten, dass jede Operation der 7" Reihe der ue" Potenz 
jeder Operation der ke" Reihe fiquivalent ist. Von zwei Operationen, 
deren relative Ordnung gleich g ist, muss also die eine einer Potenz 
der andern fquivalent sein. Hat ferner irgend eine Operation der 
Gruppe G die absolute Ordnung q, so ist die relative Ordnung der 
Operation ein Theiler von g. Diese relative Ordnung, die nicht 
gleich 1 sein kann, ist also gleich g. Somit kann man schliessen, 


dass von zwei Operationen q** Ordnung die eine einer Potenz der 
andern dquivalent ist. 


§ 41. 
Formeln fir die dritte Kategorie. 


Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir zwei Operationen S und 


T von der g'** und ¢'e® Ordnung an. Es ergeben sich nun sofort die 
Gleichungen 


(85) Stal, Tr=—1, SAUS=U+, T“UT= VU. 
Weil aber die Operationen 
S, T-8T 
die Ordnung q besitzen, ist die zweite einer Potenz der ersten iiquivalent, 
und man kann noch die Gleichung 
(86) TST = S«U" 
aufstellen. 


Die in diesen Gleichungen vorkommenden Exponenten a, b, wu, v 
sind jetzt naher zu bestimmen. Zunichst ist vermége eines schon oft 
angewendeten Schlusses 


(87) at = b* = 1 mod. p. 


Es zeigt sich ferner mit Hilfe der Gleichung (86), dass die folgenden 
Umformungen gemacht werden kénnen: 


T—(S—(TUT-) 8) T = (TST) UT ST) 
= (U-"S-*) U(S" U") 
= U-*(S-* US*) U". 
Nun ergiebt die dritte von den Gleichungen (85) (vergl. den dritten 
Paragraphen): 
S-" US" = U™, 
und man findet die Gleichung 


(88) T'(S-1(LUT-) 8) T =U. 
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Die vierte von den Formelin (85) ergiebt 
Uex2TU'T-". 
Wenn man hier rechts und links mit 6’ potenzirt und die Zahl b’ der 
Congruenz 
b’'b = 1 mod. p 
gemiiss annimmt, so erhilt man 
U0 = TUT-. 
Jetzt lisst sich einsehen, dass 
(89) T 1(S (TUT) 8) T= T-1(S—U"S) T=T (SUSY T 
= T30¢T =(T“ UT)? = Ue" 





= U*, 
Der Vergleich von (88) und (89) liefert die Gleichung 
UM a= U*. 
Daraus folgt aber, weil a sicherlich nicht durch p theilbar ist, 
(90) a—! = 1 mod. p. 
Vermége der Bedingungen (87) ist a mod. p entweder der Eins | 


congruent oder es gehért @ in Beziehung auf diesen Modul zum 
Exponenten g. Wire nun das letztere der Fall, so wiirde die Con- 
gruenz (90) nach sich ziehen, dass , 
uw =1 mod. q 
sein miisste. Es wiirde die Gleichung (86) dann die Gestalt 
T-18ST = SU" 
annehmen. Dieses Resultat kann man dadurch ausdriicken, dass im 
angenommenen Fall S und 7’ relativ vertauschbare Operationen sein 
miissen, Die relative Ordnung des Products S7' ergiebt sich nun 
gleich gr und daraus die absolute Ordnung gleich gr oder gleich pqr. 
Das eine wie das andere widerspricht den EKigenschaften der dritten 
Kategorie. Es muss also a = 1 mod. p angenommen werden, d. h. die 
Operationen S und U sind mit einander vertauschbar. Daraus folgt, 
wenn man beide Seiten der Gleichung (86) mit q potenzirt, 
1 == U2 
und ? 
qv =0 mod. p. 
Ks muss v durch p theilbar sein. 
Wir haben jetzt das Bestehen der folgenden Gleichungen nach- 
gewiesen: 
(91) Trml, T“ST=—S+, T“UT=U', S1_—1, UrP—1, 
SU=— US, 
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und es muss zugleich sein 

b*° =1 mod.p, wu =1 mod. g. 
Da die Annahme (s. 0.) # = 1 mod. q auf keine Gruppe der dritten 
Kategorie fiihren kann, so gehért w mod. gq zum Exponenten r. Die 
Symbole U, S, T bilden in dieser Folge vermége der Relationen (91) 


eine Scala (s. §6). Hine Gruppe, welche durch die Relationen (91) 
definirt ist, hat also alle ihre Operationen in der Form 


y=(,1, a ee 
TyS*U®la=0,1,...q—1 
B=0,1, ...p—1 


und ist héchstens von pgr' Ordnung. Die Grappe, die hier voraus- 
gesetzt war, sollte gerade diese Ordnung haben, sie muss aus den ihr an- 
gehorigen mit U, S, 7’ bezeichneten Operationen erzeugt werden kiénnen, 
und diese miissen die Relationen (91) befriedigen. Also wird (§ 6) die 
vorausgesetzte Gruppe, falls sie existirt, mit der durch (91) definirten 
identisch sein. 


§ 42. 
Die gefundenen Bedingungen sind hinreichend. 


Wihlt man nun w und 0 so, dass sie den Bedingungen geniigen, 
im Uebrigen aber auf beliebige Weise, so kann man zeigen, dass die 
Relationen (91) eine Gruppe pqr** Ordnung definiren, die in die dritte 
Kategorie gehért. Es ergeben nimlich die drei letzten von den 
Gleichungen (91), wenn sie als definirende betrachtet werden, eine 
Gruppe [ von der Ordnung pq. Ein holoedrischer Isomorphismus 
dieser Gruppe in sich wird durch die Formel 


S, U 
a 7m U 3 
d. h. genauer durch die Bedingung definirt, dass allgemein fiir 
a=0,1,2,...q—1 und B=0,1,2,...p—1 die Operation 
S«U® durch 
Seu Use 
ersetzt werden soll. Die x Potenz dieses Isomorphismus ist gleich 
dem identischen Isomorphismus. Wéahlt man jetzt das Symbol 7’ von 
der Ordnung y und ordnet ihm den Isomorphismus J und somit 
der Operation 7* den Isomorphismus J* zu, so ergeben die frither 
entwickelten Principien, dass die Gleichungen (91) eine Gruppe pq? 
Ordnung definiren. 
Um zu beweisen, dass diese Gruppe der dritten Kategorie angehdrt, 
gentigt es zu erhirten, dass sie eine Operation gr Ordnung nicht 
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enthalt. Angenommen nun, es wire eine Operation von der Ordnung 
qr vorhanden, so wire die relative Ordnung dieser Operation (vergl. 
§ 40) auch gleich gr. Die im Paragraphen 40 angefiihrten Horizontal- 
reihen miissten eine cyklische Gruppe constituiren, also eine Gruppe, 
deren Operationen siimmtlich mit einander vertauschbar sind. Je zwei 
Operationen der gebildeten Gruppe gpr'*' Ordnung wiren somit relativ 


vertauschbar, und es miisste darum einen Exponenten c geben, derart, 
dass 


T=38T = SU*. 
Diese Gleichung aber widerspricht direct der zweiten von den Glei- 
chungen (91), in der w mod. g der Eins incongruent ist. 


§ 43. 
Anzahl der Gruppen. 


Fiihrt man in die Gleichungen (91) an Stelle von 7' eine primitive 
Potenz dieser Operation ein, so tritt an Stelle von w eine der Eins 
mod. g incongruente Potenz von uw. Es geschieht also der Allgemeinheit 
dadurch kein Eintrag, dass man fiir w einen bestimmten von den 
Resten des Moduls g wiahlt, die zum Exponenten r gehdren; wenn 
man uur fiir b der Reihe nach alle die den Bedingungen entsprechenden 
Reste des Moduls p setzt, so muss man immer noch die simmtlichen 


Gruppen der Kategorie erhalten. Ist nun p —1 kein Vielfaches von 7, 
so ist 
b=1 mod. p, 


und man erhilt eine einzige Gruppe. Die pqr Operationen dieser 
Gruppe werden erhalten, wenn man jede Operation der aus S und 7' 
erzeugten Gruppe von der Ordnung gr mit jeder Potenz von U multi- 
plicirt, wobei diese Potenzen von U mit den Operationen S*7'7 ver- 
tauschbar sind. Man hat also das directe Product der Gruppe p'*" Ord- 
nung mit der nichtcyklischen Gruppe gr‘ Ordnung. 

Wenn jedoch die Primzahl r in p — 1 als Theiler enthalten ist, 
so mége @ eine bestimmte Zahl bedeuten, die mod. p zum Exponenten 
y gehért. Die Zahlen, die fiir b gesetzt werden miissen, sind dann 
durch die Formel 

b= (h=0,1,2,...7r—1) 


dargestellt. Die durch die Gleichungen (91) definirte Gruppe G ent- 
halt eine einzige und ausgezeichnete Untergruppe [, von der Ordnung 
p (s. § 38), aber auch eine ausgezeichnete Untergruppe [, von der 
Ordnung q, die aus den Potenzen von S besteht. Die letztere aus- 
gezeichnete Untergruppe muss vermége der Sylow’schen Sitze auch 
die einzige sein, welche die Ordnung g besitzt. Sucht man jetzt die 
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Operationen der Gesammtgruppe, mit denen transformirt jede Operation 
von T, in ihre w* Potenz tibergeht, so findet man 


rseue(s—? i ee 2 


p=0,1,2,...p—1 

Wenn man aber mit Hilfe dieser pq Operationen die Operationen 
der Untergruppe [, transformirt, so geht jede in ihre b'° Potenz tiber. 
Wird also die Zahl b mod. p geiindert, so iindert sich auch eine Kigen- 
schaft, welche der Gruppe G@ in Beziehung auf ihre beiden Unter- 
gruppen [, und f, zukommt. Von diesen beiden Untergruppen ist 
jede einzig in ihrer Art, wesshalb der Rest, den die Zahl b mod. p 
liefert, fiir die Gruppe G selbst charakteristisch sein muss. Jeder der 
y Reste, die fiir b gesetzt werden diirfen, liefert somit eine andere 
Gruppe*), Fiir b = 1 ergiebt sich wieder eine zerfallende Gruppe. 

Wir haben jetzt bewiesen: Eine Gruppe von der Ordnung pqr, 
p>a>-r, und der dritten Kategorie ist nur méglich, wenn r Theiler 
von gq — 1 ist. Man erhiilt jede dieser Gruppen gerade ein Mal, wenn 
man in (91) fiir uw irgend eine bestimmte mod. q zum Exponenten r ge- 
hirende Zahl und fiir b alle mod. p incongruenten der Bedingung 


b’ = 1 mod. p 


geniigenden Reste einsetet. Ist p — 1 nicht durch r theilbar, so existirt 
eine einzige solche Gruppe, die zerfallt; im andern Fall existiren r 
Gruppen der Kategorie, von denen eine cerfillt. 

Die nicht ausdriicklich als zerfallend bezeichneten Gruppen sind 
nichtzerfallend. Man kann nimlich leicht die zerfallenden Gruppen 
pqr Ordnung direct bilden und sieht dann, dass sie schon ge- 
nannt sind. 


Finfter Abschnitt. 


Die Ordnungen p* und p‘. 


§ 44, 
Formeln fiir die Gruppen p*** Ordnung. 


Herr Sylow**) hat gezeigt, dass jede Gruppe, deren Ordnung 
eine Primzahlpotenz ist, mindestens eine nichtidentische ausgezeichnete 
Operation enthilt. Bedeutet © eine solche Operation und V eine be- 
liebige Operation der Gruppe, so ist 


V-0V—9; 
*) Ein abnlicher Schluss findet sich in genauerer Ausfiihrung im 25'" Para 


graphen. 
**) Mathematische Annalen Bd. 5 p. 588. 
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© ist mit jeder Operation der Gruppe vertauschbar. Ich beschriinke 
auch im Folgenden den Namen © auf Operationen von der genannten 
Eiigenschaft. Dadurch erspare ich mir die ausdriickliche Anfiihrung 
einiger Gleichungen. 

Ich will jetzt alle Gruppen von der Ordnung p* bilden. Irgend 
eine Gruppe G von dieser Ordnung enthilt eine Operation 0; offenbar 
kann man annehmen, dass © die Ordnung p besitzt; denn man kénnte 
dies néthigenfalls erreichen, indem man eine Potenz von 9 an Stelle 
von © setzt. Nun mégen zwei Operationen V und W der Gruppe G 
iiquivalent genannt werden, wenn eine Gleichung von der Form 

V = WO* 
besteht. Die p* Operationen der Gruppe G kénnen jetzt wieder nach 
dem Vorgang des 9'" und des 40" Paragraphen auf ein Schema ver- 
theilt werden, das aus p? Horizontalreihen besteht. Jede Reihe besteht 
aus p unter einander fquivalenten Operationen, und es mégen die 
Potenzen von © die erste Reihe bilden. Es entsteht zugleich eine 
Gruppe von der Ordnung p*, deren Operationen durch die Horizontal- 
reihen vorgestellt werden. Diese neue Gruppe von neuen Operationen 
muss auch eine ausgezeichnete Operation von der p'" Ordnung ent- 
halten; die k*® Horizontalreihe stelle eine solche Operation vor, wobei 
also k > 1 ist. Bedeutet nun S eine Operation der Gruppe G aus 
der k'" Reihe und V eine beliebige Operation von G, so muss V-!SV 
der Kk, und S? der ersten Reihe angehéren. Man hat also die 
Gleichungen 
V—3SV =SO*, S? = @*, 

wihrend die Operation S selbst keiner Potenz von 0 gleich ist. 

Nun definirt man einen zweiten Aequivalenzbegriff, indem man 
festsetzt, dass zwei Operationen V und W aus der Gruppe G einander 
iiquivalent sein sollen, wenn eine Gleichung von der Form 


(92) V = WSO 
besteht. Ordnet man auf Grund dieser neuen Festsetzung die Opera- 
tionen von G in Reihen von fquivalenten Operationen, so erhiilt man 
p Reihen, von denen die erste aus den Operationen 

S8O6*(a,6B =0,1,2,... p—1) 
bestehen soll. Es entsteht dabei zugleich eine neue Gruppe von der 
Ordnung p, deren Operationen durch die neuen Reihen vorgestellt 
werden. Jede nichtidentische Operation dieser neuen Gruppe hat die 
Ordnung p, d.h. fiir jede nicht in der ersten Reihe enthaltene Operation 
S, der Gruppe G ist die p'* Potenz die niedrigste, welche die Form 


Sé Q« 


annimmt. 
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Man kann also die Gleichungen 
(93) S? = S°@*, §,“SS,— SO’, Sp—O61, Or —1 
aufstellen, und da offenbar in der Formel 
S,’ S? 

p® verschiedene Operationen enthalten sind, so erzeugen die Opera- 
tionen §,, S und © die ganze Gruppe G. Betrachtet man aber die 
Nelationen (93) als definirende einer Gruppe, so bilden die Symbole 
6,58, 8, — mit Riicksicht auf die noch hinzuzudenkenden Relationen, 
welche die Vertatschbarkeit von © mit den anderen Operationen aus- 
driicken — eine Scala (§ 6). Die Relationen (93) definiren eine Gruppe 
von héchstens p*'* Ordnung. Wenn nun die angenommene Gruppe, 
deren Operationen 0, S, S, die Gleichungen (93) erfiillen sollten, 
existirt, so ist sie durch (93) im Sinn der definirenden Relationen 
dargestellt. Die Frage nach der Existenz jener Gruppe ist gleich- 
bedeutend mit der Frage, ob die durch die Relationen definirte Gruppe 
wirklich von der Ordnung p* ist. Dies ist nur der Fall, wenn } und ¢ 


einer Bedingung gentigen, die aber erst im iiberniichsten Paragraphen 
entwickelt werden soll. 


§ 45. 
Formeln fiir die p‘** Ordnung. 


Denkt man sich eine Gruppe von der Ordnung p‘, so kann man 
aus ihr zuniichst zwei Operationen 90 und S ganz so wie im vorigen 
Paragiaphen wiihlen. Es wird dann wieder der zweite Aequivalenz- 
begriff festgesetzt, indem die Gleichung (92) die Aequivalenz von V 
und W erklaren soll, Die Operationen der Gruppe p‘t* Ordnung 
vertheilen sich aber jetzt auf p? Reihen von fquivalenten Operationen, 
Man erhilt dadurch eine neue Gruppe von p? neuen Operationen, und 
es muss unter diesen eine ausgezeichnete Operation p‘** Ordnung vor- 
handen sein. Aus der Reihe, welche eine solche Operation vorstellt, ist 
die Operation S, der urspriinglichen Gruppe zu entnehmen. Schliesslich 
definirt man einen dritten Aequivalenzbegriff, indem man V und W 
fiir iquivalent erklirt, wenn 

V = WS,’ Sé o*. 
Es muss sich eine Operation S, der urspriinglichen Gruppe finden, 
deren p'* Potenz in diesem Sinn der Identitiit fiquivalent ist, wiihrend 
S, nicht in §8,, S und © ausgedriickt werden kann. 
So findet man die Gleichungen: 


S,? = S,' SOF, 8.~ S; S, = S, SOs, S, “SS, = SO, 


9: 
~~ Sv =S°e*, SSS, = S80, Se = 04 Or —1. 
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Die Operationen S,, S,, S, © erzeugen die ganze Gruppe p'‘" Ord- 
nung. Kehrt man jetzt die Betrachtung um, indem man die Glei- 
chungen (94) als definirende auffasst — natiirlich zusammen mit den- 
jenigen, die stillschweigend hinzugedacht werden — so erhilt man 
nicht immer eine Gruppe von der Ordnung p*. Damit dies wirklich 
der Fall ist, muss man noch gewisse Kigenschaften der Exponenten 
fordern, die nachher entwickelt werden sollen. 


§ 46. 
Zahlentheoretische Bedingung im Fall der Ordnung p*. 


Ich suche nun die Relation zwischen den Exponenten 6 und ¢ in 
den Gleichungen (93). Zunichst stellen die Gleichungen 


(95) S?—0, Or —1 


jedenfalls eine Gruppe [ von der Ordnung p? dar. Ist niimlich 
a =0O mod. p, so liegt unmittelbar die Gruppe vor, die wir mit 
|p] [|p] bezeichnen. Wenn aber a mod, p der Null nicht congruent 
ist, definire man a’ durch die Bedingung 


a'a =1 mod. p; 


man hat sich jetzt nur die cyklische Gruppe von der Ordnung p? zu 
denken, S mit einer primitiven Operation dieser Gruppe und © mit 
S“? zu identificiren, um zu sehen, dass man die genannte cyklische 
Gruppe vor sich hat. 

Nehmen wir einmal an, die durch (93) definirte Gruppe sei von der 
Ordnung p*, so bedeuten*) S,, S, © wieder die friiher gewahlten 
Operationen einer vorausgesetzten Gruppe von der Ordnung p*, und 
transformirt man S und © mit Hilfe der Operation S,, so erhilt man 
(vergl. (93)): 

S, SS, = S80’, S,'0S, =0- 
Diejenige Gruppe, welche aus S und © erzeugt werden kann und 
welche mit {S, ©} bezeichnet werden soll, besteht aus den Opera- 
tionen von der Form 
Sé 6", 
die unter einander vertauschbar sind. Transformirt man diese Opera- 
tionen mit Hilfe von S,, so ergiebt sich 


S,1860«8, = (S,8 S,)}#S,10« S, = SPQrs+e, 


*) Es ist leicht zu sehen, dass die Gruppe nicht von der p*' Ordnung sein 
kénnte, wenn im Sinn von § 6 aus den Relationen (93) sich ergiibe © aequ. 1 
oder S aequ. 0” oder S, aequ. S°OQ”, 
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Die Formel 


Se 
(96) Bu Bee («, 6 —=0,1,2,...p—1), 


welche offenbar eine Substitution zwischen den p? Operationen dar- 
stellt, wird also einen Isomorphismus der Gruppe {S,@} in sich aus- 
driicken miissen. Aus der Gleichung 

SP? = S°e4 
folgt noch (vergl. § 10), dass die p malige Transformation der Gruppe 
{S, ©} mit Hilfe der Operation S, dasselbe ergiebt wie die Trans- 
formation dieser Gruppe mit der in ihr enthaltenen Operation S°0%, 
und dass die Operationen S, und S°* ©? vertauschbar sind. Mit anderen 
Worten heisst dies, dass 

J? =1 

ist, und dass die Substitution J die Operation S°O* nicht versetzt. 

Es wiiren also noch gewisse Fragen zu erledigen, welche an die 
Substitution J ankniipfen. Diese Substitution ist aus den Operationen 
der Gruppe {S,@} gebildet, und diese Gruppe ist nichts Anderes 
als die Gruppe [, deren definirende Relationen wir im System (95) 
kennen. Die Frage, ob die Substitution J wirklich einen Isomorphismus 
darstellt, lasse ich zuniichst beiseite. Es berechnet sich leicht, dass 

S8 Q@« 
Jom ( 55 quopre) (a, B= 0,1,2,...p~1) 
ist, und somit 
J? = 1. 
Ferner setzt die Substitution J an Stelle der Operation S°O* die 
Operation S°O*:+4, Also muss die Gleichung 
Se ef = S¢ Qeeta 
bestehen; sie ist der Congruenz 
(97) be =0 mod. p 
gleichwerthig. 

Um einzusehen, dass ein Isomorphismus vorliegt, bedenke man, 
dass die Operationen SO? und © der durch die definirenden Relationen 
(95) bestimmten Gruppe diese Gruppe wiedererzeugen und selbst die 
Relationen (95) befriedigen. Nach dem am Schluss von § 6 gegebenen 


Princip ist also 
( 8S, 9 
SOQ’, 9) 


ein Isomorphismus der betrachteten Gruppe in sich, dieser Isomor- 
phismus ersetzt aber die Operation S?O* durch 


S8 Qb+e 
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und ist also nichts Anderes als die oben mit J bezeichnete Sub- 
stitution (96), 

Wenn also } und ¢ der Bedingung (97) geniigen, so sind die 
Fragen in bejahendem Sinn beantwortet; man kann nun den Lehrsatz 
des 20'" Paragraphen anwenden. 

Die Relationen (93) definiren dann eine Gruppe p*'* Ordnung, 
wenn mindestens eine der Zahlen b und c¢ durch p theilbar ist. Man 
erhilt so zugleich die allgemeinste Gruppe der genannten Ordnung. 


§ 47. 
Zahlentheoretische Bedingungen im Fall der Ordnung p*. 


Nach den Untersuchungen des 45' Paragraphen ist jede Gruppe 
von der Ordnung p* unter denjenigen enthalten, welche durch die 
Relationen (94) definirt werden. Wenn andererseits diese Relationen 
eine Gruppe definiren, die wirklich von der p*'** Ordnung ist — eine 
Gruppe héherer Ordnung definiren sie schon ihrer Form wegen nicht — 
so kann man die Symbole S,, S,, S, © als die nach § 45 aus der 
vorausgesetzten Gruppe von der Ordnung p* ausgesuchten Operationen 
deuten. S,, S, O erzeugen vermége der gemachtan Annahmen eine 
Gruppe von der Ordnung p’, die mit {S,,S,@} bezeichnet werden 
soll. Diese Gruppe muss in der Gesammigruppe ausgezeichnet ent- 
halten sein, und zwar erhilt man, wenn man sie mittelst der Operation 
S, transformirt, den Isomorphismus 

r ®S,, S, .S) ) 
— (5-15, 8,, S.- SS,, S, ‘OS, 


oder, wie aus den Gleichungen (94) erhellt, 


(98) Ja ( S;, S, ) 
wn ~ \S,S*O%, SO2, 0 
Aus der Gleichung 

Sp = S,' S‘e 
folgt noch (vergl. § 10 und § 46), dass der Isomorphismus J? der 
Gruppe {S,,S, ©} in sich identisch ist mit demjenigen Isomorphismus, 
der durch Transformation der Gruppe mit der der Gruppe selbst an- 
gehérenden Operation S,"S‘O* entsteht, und dass diese letztere Operation 
von der Substitution J nicht versetzt wird. 

Nun bilden die Gleichungen (93) einen Theil von den Gleichungen 
(94), und es ist ersichtlich, dass die Gruppe {S,,S,@} keine andere 
sein kann, als die durch-die Relationen (93) definirte, welche jetzt 
mit A bezeichnet werden soll. Die Exponenten b und ¢ miissen der 
Bedingung 


be =0 mod. p 
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geniigen. Unter dieser Bedingung ist die Gruppe A bereits als von 
der Ordnung p* nachgewiesen, wihrend die Gruppe p‘'* Ordnung erst 
gemacht werden soll. An die definirenden Relationen (93) der Gruppe 
A ist nun die Beantwortung von drei noch offenen Fragen zu kniipfen: 
1) ob die Formel (98) wirklich einen Isomorphismus 
der Gruppe A in sich darstellt, 
2) ob die p* Potenz dieses Isomorphismus dem ge- 
nannten cogredienten Isomorphismus gleich ist, 
3) ob im Isomorphismus (98) die Operation S,’S‘O* ihre 
Stelle behilt. 
Nehmen wir jetzt den Lehrsatz des 20" Paragraphen hinzu, so wird 
ersichtlich, dass die Bejahung dieser drei Fragen zusammen mit der 
Congruenz bc =0 mod. p die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir abgiebi, dass die Relationen (94) eine Gruppe von der Ordnung 
p' definiren. Man findet vermittelst dieser Relationen die allgemeinste 
Gruppe p*** Ordnung. 


§ 48. 
Entwicklung der Bedingungen fiir den letzten Fall. 

Die Operationen, welche in dem fraglichen Isomorphismus (98) 
an Stelle der erzeugenden Operationen S,, S und © treten sollen, 
heissen 
(99) S,S°O%, SO, 0; 
offenbar kann man aus diesen die Operationen S,, 8S, © selbst wieder 
zusammensetzen und also auch die ganze Gruppe erzeugen. Nach dem 
am Schluss des 6'" Paragraphen aufgestellten Princip hitten wir somit 
nur die Operationen (99) in die definirenden Gleichungen (93) ein- 
zusetzen. Wir erhalten 

(S,S*O/)? = (SO7)° 84, (S02) (S,S*O/) = (S,S*O/%) (S07) 0’, 
(SO7)? = @*, Or—1. 
Wenn diese Gleichungen — vermége der definirenden Relationen (93) 
und der stillschweigend hinzugedachten — richtig sind, so ist die Frage 
1) des vorigen Paragraphen zu bejahen. 

Die Berechnung ergiebt nun, dass diese Gleichungen mit Aus- 
nahme der ersten erfiillt sind, welches auch die Werthe der Exponenten 
sein mégen. Weil sich ferner 0 mit den andern Operationen ver- 
tauschen liisst, kommt die erste Gleichung darauf hinaus, dass 

(S, S¢)? = SeQseta 
sein muss. Um jetzt in dieser letzten Gleichung die linke Seite zu 
entwickeln, potenzire man die zweite von den Gleichungen (93) mit u; 


man erhiilt 
S, 1Se S, = SeQu?, 
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woraus folgt, dass 
(100) S«S, = 8, 8*ow 
ist. Nun berechnet man die Potenzen von S,S* successive: 
S,S¢S, Se = 8, (S*8,) S¢ 
Dies ist aber vermége der Formel (100) gleich 
S,(S8,S¢O°*) Se = 8,282 Qe, 





Ferner ist 
8, S¢S, S¢S, S¢ = (8,782?) (8, S*) = S,2(S82eS,) Seo 
und nach der Formel (100) gleich 
S,2(S, 8202?) S¢Oe? = §,3 SFO (1420, ; 
Ebenso 
(S, S*)* = (S, 8*)3 8, Se = (S,3S3¢OU+2%) § Se 
aus S,3(S8%°S,) Se QO (1+2) ed 
= S,3(S, S3¢@ se?) SeQ (i+2e0 
an S,1 Ste QG+2+9) eo, 
Durch Induction findet man die Formel 
#(u—1) | 
(S, Sey = SyeSueq * 
deren Allgemeingiltigkeit durch den Schluss von w auf w+ 1 leicht 
nachzuweisen ist.*) 
Die Gleichung 


b 


’ 


(S, S*)? = SeOset4, 
welche wir zu discutiren hatten, liefert jetzt 
p(p—}) ,, 
S,? S20 2 = 8° Qget4, 
oder, wenn fiir S,? und S? ihre Werthe aus den Gleichungen (93) 
eingesetzt werden, 
p(p—t), 
S:0492°0 a = §¢Qgsctd 
Man kommt also auf die Bedingung 


ae +P —» 6h = ge mod. p; 


wenn sie erfillt ist, und nur dann, ist die Frage 1) zu bejahen. 


Um nun die zweite der im letzten Paragraphen aufgeworfenen 
Fragen zu beantworten, berechne ich die Potenzen des Isomorphismus 
(98). Es ist 





*) Es liesse sich zeigen, was wir aber nicht néthig haben, dass diese Glei- 
chung auch fiir negative Werthe von wu gilt. 





~ 
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a ( 8,, S, rt 
~ \(S,S*O/) (SO*)"O%, (SO%) 0%, © 


&,, S, 7 
= (5s, s2e@2r40«, Se, @)° 
Ferner findet man 


yp ( S,, 8, 
a S, S8¢Qs/+(142I0¢, Se”, © E 


Die allgemeine Formel, die wiederum durch den Schluss von we auf 
te + 1 bewiesen werden kann, lautet: 


( 8, ? S, *) 

J” as &(u—1) . 
wf +— e 

S, gece’ * SO, (6) 


’ 


Es muss auch noch der cogrediente Isomorphismus der Gruppe A 
in sich berechnet werden, der entsteht, wenn man die Gruppe A mit 
der in ihr enthaltenen Operation S,’S‘O* transformirt. 
zuniichst nur S, transformirt, erhalt man: 


(O-*S-*S,—*) 8, (SS'O*) = S-S, S*. 
Nun ergiebt sich aus der Gleichung (100): 
S, = S-#§, S#ox?, 
und wenn die Potenz von © auf die linke Seite gebracht wird, 
S,O-#?> = S-#S, Se. 
Die Transformation von S, mittelst der Operation S,* S‘O* ergiebt also 
8,0-**. 
Die Transformation von S ergiebt vorerst 
(O-*S-*S,-*) S (S,AS'O*) = S-(S,-*SS,") Si 
Aus der Gleichung (vergl. (93)) 
8,188, = S0* 
zieht man aber die folgenden 
S,? SS,? = §,-1SS,0° = SO”, 
S,*S8S,' — S6*, 


Wenn man 


(101) re 

8,7 SS,* = SO**. 

Die Transformation von S ergiebt also 
SO”, 


Der erwihnte cogrediente Isomorphismus der Gruppe A in sich wird 
somit durch die Formel 
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S,, Ss, © 
(3 9-0 Sor, a) 


ausgedriickt. 
Dieser Isomorphismus muss mit J?” iibereinstimmen, und man 
erhilt durch den Vergleich mit der fiir J“ aufgestellten Formel 


. (p—1) 
pf+ Pt 


S, Se ' = S,0-%, 
SOr9 = SQ”? 


und mit Riicksicht auf die Gleichungen (93) 





ae+ £ = ge 
= = (6) a a 
l — (6) hb 


Somit ist die Frage 2) des leteten Paragraphen zu bejahen oder cu 
verneien, je nachdem das System der Congruenzen 


ae + 22 — " ge+ib=0 
hb = 0 


mod. p 


erfiillt ist oder nicht. 

Um die letzte Frage zu beantworten, bedenke man, dass der 
lsomorphismus (98) vermége des Ausdrucks, den wir fiir ihn in der 
Formel (98) selbst gegeben haben, das Product 

S,S*0* 
durch 
(S, S¢Os)* (SO2)° e* om (S, Sey St*QOsA+at +k 
ersetzen muss. Nun ist (s. 0.) 


h(h—1) ; 
(S, Ses = S,*S*°0 
Man findet also im Ganzen 


h(h—1) 


—_— 6 
(sage oo ) SiQ M+ gi+k 
was mit der Operation 

S,* S#@F 
selbst iibereinstimmen wird, wenn 

= D o+sh +-gi-+-k 
Sreq ? == G4 

ist. Dazu ist erstens nothig, dass he durch p theilbar ist, und dann, 
indem wir 

he = ps 
setzen, dass 


A(h-1 
= e+ shtgith 


6-76 ° == 94, 
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d. h. dass 
_— Yeb+tas+ fh-+gi=0O mod. p. 


Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, so ist die 3% Frage des letaten 
Paragraphen zu bejahen. 


§ 49. 
Anzahl der Gruppen von der Ordnung p’. 
Die Gleichungen (93) des 44'" Paragraphen ergeben, wenn die 
Bedingung 
be =0 mod. p 
erfiillt ist, eine Gruppe von der Ordnung p*, und zwar erhilt man 
auf diese Weise jede solche Gruppe. Ist nun insbesondere 


= 0 mod. p, 
so ist von den Operationen 
S,, 8, 0 


jede mit jeder vertauschbar; es liegt dann eine Gruppe vor, deren 
siimmtliche Operationen mit einander vertauschbar sind. In diesem 
besonderen Fall erhilt man also eine von den drei Gruppen: 
[p*], (y*) Ce], Ce) [pl [pl 

Zwei von diesen Gruppen zerfallen, und andere zerfallende Gruppen 
der Ordnung p* giebt es nicht. 

Nimmt man } der Null incongruent an, so besitzt die Gruppe in 
S und S, zwei Operationen, die nicht mit einander vertauscht werden 
kénnen. In diesem Fall ist ¢ = 0 mod. p, und es ist erlaubt 

c=) 

zu setzen. Man bekommt dadurch die definirenden Relationen 
(102) S,2?7—04, Sr?=—62, S,-'SS,=—SO*, Or — 1. 
Es sind hier fiir’ a und d die Reste 0,1,2,... p—1, fiir b die 
Reste 1, 2, ... »— 1 zu setzen, und es ist nun zu untersuchen, wie 
viele von einander verschiedene Gruppen auf diese Weise entstehen. 

Zu diesem Zweck erhebe man den allgemeinsten Ausdruck einer 
Operation der Gruppe 

S,*S8Or (a,8,y=—0,1,2,...p—1) 
auf die w'* Potenz. Zunichst ist 
(S,\*S? Ov)" = (S,7S%) Ore, 

Nun ergiebt die Gleichung (101), wenn in ihr h—a gesetzt und 
beiderseits mit 6 potenzirt wird, 


S,-*8# 8, _— SPQ «Re 
oder 
SPS,« = 8,« Se O«s?. 


Mathematische Annalen, XLIII. 25 
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Diese Gleichung erméglicht es nun, eine beliebige Potenz von S,*S? 
zu berechnen, gerade so wie die Gleichung (100) es erméglicht hat, 
dass eine beliebige Potenz von S,S* berechnet worden ist. Schliesslich 
findet man die Gleichung 
app Hie—)) +yu 
(S,« SOY)" — Se" SAO “ ’ 
Wird hier u« = p gesetzt, so ergiebt sich mit Riicksicht auf die Glei- 
chungen (102): 
: ad+ patapo?(P—)) 
(103) (S,* S#@r)r = © ‘ 
Jetzt hat man zu unterscheiden, ob die Primzahl p gleich 2 ist 
oder nicht. Es sei zuniichst p von 2 verschieden; dann ist > 


durch p theilbar, und die rechte Seite der Gleichung (103) ist gleich 
Q«d+8a, 

Wenn nun a und d beide der Null congruent sind, so hat jede 

Operation der Gruppe, mit der einzigen Ausnahme der identischen 

Operation, die Ordnung p, wenn aber von den Zahlen a und d eine 

der Null incongruent ist oder beide, so existiren Operationen von der 


Ordnung p*. Daraus erhellt, dass sich mindestens zwei Gruppen 
finden miissen. 


Ist a der Null incongruent, so setze man 
S,' = §,S*, 
nachdem w gemiss der Congruenz 
aw =a —d mod. p 
bestimmt ist. Man erhilt nun die Relationen 
S,\? = @*, Se?—_6, S§,'-'SS,/=—SO’, O07 =—1. 
Da die Operation S, aus S,) und S gebildet und somit die ganze 
Gruppe aus 
S,’, 8, © 
erzeugt werden kann, diirfen die neuen Relationen als definirende 
betrachtet werden. Statt S,° und S fiihre ich jetzt die Operationen 
S,” und S’ ein, welche durch die Gleichungen 
8,” = §,’*, S’ = S 
bestimmt sind. Es ergeben sich jetzt die Relationen 
S,"? = G77, §’2? = 6, §,"’-'S’S,” =S’O", Orel. 
Ueber den Exponenten v kann man noch verfiigen, 0 << v <p — 1. 
Man setze fiir v die Congruenz 
vb =a mod. p 
fest und fiihre gleichzeitig die Operation 
0’ = Oo" 
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an Stelle von © ein. Dadurch bekommt man das System 
"> mG’, S'? = GQ, §,"-18'S," = S'Q'’, OP = 1. 
Auf dasselbe System kann man in ganz entsprechender Weise die 


Gruppe zuriickfiihren, wenn man von dem Exponenten d weiss, “dass 
er der Null incongruent ist. 


Als letzter Fall bleibt derjenige tibrig, in dem a=d=0 mod. p. 
Setzt man unter diesen Umstinden 
@” = 0?" 
so ergeben sich die Gleichungen 
S?=—1, Se=—1, S§,'SS,—S0", 6’? =—1, 
welche als definirende gelten kénunen. 

Das Resultat kann also folgendermassen ausgedriickt werden: 
Wenn die Primeahl p ungerade ist, so giebt es zwei Gruppen von der 
Ordnung p*® mit nichtvertauschbaren Operationen. Man erhiilt beide 
aus den Formeln (102), indem man b mod. p der Null incongruent 
annimmt, die erste, indem man von den Zahlen a und d mindestens 
eine incongruent Null, die zweite, indem man a = d = 0 setet. 


§ 50. 
Die Ordnung 8. 
Bei der Untersuchung der Gruppen p*' Ordnung, die nichtver- 


tauschbare Operationen enthalten, wurde bis jetzt die Annahme aus- 
geschlossen, dass p=—2. Die Gleichung (103) giebt unter dieser 
Voraussetzung 
(S,«S# Or)? = Oe¢d+fat+ape . 
Jedenfalls hat man b= 1 zu setzen; fiir @ und d sind aber vier 
Fille méglich: 
a=0,d=0; a=(0,d=1; axwl,d=(; a=l,d—=—1. 
In diesen Fallen erhalt man fiir 
(S,«S?@r)? (a, B, y =9, 1) 
beziehungsweise 
O77, Oats), OFA+a), Olttay(i+s)—1, 
Man kann nun leicht berechnen, dass in den drei ersten Fallen je 
5 Operationen 2'* Ordnung vorhanden sind, wahrend im vierten Fall 


nur eine solche Operation existirt, Der vierte Fall ist also von den 
andern verschieden. 


Nimmt man aber den zweiten Fall an, so hat man nur die Operation 
S’=S8,8 
einzufiihren, wodurch man die Gleichungen 
S’?=1, S*’=—1, 8S’ 'SS’=—SO, O=—1 


25* 
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erhilt. Der zweite Fall giebt also dasselbe wie der erste, und dasselbe 
kann auch vom dritten gezeigt werden. 

Es giebt also zwei Gruppen 8" Ordnung mit nichtvertauschbaren 
Operationen. Die erste ergiebt sich aus der Formel (102), wenn das 
Zahlensystem a,b, d mit 0,1,0 oder 0,1,1 oder 1, 1,0 identificirt 
wird; die zweite Gruppe erhdlt man fir a=b=—d=1. 

Von diesen Gruppen stellt die letzte das Multiplicationsgesetz der 
Quaternioneneinheiten *) dar. Man hat, um dies zu sehen, nur zu setzen: 


O@=—-—1, S=i, 8, —j, 
und es wird dann 
SS,=—ij=—k, 
wobei fiir den Augenblick i, 7, & die Hamilton’schen Symbole 
bedeuten. 


§ 51. 


Zusammenfassung des fir die Ordnung p* Gefundenen. Vorbereitungen 
fiir eine Eintheilung dieser Ordnung. 


Fiir die Ordnung p* haben wir das System der Relationen (94) 
aufgefunden. Dieses System definirt wirklich eine Gruppe p*t Ord- 
nung, wenn die in den Paragraphen 47 und 48 genannten Bedingungen 
erfiillt sind. Die Exponenten auf den rechten Seiten der Relationen 
(94) kénnten dabei beliebig grosse Zablen sein; ja sogar, wenn unter 
diesen Exponenten negative vorkommen, so wiirden die Relationen als 
definirende einen Sinn behalten (§ 6), und es wiirden auch dann die 
gefundenen Bedingungen nothwendig und hinreichend dafiir sein, dass 
die so definirte Gruppe von der p**™ Ordnung ist. Es geniigt aber 
volistindig, die Exponenten aus der Zahlenreihe 0,1,2,...p— 1 
za nehmen. Im 48'" Paragraphen hat sich unter anderem ergeben, 
dass he durch p theilbar sein muss, und es war dann 

he = ps 
gesetzt worden. Jetzt kann man sagen, dass eine der Zahlen h und e 
jedenfalls gleich Null sein muss. Es ist also auch s = 0 zu setzen, 
so dass man auch aus der Bedingung 


= Deb +as+ fh + gi=O mod. p 
die ersten beiden Glieder streichen kann. 


Man kann somit die bis jetzt gefundenen Resultate so zusammen- 
fassen: Die Relationen (94): 


*) W. R. Hamilton, Elements of Quaternions p, 158. Man vergleiche auch 
Dyck, Math. Annalen Bd. 20, p. 43 und 44. 
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Sp = S,'S'@*, S,-18,S, = S,SeO/, SSS, = SO, SP = S-O%, 
SSS, = SQ, S?—O*, OF =1, 


auf deren rechten Seiten die Exponenten von 0 bis p —1 gehen, definiren 
eine Gruppe, welche dann und nur dann von der p'” Ordnung ist, 
wenn die Bedingungen 


be=hb=—=he=O, 


ae+ PIP") be = ge mod. p, 
(104) 1 


ae+ sae ge + ib=0 mod. p, 





fh + gi=O0 mod. p 


bestehen. Im andern Fall ist die definirte Gruppe von niedrigerer Ord- 
nung (§ 6). Jede Gruppe p'”” Ordnung ist in den Relationen ent- 
halten. 

Die Operationen der Gruppe werden nun in Reihen geordnet, so 
dass die in derselben Reihe sich nur durch eine Potenz von © unter- 
scheiden. Man erhilt so ein Schema von der schon mehrfach benutzten 
Beschafienheit, in welchem die Reihen selbst eine Gruppe p** Ord- 
nung constituiren. Es wire leicht nachzuweisen, dass man definirende 
Relationen fiir diese Gruppe p*'* Orduung erhilt, wenn man in den 
Gleichungen (94) die Potenzen von © weglisst. Die Gruppe, die so 
entsteht, hat lauter mit einander vertauschbare Operationen, wenn 
e =) ist, dagegen auch nichtvertauschbare Operationen, wenn 

e=1,2,3,...p—1. 
Aus diesem Grund behandle ieh den Fall fiir sich, dass e =O ist. Es 
ergeben in diesem Fall die zweite, dritte und fiinfte von den Glei- 
chungen (94): 
S,S, = S8,S,0/, SS, =8,SO7, SS, —S8, SO’. 
Von den letzten drei Gleichungen besagt z, B. die erste, dass es 
erlaubt ist, das Symbol S, iiber das Symbol S, hinweg nach links zu 
setzen, wofern man zugleich den Factor O/ hinzufiigt. Vermiége 
der drei Gleichungen kann man nun jedes irgendwie aus S,,5,,S, 0 
gebildete Product in die Form 
S,28,2 S87? 

umrechnen. Man findet so 

a+ (S,“ S,’ Se 0°) S, = (S,“ S,” Se0*) Overs ; 

S,-1(S," S,”Se0?)S, = (S,“S,"S¢0?) O’e-/e, 

SS! (Si "S,"8eO*)S = (S“S8,"Se0"%)0-e"-ve. 
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Daraus folgt, dass die Operation 
(105) SS," Seo? 


mit den Operationen S,, S, und S vertauschbar ist unter der Bedingung, 
dass die Congruenzen 


fy +990 
(106) — fu + be =0>} mod. p 
—gu—bv = 0 


bestehen. Bedenkt man noch, dass sich © mit allen andern Operationen 
vertauschen lisst, und dass die ganze Gruppe aus den Operationen 
S,, S,,S und © erzeugt wird, so kann man sagen: Die Congruenzen 
(106) bilden die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die Operation (105) mit allen anderen Operationen vertauschbar, d. h. 
in der Gruppe ausgezeichnet enthalten ist. 

Die Determinante der Gleichungen (106) ist 


0 fg) 
|—f 0 b\/=0. 
| og —b 0| 


Es lassen sich deshalb die Zahlen uw, v, @ aus der Reihe 

0,1,2,...p—1 
auswahlen, so dass sie den Congruenzen (106) geniigen und nicht 
simmtlich gleich Null sind. Setzt man diese Zahlen in die Formel 
(105) ein, so erhalt man eine Operation 0’, die in der betrachteten 
Gruppe ausgezeichnet enthalten und keiner Potenz von © gleich ist. 
Um das letztere einzusehen, hat man nur zu bedenken, dass die Glei- 
chungen (94) es erméglichen, jede Operation der Gruppe in eine der 
p* Formen 

S“S,"SeO" (u,v, 9,6=0, 1, 2,...p—1) 
iiberzufiihren, und dass diese Formen wegen der Ordnung der Gruppe 
verschiedene Operationen darstellen miissen. Nun sei p*(e—1, 2, 3) 
der kleinste Exponent, mit dem potenzirt die Operation ©’ einer 
Potenz von © gleich wird; wofern man jetzt 

Q, _ Q’r*? 

setzt, ist ©, eine ausgezeichnete Operation der Gruppe, von der die 
p Potenz und keine niedrigere in © ausgedriickt werden kann. 

Der betrachtete Fall laisst sich jetzt auf den anderen besonderen 
Fall zuriickfiihren, dass g = b = 0 ist. Wenn nimlich g und b nicht 
beide gleich Null sind, so haben wir nur das im 44'" und 45'" Para- 
graphen geschilderte Verfahren wiederum auf die durch die Gleichuagen 
(94) definirte Gruppe anzuwenden. Zuerst wird man wieder 0 als 
erzeugende Operation wihlen; an zweiter Stelle wird man aber jetzt 
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nicht S wihlen, sondern die Operation ©,, die soeben nachgewiesen 
wurde; dann hat man in der geschilderten Weise fortzufahren. Dadurch 
ergiebt sich eine neue Darstellung derselben Gruppe durch neue 
definirende Relationen. Diese Relationen haben die Form (94), aber 
andere Exponenten, und zwar sind nun b und g gleich 0, wihrend 
es denkbar ist, dass dafiir e wieder auftritt. Wan erhdlé also alle 
Gruppen von der Ordnung p*, wenn man die Gleichungen (94) einer- 
seits unter der Annahme b = g =O, andererseits unter der Annahme 
e=1,2,...p—1 discutirt. 


§ 52. 
Aufstellung von drei Kategorien. 


Ich suche nun die Gruppen p*'* Ordnung einzutheilen. Zuniichst 
setze ich in den Gleichungen (94) die Exponenten 6 und g gleich Null. 
Dadurch wird S mit allen anderen Operationen vertauschbar. Ich schreibe 
jetzt ©, an Stelle von S und lasse die dritte und fiinfte von den 
Gleichungen weg. Das System der Relationen bekommt dadurch folgende 
Form: 

(107) 8? =8,'0,'0F, S,-15,8, = 8,0,°0/, 8 = 0,°0%, 

0? =O", OF —1. 
Die Operationen der vorliegenden Gruppe sind alle mit einander ver- 
tauschbar dann und nur dann, wenn e und f beide gleich Null sind. 

Wir werden natiirlich die Gruppen mit vertauschbaren Operationen 
aussondern und aus ihnen eine erste Kategorie bilden. Es sind dies 
die Gruppen 

[py], (p'lCpl, [p*) Ce"), (el tel (pl, [el {p) Ce) fe). 

Es fragt sich nun, was fir Gruppen aus den Formeln (107) ent- 
springen, wenn mindestens eine der Zahlen e und f von Null ver- 
schieden ist. Die Exponenten miissen den Bedingungen (104) geniigen. 
Wiire nun h von Null verschieden, so ergiiben diese Bedingungen 

e=0, 
und da auch g im vorliegenden Fall gleich Null ist, ergiibe die letzte 
der Bedingungen: 
f=0. 
Wir miissen also h =O setzen. Die Bedingungen ergeben dann nur 
noch, dass 
(108) ae=0 
sein muss. Man berechnet ohne Schwierigkeiten, dass 
8,-"(Sp8,"0,00%) 8, — (Sy \"0,0") 0,"°0", 
S,-1(S,“8,"0 207) S, = (S,48,"0,°07) 0, -“"O-"/, 
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und dass also die p? Operationen von der Form 
0,°0° 

die einzigen sind, welche die Gruppe ausgezeichnet enthilt. Die simmt- 
lichen in der Gruppe ausgezeichnet enthaltenen Operationen bilden 
aber offenbar eine Untergruppe, die fiir die ganze Gruppe charakte- 
ristisch ist. Diese Untergruppe ist hier von der Ordnung p?, und die 
Gruppe p*'* Ordnung ist jedenfalls nicht dieselbe in zwei solchen 
Fallen, in denen sich die charakteristische Untergruppe als verschieden 
herausstellt. Diese Untergruppe ist durch die Relationen 

0? =—0*, Or=—1 
definirt; sie ist also cyklisch oder nicht, je nachdem a von Null ver- 
schieden oder gleich Null ist. 

Ich bilde demgemiiss eine zweite und eine dritte Kategorie von 
Gruppen p*'* Ordnung. Beide Kategorien ergeben sich aus den Glei- 
chungen (107), indem man h=O und von den Zahlen e und f eine 
als von Null verschieden annimmt. Die Gruppen der zweiten Kategorie 
werden dann dadurch erhalten, dass a = 0 gesetzt wird, und die der 
dritten dadurch, dass a=1,2,...p—1 gesetet wird. Im letzten 
Fall zieht die Bedingung (108) noch nach sich, dass e—0O und 
also f von Null verschieden sein muss. Im Uebrigen sind die Ex- 
ponenten beliebig. Fiir die dritte Kategorie liisst sich das Formel- 
system noch vereinfachen. Da niimlich a von Null verschieden ist, 
kann man a’ der Congruenz 

aa’ =1 mod. p 
gemiiss bestimmen. Es ist dann 
O=—6°?, 0'/O'=—6,", 0,°07=—90,", 0/=—9,!. 
Dabei kénnen die Exponenten m und m wegen der in i, k, c, d 
steckenden Willkiir noch irgend welche Zahlen aus der Reihe 
0,1,2,...p? —1 
sein; 1 dagegen muss, da f von Null verschieden sein sollte, gleich 
einer Zahl der Reihe 1, 2,...p— 1 gesetet werden, die definirenden 
Relationen fiir die dritie Kategorie kinnen jetet in die Form 
(109) S?=—0,", S?=—0,", S8,S,S,=—S8,0,", O=—1 
gesetat werden. 


§ 53. 
Aufstellung der vierten Kategorie. 


Ks soll jetzt eine vierte Kategorie aus denjenigen neuen Gruppen 
gebildet werden, die aus den Gleichungen (94) hervorgehen, wenn einer 
der Exponenten 6 und g von Null verschieden ist. Den Fall, dass 
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e=0( ist, haben wir jetzt nicht mehr zu beriicksichtigen. Er kann 
nach § 51 keine neuen Gruppen geben. Nimmt man aber den Ex- 
ponenten e verschieden von Null an, also gleich 1, 2,...p— 41, so 
erhailt man stets eine Gruppe, die keiner der drei ersten Kategorien 
angehért. Um dies einzusehen, transformire man die Operation 


S.“S,"S¢°O? (u, v, e, 6 =0, 1,2,...p—1) 
mit S, und mit S,. Bei dieser Berechnung gestatte man sich, die 
Potenzen von 9, die ja mit allen Operationen vertauschbar sind, 
zunichst einfach wegzulassen. Die Rechnung ist dann geradeso zu 
vollfiihren, als ob S, und S, mit S vertauschbar wiiren, und als ob die 
Stellung zweier Symbole S, und S, nach der Regel 

S,S, = 8,8, 8° 
veriindert werden diirfte. Nachdem die ganze Rechnung beendigt ist, 
muss man eine Potenz von © beifiigen, um deren Exponenten wir uns 
aber nicht weiter kiimmern wollen. So ergiebt sich 
S,-1(S.“S,"Se@%) 8, = (S,“S8,"S¢02) Se 6”, 
S,1(S,“8,"S¢@") S, = (S,“S,"S¢O2)S—# Or. 
Nun ist e von Null verschieden. Die Operation 

S,#S,"Se@? (w, ¥, @, 6 = 0, 1,2,...p — 1) 
kann vermége der gefundenen Gleichungen jedenfalls nur dann in der 
Gruppe ausgezeichnet enthalten sein, wenn uw = v = 0 ist, d. h. wenn 
die Operation von der Form 

Seer (0,6 =0,1,2,...p—1) 
ist. Es miisste aber dann auch 

(Se@O*) 0-9 = Se 
und, wenn @=1,2,...p-—1 wiire, auch S in der Gruppe aus- 
gezeichnet enthalten sein, Letzteres ist augenscheinlich nicht der 
Fall, weil in den Gleichungen 
S,—'S S, = SQ’, S,-SS, = SQ? 

einer der Exponenten g und 6 sicher nicht gleich Null ist. Also liegt 
eine Gruppe vor, in der nur die Potenzen von 0, also nur p Opera- 
tionen ausgezeichnet enthalten sind, und man hat folglich in der That 
einen neuen Fall. 


Es miissen die Gleichungen (104) bestehen, und da jetzt e von 
Null verschieden ist, ergeben diese Gleichungen, dass h = ( zu setzen 
ist. Liasst man nun vorliiufig wieder die Potenzen von © weg, so 
gewinnen die Gleichungen (94) folgendes Aussehen: 


(110) 8,7 =S', §,-18,8,=S,S*, S,SS,=S, 8S —=S*, 
S,-'SS, = S, SP? = 1. 
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Dieses Gleichungssystem ist im Grunde dasselbe wie das System (102), 
wenn man 


S,, 8,, 8 
beziehungsweise mit den Operationen 
8,, 8, © 
von (102) identificirt. Die Rechnungen, welche zur Vereinfachung des 
Formelsystems (102) benutzt worden sind, lassen sich nun auch hier 


anwenden. Ist z. B. ¢ eine Zahl aus der Reihe 1,2,...p—1, und 
p > 2, so setze man 
(111) S” = (S, S,”)°, S" = S,°, S= Se, 


wobei v und w sich durch die Congruenzen 


cw=c—it 


. } mod. p 


bestimmen. Fiihrt man die Operationen S”, S’ und 8, ein, so erhiilt 
man nach (110): 
S"rP=§,, S8’-1S’S” =S8'S8,, 8”"8,8" =—8,, S'? =, 
S’-8,S°'=8,, S?—1. 

Fiihrt man nunmehr drei Operationen S”, S’ und S, ein, die durch 
(111) bestimmt sind, wobei aber in (111) die Operationen S,, S, und S 
als den Relationen (94) geniigend angesehen werden, und zugleich h= 0 
ist, so muss sich ergeben: 

S”? = §,0", S”-1S8’S” = 8’S,0", 8S”—18,S” = 8, 0°, S’? = 8,0, 

S’-18, 8’ ee S,9*, So? = QQ’, 0? —1, 


os =C¢ 


wobei m,n, s,¢t, x, y Exponenten sind, tiber die, bei dieser Art der 
Ableitung, vorliufig nichts Niheres gesagt werden kann 

Nun ist in den beiden Paragraphen 49 und 50 fiir p > 2 gezeigt 
worden, dass die Gleichungen (102), wenn b der Null incongruent ist, 
auf zwei typische Formen fiihren. Diese Formen sind, wenn wir die 
Bezeichnungen der Gleichungen (110) anwenden, 


1) SP=S, S,S,S,=—S,S8, S,1SS,—S, S—S, 8,88, =S, 


Sr—l1, 
2) SP—1, 8,S8,8,—8,8, 8,"SS,—S, 82—1, 8,-188,—S, 
Sre—l. 


Wenn wir hier Potenzen von © hinzufiigen, kommen wir auf zwei 
Systeme von folgender Form: 


419 { SP? = SO, S,18,8, = 8,S8O/, 8,188, = SOr, 8” = SO%, 
(112) ) "2 2 
S, 8S, = SO’, S? = O*, OP = 1. 
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Sp =O, S,-18,S, = S,SO/, 8,188, = SO, 8,» = 64, 


(113) { 
S,1SS, = SO’, S? — O*, OP = 1. 


Jede Gruppe p*' Ordnung von der vierten Kategorie muss in einem 
dieser beiden Systeme enthalten sein. 

Ueber die neuen Exponenten, die wir jetzt mit 

a,b, d,g,f,k 
bezeichnen, wissen wir vorliufig nichts; allein wir haben jedenfalls 
auch hier 6 und g nicht beide gleich Null anzunehmen, denn sonst 
enthielte die Gruppe p? ausgezeichnete Operationen und kénnte nicht 
der vierten Kategorie angehéren. Ferner miissen die Bedingungen 
(104) auch jetzt wieder erfiillt sein. Wenden wir diese Bedingungen 
auf die Formeln (112) an. Es liegt hier ein Specialfall der Gleichungen 
(94) vor, in welchem 
h=0, i=1, eml, c=1 

ist. Die Bedingungen (104) liefern daher der Reihe nach 


b=0, a=g, a + 2—) 4 =0 mod.p, g=0, 


d. h. also 
° a=b=g=0. 
Dies ist aber der ausgeschlossene Fall, in dem } und g beide gleich 
Null sind. 

Es kann also nur das Formelsystem (113) in Betracht kommen. 
In diesem Fall ist 

h=0, i=0, el, c=V0. 

Die Bedingungen (104) ergeben nun 


a+ 228 b=0 
mod. p. 
(ean 

a + PP) g=0 


Ist p eine ungerade Primzahl, so ist a = 0, und die Exponenten bleiben 
im Uebrigen uneingeschriinkt. Wenn aber p = 2 ist, so ergiebt sich 
a=— b=-—g mod.2, 

und da b und g nicht beide gleich Null sein sollen, so ist 
a=b=g=1 
zu setzen. 
Die Gruppen p**” Ordnung von der vierten Kategorie sind also, 
wenn p ungerade ist, in den Formeln 


S,? =0', S,-18,8,—S8,S0/, S,'SS,=—SO7, S»—04 
(114) 2 ? 2 “2 1 2 2 ’ 1 ? 
S,7SS, = SO’, S? = - Or = 1 
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enthalten, wenn aber p= 2 ist, so hat man statt dessen die Glei- 
chungen: 


115 S,2— 0, S,-'1S,S8,—S8,SO/, S,18SS,—S0, 8? — 04, 
— SSS, = SO, S'=0, @—1. 
Die Systeme (114) und (115) geben auch stets Gruppen von der genannten 


Beschaffenheit, wenn in dem ersten System mindestens eine der Zahlen b 
und g aus der Reihe 1,2,...p—1 genommen wird. 


§ 54. 
Zweite Kategorie. 
Es handelt sich jetzt um die Erérterung der in dem Formelsystem 
S? =0,'O', S,S,—8,8,0,°0/, 5S? —6,°07, O7—1, OF—1 
enthaltenen Gruppen (vergl. § 52), wobei die Exponenten e und f nicht 


beide gleich Null sind. Man bezeichne mit U und U’ irgend zwei 
Operationen der Gruppe: 


U = 8,°5,°0,709 (a, B,y,9 = 0, 1,2,.. a 1), 
U’ = S,* S," 0,7 6" (a’, B, y’, 8’ = 0, 1, 2,...p — 1); 
nach einer schon mehrfach, z. B. im 49%" Paragraphen, benutzten * 
Methode berechnet man nun folgende Ausdriicke: 
U3 U0 U-i = O, (@ apd . Ole B—ae')/ 
= (0,°O/)¢ 6-20’, 
apPiP—) 
(116) UP = (0,'0*)*(0,°07)7 (0,04) * 
Die Gesammtheit derjenigen Operationen der Gruppe, welche in die 
Form 
oy “CoG ¢- 
gesetzt werden kénnen, besteht somit aus den siimmtlichen Potenzen 
der Operation 
0,°O0/. 
Diese Potenzen machen eine Gruppe aus, die von der p' Ordnung 
ist und mit H bezeichnet werden soll. 
Wegen der Gleichung (116) nehme ich zuniichst wieder an, dass 
p > 2 ist; es ergiebt sich dann 


(117) Ur = (0,'0*)« (0,°07)?. 
Diejenigen Operationen der Gruppe, die in die Form 
UP 


gesetzt werden kénnen, bilden also eine Untergruppe K. Je nachdem 
nun die Operationen 
9,'0*, @,°0" 
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beide gleich der Identitiit, oder nicht beide gleich der Identitit', aber 
von einander abhingig*), oder von einander unabhingig sind, wird 
die Gruppe K die Ordnung 1 oder p oder p? besitzen. In dem 
mittleren von diesen zuletzt genannten drei Fallen ist noch darauf zu 
achten, ob die Untergruppe K mit der Untergruppe H iibereinstimmt 
oder nicht. Dieser Fall theilt sich also, und es erscheinen dadurch 
vier Fille. Offenbar ist die Ordnung der Untergruppe K und das 
Verhalten dieser Untergruppe zur Untergruppe H fiir die ganze Gruppe 
charakteristisch. Zwei Gruppen p*'*' Ordnung, welche zwei verschie- 
denen von den genannten Fallen angehéren, kénnen nicht holoedrisch 
isomorph sein, und jeder der Fille kommt vor, weil die Exponenten 
i, k, ce, d, e, f entsprechend gewahlt werden kénnen. 

Es liisst sich nun zeigen, dass jedem Fall nur eine Gruppe ent- 
spricht, so dass also genau vier Gruppen in der betrachteten Kategorie 
vorhanden sind. Im ersten Fall ist i =k —=—c=—d=0O, und wenn 
man 

0,°0/ = 0’ 
setzt und irgend eine von 0’ unabhiingige, aus © und 0, ableitbare 
Operation mit ©” bezeichnet, so findet man als definirende Relationen 

SP—1, S,S,—8,8,0, Se—1, Or—1, O’rP =i, 
Man hat eine zerfallende Gruppe vor sich. 

In den andern Fallen mége ©’ irgend eine primitive Operation 
der mit H bezeichneten Gruppe bedeuten, und 0” ganz so wie vorher 
gewahlt werden. Als zweiter Fall wird nun derjenige angesehen, in 
welcheni die Gruppe A von der p'*" Ordnung ist und mit H iiberein- 
stimmt. Es ist dann 

6,°0/ = 90", 0,/6'= OO", 0,°04 = 6". 

Der Exponent / ist der Null incongruent, ebenso einer von den Ex- 
ponenten m und ». Wir wollen annehmen es sei 

m=1,2,..,p—1, 
der andere Fall kann ebenso behandelt werden. Man bestimme jetzt 
(vergl. § 49) w durch die Congruenz 

nw =n — m mod, p 
und v gemiiss der Bedingung 

vl =n mod. p. . 
Wenn man nun statt S,, 8,, 0,, O als erzeugende Operationen 
einfiihrt 
8,’ = (8,5,"), 8 =8,", 0, =O" 

und ©”, so erhdlt man die Relationen: 


*) D. h. eine sei Potenz der andern 
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S,? = 0,', S/S =8,'S,/0,, S?=—0,, 0,7? =1, OP —1. 
Es liefert auch dieser Fall eine zerfallende Gruppe. 

Im dritten Fall ist die Gruppe K auch von der p” Ordnung, 
stimmt aber nicht mit H tiberein. Man kann nun die oben beschriebene 
Wahl von ©” so einrichten, dass die Operation 0” aus der Gruppe K 
genommen wird. Es ist dann 

6,°6/ = 6"', 6/6! = 6"", 0,°O4 = 0"*, 
und es gilt von den Zahlen 7, m,m dasselbe wie vorhin. Ich nehme 


wieder an, dass » der Reihe 1,2,...p — 1 angehért, und bestimme 
w durch die Congruenz 


nw = — m mod. p. 
Setzt man jetzt 
S, = 8,8,°, 0,—06"*, 0,— 906", 
so erhdlt man die definirenden Relationen: 
S,?=1, 8,8, —S,8,0,, 8?—0,, O%—1, Or—1. 


Um noch den letzten Fall zu erledigen, bedenke man, dass der 
Ausdruck (117), wenn a@ und @ alle Zahlen von O bis py — 1 durch- 
laufen, die simmitlichen p? aus 0 und 0, ableitbaren Operationen 
darstellt. Man wihle wieder 0’ und 0” in der angegebenen Weise. 


Man kann nun zwei Operationen S,’ und S,’ der Gesammtgruppe so 
finden, dass 


S,? — 0’, S,'? — Qe”. 
Diese Operationen S,’ und 8,’ sind von der Ordnung p? und kénnen 


nicht aus ©’ und ©” gebildet werden. Es kann aber auch keine 
Gleichung von der Form 


S,’ = S,*0'" 8”” 
bestehen , weil aus einer solchen Gleichung folgen miisste, dass 
S,'? = 8, °°. 


Es zeigt sich jetzt, dass man aus S,', S,,, 0 und ©” wieder die ganze 
Gruppe erzeugen kann. Man kommt, indem man diese erzeugenden 
Operationen einfiihrt, auf die definirenden Relationen 

S,?=6", S,'S, =—S,'S8,60", 8/7=—0', Or—1, O'P—1. 


Die mittlere Relation ergiebt sich aus dem Umstand, dass jede Operation 
von der Form 


S58,’ 8, 8,’-* 
einer Potenz von ©’ gleich sein muss. Ueber den Exponenten s ist 
weiter nichts bekannt, als dass er eine von den Zahlen 1, 2,...p—1 
sein muss, weil sonst keine Gruppe der betrachteten Kategorie vor- 
liegen kénnte. Bestimmt man wieder v durch die Bedingung 


vs =1 mod. p 





a LT 
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und fiihrt man statt S,’, S,’, 0’ und ©” die ve" Potenzen S,”, S,”, ©,', 0,” 
dieser Operationen ein, so erhdlt man als definirende Relationen: 


Yr ” ” ” ” ’ , ” , , ” 
S,'? = 0), 8, 8, = 8, 8, 0), S, P= Q,, 0,°7=1, 0, P= 1. 


§ 55. 
Zweite Kategorie in der Ordnung 16. 

Es ist noch zu erértern, was geschieht, wenn die Primzahl p = 2 
ist. Die Formel (116) geht unter diesen Umstinden in die folgende tiber 
(118) Ur = (0,'0%)« (0,02) (0,°0/)#8. 

Ich setze wieder 
8,°O/ = 0’. 


In diesem Fall besteht die Gruppe H lediglich aus den Operationen 1 
und 0’; es ist also 0’ die einzige nichtidentische Operation, welche in 
die Form 


U’-"U0U'U 
gesetzt werden kann. Ferner wiren die Operationen von der Form 
Ur 


wieder zu betrachten, die aber jetzt nicht nothwendig eine Gruppe 
ausmachen. Man hat nun zwei Méglichkeiten in Betracht zu ziehen: 
entweder ist jeder der beiden Ausdriicke 
0,'0*,7 8,°0" 
durch 9’ darstellbar, oder einer von beiden ist es sicher nicht. Tritt 
der erste Umstand ein, so sind alle Operationen von der Form U? in 
der Operation ©’ ausdriickbar, andernfalls nicht. Die Operation ©’ 
spielt aber eine ganz besondere Rolle in der Gruppe, derart, dass zwei 
Gruppen von der betrachteten Art nur so holoedrisch isomorph sein 
kénnten, dass die Operationen, welche beiderseits die Rolle von 0’ 
spielen, einander zugeordnet wiren. Also bedeuten offenbar die 
erwihnten beiden Méglichkeiten zwei verschiedene Arten des Verhaltens, 
die fiir die Gruppe charakteristisch sind. 
Das eine Mal hat man nun 


Ofer =O", O°O7=—0'" (m,n=—0,1), 


und da S,, S, und @’ fiir sich eine Gruppe 8'* Ordnung erzeugen, ist 
leicht zu sehen, dass die Gruppe 16‘ Ordnung zerfillt, als directes 
Product einer Gruppe 8 und einer Gruppe zweiter Ordnung dar- 
stellbar ist. Die Gruppe 8' Ordnung kann nun nach dem Friiheren 
auf ihre einfachste Form gebracht werden, wobei wir zweierlei erhalten 
kénnen. Die Gruppe 16' Ordnung ist deshalb durch eines von den 
beiden folgenden Systemen dargestellt: 
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S,2=1, S,/S8,—S,8,6, §,'2=1, O%=—_1, O"'2=—1 
oder 
S,7=—6, 8,S,;—S,'S,0'", 8,*=—6, O2—1, O"?—1. 
Wir haben hier zwei verschiedene Gruppen vor uns. Die erste hat 
nimlich, wie die Formel (118) zeigt, 11 Operationen von der Ordnung 2, 
die zweite 3 solche Operationen. 
Tritt nun aber der andere Umstand ein, dass von den Operationen 


6,'0F, @,°07 


jedenfalls eine nicht in © ausgedriickt werden kann, so gelte dies von 
der ersten Operation: 


6,'O' = 6”. 
Ferner sei 
6,°O? = 6”*6"'. 
Setzt man jetzt 
S, = §,'8,, 
so giebt die Gleichung (118) 
8,2 == O''+s, 


Fiihrt man nun S,, 0’, 0” als neue erzeugende Operationen ein, indem 
man S, beibehilt, so erhiilt man entweder 


S,2— 6”, S,-'8,'S,=—S8,'0', S,*—6', G2—1, O'?=—!1 
oder 
S,2— 6”, S,S8,/S,—8,0, S/?—1, O%—_1, O’2?=—1 


als definirende Relationen. Diese beiden Systeme repriisentiren ver- 
schiedene Gruppen, und zwar enthilt die erste 3, die zweite dieser 
Gruppen 7 Operationen zweiter Ordnung. 

Es hat sich also ergeben, dass auch im Fall p* = 16 vier Gruppen 
der zweiten Kategorie angehiren, und zwar sind diese Gruppen durch 
dieselben Formelsysteme dargestellt, die fiir em ungerades p im vorher- 
gehenden Paragraphen gefunden worden sind. Dies beruht aber auf 
der besondern Wah! der Grundformeln. 

In der zweiten Kategorie der Gruppen p‘'* Ordnung fanden sich, 
ob p > 2 war oder gleich 2, zwei zerfallende Gruppen. Man kann 
umgekehrt Gruppen p*'* Ordnung als directe Producte zu bilden suchen ; 
es zeigt sich dann, dass ausser den beiden gefundenen Gruppen und 
ausser den nichtcyklischen Gruppen der ersten Kategorie keine zer- 
fallenden Gruppen in der betrachteten Ordnung existiren. 
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§ 56. 
Dritte Kategorie. 


Die dritte Kategorie ist durch die Formeln (109) dargestellt : 
Sr =—6,", S?—90,", §,S8,—S8,5,0,'?, Or —1. 
Hier bedeutet 7 eine Zahl aus der Reihe 1,2,...p— 1, und m und 
n gehdren der Reihe 0,1,2,...y?— 1 an. Zunichst berechnet man 
wieder die Potenzen der allgemeinen Operation 


S.<S6@7 gene coygp-ate: 3 
2 er y =0,1,2,...p?-—1 
Ks ergiebt sich 


(u—1) 
ap ip WO + wy 


(1 19) (S,* S,? 0,7) =: S,¢# See 0, 
Bedeutet p eine ungerade Primzahl, so folgt aus dieser Gleichung, dass 
(120) (S,2 8,2 0,7)? = O,emt8 +P, 


und man kann jetzt zeigen, dass verschiedene Fiille vorliegen, je 
nachdem m und » beide durch p theilbar sind oder nicht. Im ersten 
Fall zeigt die Gleichung (120), dass eine beliebige Operation der 
Gruppe, wenn sie mit p* potenzirt wird, die identische Operation 
ergiebt, im andern Fall sind Operationen von der Ordnung p* vor- 


* handen, indem eine von den Operationen S, und S, jedenfalls diese 
Ordnung besitzt. 


Im ersten Fall haben die Congruenzen 
m+ pw =0 P 
n+pv =0 weld 
Lésungen, und wenn man 
(122) S” = §,6,°, S’=8S8,6,", O=— 6; 
als neue erzeugende Operationen einfiihrt, so ergeben sich die definiren- 
den Relationen 
S’rP=<-1, S’?=—1, S’S”"=—S"S’O'?, Or —1. 


Im zweiten Fall wollen wir annehmen, dass beispielsweise der 
Exponent nicht durch p theilbar sei. Man bestimme 2 durch die 
Congruenz 


(121) 


m+ nz =0 mod. p? 
und y durch die Congruenz 
ly =n mod. p. 
Wenn man nun die Operationen 
S” == (8,5,*)), 0’ = 0," 
einfiihrt, so erhdlt man die Relationen 
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S"e—=1, §?=—0', §,8”—S8"S,0'?, Orel. 
Es fiihrt also jeder der beiden Fiille gerade auf eine Gruppe. 

Ist die Primzahl p gleich 2, so ergeben sich dieselben Formelsysteme 
als Resultat. An Stelle der Gleichung (120) tritt in diesem Fall die 
folgende 

(S,2S8,20,7)? nti Ota thatteftty | 
die fir p= 2, 1— i, w= 2 sofort aus (119) sich ergiebt. Wiederum 
ist der Fall, in dem m und m beide durch 2 theilbar sind, ginzlich 
verschieden von demjenigen, in welchem eine der Zahlen m und n 
ungerade ist. Im ersten Falle bestimme man w und v aus den 
Congruenzen (121) und fiihre dann die Substitution (122) aus. Man 
erhalt dann wieder 
S“*an 1, S’2—1, S'S” =8"S'@?, O'4—1. 
Im zweiten Fall definire man x durch die Bedingung 
m + (n+2)x2 =0 mod. 4, 
indem man » als ungeraden Exponenten, also » gleich 1 oder 3, 
annimmt. Nachher setze man 
S" = (S,5,7)", = 0,", 
und es ergeben sich die Relationen 
S”?=n1, §2—=6, §,8S°—S8"S,0?, Of—1. 

Unter allen Umstiinden enthilt also die dritte Kategorie der Gruppen 

pi" Ordnung genau zwei Gruppen. 


§ 57. 
Eine Eigenschaft einer der gefundenen Gruppen. 
Die Gruppe, welche durch die Formeln 

S’r?=1, Se=—1, SS’=S'SOr, Or—1 
dargestellt ist, kann nicht aus zweien ihrer Operationen erzeugt werden. 
Fiir ein solches Verhalten diirfte wohl, abgesehen von zerfallenden 
Gruppen, kein Beispiel bekannt sein, wahrend wir hier eine nicht- 
zerfallende Gruppe haben (§ 55 Schluss). 


Um bei der vorliegenden Gruppe die erwihnte Eigenschaft nach- 
zuweisen, nehme ich zwei Operationen an: 


(123) S’eS*e°, S'S” er. 

Zunachst mége der Fall untersucht werden, dass 
uv’ — wv =0 mod. p. 

In diesem Fall ist es méglich, die Congruenzen 


pa — wp =0 ' 
va — »’B=0 mod, p 
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so zu befriedigen, dass die Zahlen « und # sich nicht beide als der 


Null congruent ergeben. Durch Rechnung findet sich dann, dass die 
Ausdriicke 


(S’#S'e@)7, (S’" S*Q7)8 
sich nur um eine Potenz von © unterscheiden. Eine der Operationen 
(123) kann also in der andern und in © ausgedriickt werden; da aber 
die p’* Potenz irgend einer Operation der Gruppe (vergl. (119)) in 0 
ausdriickbar ist, so sieht man jetzt, dass aus den Operationen (123) 


keinesfalls mehr als p* Operationen gebildet werden kénnen. 
Wir genken uns also jetzt, dass 


uv —urv 
mod. p der Null incongruent ist. Irgend ein aus den Operationen 
(123) gebildeter Ausdruck hat nun die Gestalt: 
(S’# S927 (S’#’ S” O79 (S’“ Sor) (S'’ S” er) .... 
Wenn ein einzelner Ausdruck von dieser Form vorliegt, so kann man 
allmihlig alle die Symbole S’ an das linke Ende schaffen. Wegen 
der Relation 
SS’= S'SoQ” 
hat man dabei jedesmal 0” hinzuzufiigen, so oft man ein Symbol S’ 
itiber ein Symbol S linkswirts hinweggesetzt hat. Vereinigt man nun 
alle die Symbole S’, nachdem sie alle links stehen, und vereinigt 
man schliesslich auch die Symbole S und die Symbole 9, so erhiilt 
man 
(124) Seat eb dtu I++) Sry tet I +¥ OH) 
>< OAr+ et +a (G+S+- tap | 


Dabei ist x eine Zahl, um deren Beschaffenheit wir uns nicht weiter 
kiimmern; es geniigt zu wissen, dass x eine ganze Zahl ist. 

Wir untersuchen jetzt, ob der gefundene Ausdruck einer Potenz 
von © gleich sein kann. In diesem Fall miissen die Congruenzen 


u(ytet-::) + aa oe wi 
viptete) tv (FEF) SOF BOOP 


bestehen. Diese Congruenzen ergeben aber, weil wv’ — w’y der Null 
incongruent ist, dass 


yte+-::- SO 3 
mod, p. 
d+E+---=0 . 
Nun gewinnt der Ausdruck (124) die Gestalt 
Q’?, 


Es kénnen also nur diejenigen Potenzen von © in den Operationen 


26* 
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(123) ausgedriickt werden, die Potenzen von ©” sind. Keinenfalls 


also kénnen alle Operationen der Gruppe aus zweien von ihnen ge- 
bildet werden. *) 


§ 58. 
Vierte Kategorie. Vereinfachung der Formeln (114). 
Um die Anzahl der Gruppen vierter Kategorie zuniichst fiir p> 2 
zu bestimmen, vereinfachen wir die Formeln (114). Von den Ex- 
ponenten b und g ist einer von Null verschieden. Man kann aber 


unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, dass g von Null verschieden 
sein soll; wenn man niamlich: 


8,°= 8,1, 8," =8, 

setzt, so erhalt man als neue definirende Relationen 

"? == Q-7, 8,°—"8,"' S," = 8," Sos e 8,” SS," = Se-*, 
S,"? = OF, 8S," SS," = Ser, Se—1, Or—1, 
in denen —b, oder was dasselbe ist p—b, die Rolle spielt, die vorher 
g gespielt hat. 
Bestimmt man nun v aus der Congruenz 

vg + b=0 mod. p 


S, ‘= S,° S; 
ein, so ergeben die Gleichungen (114), in denen jetzt 0<g<p—1 
angenommen wird: 
S?=0', S,-'S,S,—S8,SO0/, S,-'SS,— SO, S,'r7— 07, 
S,/-8S,'=—S, Seal, Or=— 
Die vierte von diesen Gleichungen ergiebt sich niamlich durch den 
schon friiher benutzten Kunstgriff, dass von den Potenzen der Opera- 


tion © abgesehen wird. Dadurch erhilt man aus (114) die Glei- 
chungen 


und fihrt 


SP=1, S'S,S,—S8,8, Sre—1, Sr—1 
zwischen drei Symbolen S,, S,, S, von denen das letzte mit den 
andern vertauschbar ist. Es ist dann die p'* Potenz eines beliebigen 
Ausdrucks von der Form 
S,*S,6S7 

gleich der Identitat (vergl. § 49). So ergiebt sich, wenn die Potenzen 
von © wieder beriicksichtigt werden, dass vermége der Gleichungen 
(116) die Operation 


*) ‘Die Eigenschaft, von der hier die Rede ist, kommt auch einer der Gruppen 
zu, die in dem Formelsystem (55) enthalten sind. Man hat nur in den Formeln 
(55) die Zahlen a und 6b gleich zu nehmen und zwar gleich einer Zahl, die mod. ¢ 
zum Exponenten p gehort. 
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Sy? = (8,"5,)? 
gleich einer Potenz von © sein muss. 


Es kénnen nun die Gleichungen noch weiter vereinfacht werden. 


Setzt man namlich 
SOf=— 8’, Q@7 = 0’, 


so erhalt man als einfachste Darstellung der Gruppe vierter Kategorie: 
125) Sp = O'*, 8,1S,'8, = 8,8’, 8,-18’S, = 8’, 8? = O'", 
( ov) S, 18'S,’ = 8’, S’?P = 1, Q'r=—1, 


wobei p > 2 angenommen ist. 


§ 59, 


Bedingungen fiir den Isomorphismus von zwei in den Formeln (125) 
enthaltenen Gruppen. 


In diesen Gleichungen kann man wieder die Buchstaben 0, S, S,, S, 
zur Bezeichnung der Operationen verwenden. Wir denken uns jetzt 
zwei Gruppen G und G’, G definirt durch die Gleichungen 


S,? = O', S,18,8, = 8,8, S,1SS, = SO, Sr = 0%, 


(sa) 8,88, = 8, S?=1, OP=—1 


und G’ definirt durch das System 
js? = Q’*, 8,’-18,'S,' = 8,8’, 8,'-'8' 8, — 8'6', 8’? = 8", 
| S,’—1 8S,’ = 8S’, 8S’? = 1, OP? = 1, 


Es ist die Frage, unter welchen Umstinden G und G’ holoedrisch 
isomorph sind. : 

Nun sind die Potenzen von O die einzigen Operationen der Gruppe 
G, die mit allen andern Operationen vertauschbar sind; dies ist im 
53'" Paragraphen bewiesen worden. Zugleich geht aus dem betreffen- 
den Beweis hervor, dass jede Operation von der Form 

Seer 

nur um eine Potenz von © geindert wird, wenn man sie mit irgend 
einer Operation der Gruppe transformirt, und dass die Operationen 
dieser Form die einzigen von der genannten Kigenschaft sind. Ferner 
ist S, sowohl mit © als mit S vertauschbar, und es sind die Opera- 
tionen von der Form 


(127) 


S,"Seor 
die einzigen, die mit jeder Operation von der Form 


Sees 
vertauschbar sind. 
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Bedenkt man ausserdem, dass genau das Entsprechende von der 
durch die Gleichungen (127) definirten, aus 0’, S’, S,’, S,’ erzeugten 
Gruppe ausgesagt werden kann, so kommt man zu dem Resultat: 
Wenn die beiden Gruppen G und G’ holoedrisch isomorph sind, so 
entsprechen den Potenzen von © die Potenzen von 0’, den aus © und 
S ableitbaren Operationen von G die aus 0 und S’ ableitbaren Opera- 
tionen von G’ und endlich den Operationen von der Form 

S,” See 
die Operationen von der Form 
S\" S¢or. 

Nehmen wir jetzt an, dass Isomorphismus bestehe, und dass den 
Operationen 9’, S’, S,, 8,’ von G’ die Operationen ©, S, S,, S, der 
Gruppe G entsprechen, so ist nothwendig 

S, = 8,“8,"S°O°. 
Dabei miissen die Exponenten w, y, ¢, v, 9,6 im Rahmen von 0 bis 
p — 1 gedacht werden, wihrend u,v, a, wu der Reihe 1,2,...p—1 
angehéren, Wegen der isomorphen Beziehung miissen nun die Opera- 
tionen 9, S, S,, S, denselben Relationen geniigen, wie die ent- 
sprechenden Operationen 0’, S’, S,’, S,, d. h. es miissen die Glei- 
chungen 
(129) | S.?=0*, 8, ‘S, 5, = 5, 8, 5"S 8, = S06, 5”? =6", 
\ E“3iaS, Pat, P=! 
bestehen. 
Umgekehrt, wenn die Opertionen der Gruppe G: 
oe, S7ev, S,7SO7, S,“S,"SeOr, 
in welchen die Exponenten den genannten Bedingungen geniigen, die 
Gleichungen (129) befriedigen, so haben wir damit vier Operationen 
von G, die zusammen die Gruppe G wieder erzeugen und welche die 
definirenden Relationen (127) der Gruppe G’ erfiillen. Daraus aber 
folgt nach einem schon vielfach benutzten Schluss, dass die Gruppe G 
mit der Gruppe G’ holoedrisch isomorph ist. 


§ 60. 
Entwicklung der Bedingungen. 


Jetzt ist zu untersuchen, wann die Gleichungen (129) sich erfiillen 
lassen. Im Hinblick auf die in (128) gegebenen Ausdriicke von 


0, S, S,, S, lauten diese Gleichungen folgendermassen: 
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(S," S,"S¢@*)? — QF, 
(S,*8¥@") (8+ 8," Se@*) — (Sy"8,rSe@%) (S," 840%) (S*O"), 
(S°@”) (S,“ S,”"S?Q?) — (S,“ S,”7Se0*) (S°0”) 6", 





(130) (S,*S7 0+)? = O's, 
(S*O*) (8,+8¥6") — (S,*8¥6") (S*O*), 
(S*@r)? = 1, 
Qru = 1. 


Diese Gleichungen miissten nun richtig sein vermége der zwischen den 
Symbolen 0, S, S,, S, bestehenden definirenden Relationen (126). 

Nun sind ja zwei von den drei Symbolen 0, S, S, mit einander 
vertauschbar, und man erkennt leicht, dass die drei letzten von den 
Gleichungen (130) stets erfiillt sind. Um den Inhalt der iibrigen Glei- 
chungen zu entwickeln, machen wir folgende Umformungen. Von den 
Gleichungen (126) liefert die dritte 


(131) S,-8S«8,? make S928, 
und die zweite 
(132) 8S, 8, 8, — S\eSe. 


Diese letzte Gleichung ergiebt aber 

S,-?8,78,? = (S.-1S,? 8.) (S,-'SPS,), 
und dies ist vermége (131) und (132) gleich 

S,? S278. 
Also ist auch 
8,8, 8,3 = (S,-18,° S,) (S,-1824S,) OF 
oder vermége (131) und (132) gleich 
S,? S38 QU+2)28 , 

Ganz allgemein findet man 

S, «S,? S,« pcan SP See 142-4 ee ; 
d. h. : : 


a(a@—t) 
(133) SP S,« = S,-S,SQ@ ? 
Jetzt kann man eine beliebige Potenz der Operation 
8,78? 


B 


berechnen. Ks ist 
(S,*8,%) (S,*5,°) = 8,*(8,98,*) 5? 
und mit Riicksicht auf (133) gleich 
a(a—1) 
“8 
S2*SeSe#oq > Se. 
Da aber S, mit © und S vertauschbar ist, ergiebt sich 


a(«—1) 


( 8,° S,°) = S,2«8,* Se (6) 














404 O. Héxtper. 


Hieraus folgt nun 
a(a—l), 
(S28 "88,2 8,6 = 8,24(S2#S,*) (S,-*8*08,*) 5,90 * 
Wir wenden wieder die Gleichungen (133) und (131) an und finden 
a(a 
(S,45,0)9 = ,9*5,08049«@ 


Die allgemeine Potenz ist von der Form 


—) (142)¢+078 


a(a—1l) 


(134) (S,* S,P)4 am 8,22 8,28 S$? © 2 
Um einzusehen, dass dies wirklich stets gilt, hat man nur den an- 
gegebenen Ausdruck noch einmal mit 
Y 
8,28,8 
von rechts zu multipliciren; man erhilt dann einen Ausdruck von 
derselben Form: 


agp by ap 


«(a—1) 


, o 2-41 P44; &2 
Se S,atre Sut ap (6) 2 + A + : 


Zugleich ergiebt sich auf diese Weise, dass 


+1 = a + A, 
Days = ba = aa; 
und da die Anfangswerthe von a, und 0, auch bekannt sind: 
a, = 0, b, =O, 
so findet man 


aa 4 


a 24—3 
(135) 5, a HAD (A—2) 

A= —— : 

6 
Schliesslich liisst sich eine Formel fiir eine beliebige Potenz von 
S,«S,8S7@4 

ableiten. Hat man namlich 4 Klammern 
(136) (S,2S,8 Sy @%) (S,2S8,8Sr@%) . . . (S,* 8, S’@?) 
zu multipliciren, so kann man zuniichst alle Potenzen von © an das 
rechte Ende des Ausdrucks bringen. Dann kann man aber auch alle 
Potenzen von S nach rechts bringen; es ist dabei nur zu beachten, 
dass, so oft eine Potenz Sy tiber eine Potenz S,* hiniiber gesetzt wird, 
der Factor 0%” zugefiigt werden muss (vergl. (131). Man beginnt 
damit, die Potenz SY’ aus der vorletzten Klammer von (136) nach rechts 
zu schaffen; diese Potenz ist einmal iiber eine Potenz S,* hinwegzu- 
setzen. Nachdem dies geschehen ist, bringt man die Potenz S’ aus 
der drittletzten Klammer nach rechts, Diese Potenz ist zweimal tiber 
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einen Factor S,* hinwegzusetzen. Indem man so fortfihrt, erhilt man 
schliesslich 
(S,28,8.S7Q?)* = (S,25,22 Sv2Q%*+ (+2 +---+ An) ax 
Daraus erhalt man mit Riicksicht auf (134) und (135) 
(S,°5/* 870%} 


4(a—1) a@(a—l) 4(’—1) , , A(a—1) (@—2) 
“yj ee 8 


4 4-1) 9+ ANE ong 
D 


Y ' 9 
= S,+8288 3 


In dieser Formel setze man jetzt 4 = 4 Da p hier als ungerade 
(p 
2 





apo ad+ 
8 


Primzahl angenommen wird, so ist ?* ) durch p theilbar, und es 


ergiebt sich mit Riicksicht auf die erste , vierte, sechste und siebente 
von den Gleichungen (126): 
kaap + 2i2— le) 
(137) (S,75,8 Sy @%)? = © : 
Mit Hilfe der Gleichungen (126) und der aus ihnen entwickelten 
Gleichungen (131), (133), (137) kann man nun die linken und die 
rechten Seiten der Gleichungen (130) in die Form 
S,°S8,°S*@> 
bringen. Vergleicht man hernach jedesmal die beiden Seiten, so 
ergeben sich die folgenden Congruenzen: 


ae 


poiie—*) 


ku + dv +P! wy =k'u 
pr Sv 
(138) uy + e—)) . — w mod, p. 
uv Su 
dz=d'u 








Das Ergebniss dieses und des vorigen Paragraphen kann so zusam- 
mengefasst werden: Die definirenden Gleichungssysteme (126) und (127) 
stellen dann und nur dann holoedrisch isomorphe Gruppen dar, wenn 
die Zahlen w, y, v im Rahmen von 0 bis p—1 und die Zahlen u, v, x, w 
im Rahmen von 1 bis p—1 so bestimmt werden kinnen, dass die 
Congruenzen (138) erfiillt sind. Dabei ist p > 2 angenommen. 


§ 61. 
Discussion der Bedingungen. Anzahl der Gruppen. 


Aus der ersten, vierten und zweiten von den Bedingungen (138) 
erhalt man 


(139) ku + dv + 29-9 2-5 wy =k’ xu? mod. p, 


6 
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ferner aus der fiinften, vierten und zweiten 

dz =d'axu? mod. p. 
Diese Congruenz ergiebt aber, da x nicht durch p theilbar ist, 
(140) d=d'w mod. p. 


Man denke sich jetzt, dass u,v und « den Congruenzen (139) und 
(140) gemiiss bestimmt seien. Es liefern nun von den Bedingungen 
(138) die zweite die Zahl » und hernach die vierte die Zahl u; nach- 
dem ausserdem noch y beliebig angenommen ist, liefert die dritte von 
den Bedingungen (138) die Zahl w. Sind ferner w und w der Null 
incongruent, so ergeben sich auch v und w als der Null incongruent, 
und es zeigt sich, dass tiberhaupt alle Bedingungen erfiillt sind. Somit 
ist bloss noch die folgende Frage zu erdrtern: Wéie miissen die Zahlen 
k, d, Kk, d’ beschaffen sein, damit die Zahlen uw, v und x den Congruenzen 
(139) wnd (140) geméiss und zugleich so bestimmt werden kinnen, dass 
uw und x der Null incongruent sind? 

Die Bedingung (140) ergiebt sofort, dass d und d’ beide gleich 
Null sein, oder beide im Rahmen von 1 bis » — 1 liegen miissen, 
ausserdem, dass im letzteren Fall d und d’ entweder beide quadratische 
Reste oder beide quadratische Nichtreste des Moduls p sein miissen. 
Die weitere Erérterung erfordert aber, dass die Fille, in denen p>3 
ist, von dem Fall p—3 getrennt werden. Ist p > 3, so geht die 
Congruenz (139) in 
(141) ku + dv =K xu? mod. p 
iiber. Sind dabei d und d’ beide gleich Null, so ist die Bedingung 
(140) von selbst erfiillt, und die Congruenz (141) giebt, da w der Null 
incongruent sein soll, 

k=Kau. 
Es miissen also in diesem Fall & und & entweder beide gleich Null 
oder beide im Rahmen von 1 bis p — 1 sein. Tritt das erste ein, so 
sind alle Bedingungen von selbst erfillt, wenn nicht, so kann man 
xz und w auf verschiedene Arten den Bedingungen entsprechend wahlen. 
Sind aber d und d’ beide der Null incongruent, und ist wieder p > 3, 


wobei zugleich ‘ . 
(5) “ (5),*) 


so kann man pw aus der Bedingung (140) und dann, nachdem man 
fiir x irgend eine von den Zahlen 1, 2,...p — 1 gesetzt hat, v aus 
der Bedingung (141) bestimmen. 


Wenn also die Primzahl p grisser als 3 ist, so ergeben die 


*) (‘) bedeutet hier das Legendre’sche Zeichen, 
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Gleichungen (126) vier Gruppen. Diese Gruppen werden folgendermassen 
durch Specialisirung der Exponenten gefunden: 
Erste Gruppe: d=0, k=0; 
Zweite Gruppe: d=0, ko1l,2,...p—1; 
Dritte Gruppe: 0<d<p—1, (S)—+1, k beliedig; 
Vierte Gruppe: 0<d<p—1, (<) =-—1, k beliedig. 
Jetzt ist die Untersuchung fiir p—=3 zu machen. Es ist unter 
diesen Umstinden: 
pu? =1 mod. 3, 
und die Bedingungen gehen iiber in 
(142) ku + (d+1)v=K ax mod. 3, 
d=d’ mod. 3. 
Man setzt d=d'’=0 oder d=d'=1 oder d=d’'=2, In den 
ersten beiden Fallen kann man w und 2 in beliebiger Weise gleich 1 
oder 2 setzen und dann v aus (142) bestimmen. Im dritten Fall bleibt 
als einzige Bedingung noch 
kw =k «x mod. 3. 
In dieser Bedingung kénnen w und w der Null incongruent gesetzt 
werden, wenn & und Kk’ beide gleich Null oder beide der Null in- 
congruent sind. 
Wir erhalten also aus den Relationen (126) vier Gruppen 81" 
Ordnung , indem wir so specialisiren: 
Erste Gruppe: d=0, k beliebig; 
Zweite Gruppe: d=1, k beliebig; 
Dritte Gruppe: d=2, k=0; 
Vierte Gruppe: d=2, k=1,2. 
Wenn somit p irgend eine ungerade Primzahl bedeutet, so giebt es 
stets vier Gruppen in der vierten Kategorie der Ordnung p'. 





§ 62. 
Die Gruppen der vierten Kategorie in der Ordnung 16. 
Wir haben noch die Aufgabe, die Anzahl der durch die Glei- 


chungen (115) dargestellten Gruppen zu bestimmen. Indem man an 
Stelle der Operation S die Operation 


SO/ 
einfiihrt, fiir die nachher wieder das Zeichen S geschrieben werden 
kann, erhalten die Gleichungen die Gestalt 
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. (8% —O, 8,78, 8,=—8,8, S,'SS,=—S8O, 8, = 04, 
(148) | S'SS,—S0, S?'=0, O?—1. 
Da k und d je die Werthe 0 und 1 annehmen koénnen, so ergeben 
sich zuniichst vier médgliche Annahmen, von denen aber die beiden 
folgenden 
k=0, d=1; k=1, d=0O 
dieselbe Gruppe liefern. Es folgt nimlich aus der zweiten von den 
Gleichungen (143) 
S, S— == §,-'8,8,. 
Fiihrt man nun an Stelle von S die Operation 
S’ = S-1 = §3 
ein, so erhilt man ein System von derselben Form wie (143), wobei 
aber die Operationen S, und S, und ebenso die Exponenten & und d 
ihre Rollen getauscht haben. 
Man erhilt also alle Gruppen 16" Ordnung vierter Kategorie, 
indem man in den Relationen (143) fiir das Zahlenpaar k, d setzt: 
0,0; 0,1; 1,1. 
Dadurch entstehen drei verschiedene Gruppen. Um dies zu zeigen, 
bestimmen wir die Anzahl der Operationen von der Ordnung 2. Sieht 
man zuniichst wieder von den Potenzen der Operation © ab, so ergiebt 
sich (vergl. § 50) 
(S,¢8,8 Sv)? = S68, 
Mit Riicksicht auf die Potenzen von © ist also 
(S,78,8 870°)? = S«’Q~, 
wobei w irgendwie von @, B und y abhingt. Daraus folgt aber, dass 
eine Operation von der Ordnung 2 in einer der Formen 
870°, S, S’0?, S,S7@? 
enthalten sein muss. In der ersten Form ist nur eine Operation von 
der Ordnung 2 enthalten, nimlich ©. Man findet nun noch mit Hilfe 
der 1, 3m, 6 und Te" von den Formeln (143) 
(S, Sy Q?) = EF 
und ebenso mittelst der 4'", 5', 6 und 7" von den Formela 
(S, S7’@°)? = 07, 
Je nachdem nun das Zahlenpaar k, d gleich 0, 0 oder 0,1 oder 1,1 
ist, findet man die Anzahl der Operationen 2'* Ordnung in der Gruppe 
gleich 9 oder 5 oder 1. Die drei Fille geben also wirklich Ver- 
schiedenes, 
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§ 63. 
Uebersicht iiber die gewonnenen Gruppen. 


Zum Schlusse gebe ich eine Zusammenstellung der siimmtlichen 


Gruppen von den Ordnungen p, p’, p*, p', pq, pqg?, pgr. Dabei werde 
ich wiederum die cyklische Gruppe m'** Ordnung durch das Zeichen 
[m] darstellen. Ausserdem soll [m,m,s] die durch die Relationen 


S»=1, S77S=T*, T»=1 


definirte Gruppe bedeuten, wobei s ein Theiler von m sein und a mod. n 
zum Exponenten s gehéren soll. Diese Gruppe haingt in den hier in 
Betracht kommenden Fallen davon nicht ab, welche der zum Ex- 
ponenten s gehdrigen Zahlen fiir a gewahlt wird. Fir [m,n, m] soll 
auch [m,m] geschrieben werden. Das directe Product zweier Gruppen 
wird durch die Zusammenstellung der Zeichen der zwei Gruppen aus- 
gedriickt (vergl. den Schluss von § 18). Fiir eine Reihe von Gruppen 
werden die definirenden Relationen aufgefiihrt, dabei bedeuten die 
Symbole 0, 0,, 0, stets Operationen, die mit allen andern vertauscht 
werden kénnen. 


Die Zusammenstellung, in der zwei Gruppen, die besonders auf- 
gefiihrt werden, stets verschieden sind, und zerfallende Gruppen stets 
als directe Producte dargestellt erscheinen, ist nun die folgende: 

Ordnung p. Hine Gruppe: [p]. 

Ordnung p*. Zwei Gruppen: [p*], [p][p]. 

Ordnung p*. Drei Gruppen mit durchweg vertauschbaren Opera- 
tionen: [p*], [p*] [p], [y] Lr] [v]- 

Ausserdem noch zwei Gruppen: 
1) S\? = Bs; S? = L S,'SS, = SO, O? = 1; 
2) Se?=—0, S?=0, S§,-'SS,—S8O, OF —1. 


Diese beiden Gruppen werden nachher mit [+] und mit [*| bezeichnet. 
Ordnung p*. Fiinf Gruppen vertauschbarer Operatiouen: 


(p"), [p*) Le), Ly) (e*), Le") lel lel, tel tel lel Le. 


Sechs Gruppen, je mit p* ausgezeichneten Operationen: 


1) fl Lp); 2) [*|Lels 


3) Srp=1, §,8,—8,8,0,, S?=—0,, OP = 0.?=—1; 
4) S,? = @,, S, S, = 8,8, 90, ’ 8? = 0, 0? —0,? = 1; 
5) Se—1, SP=—i1, 8§,8,—S8,8,0", Or —1; 
6) Sr—1, 57-0, S,8,—8,5,07, OF =I. 
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Vier, beziehungsweise drei Gruppen, je mit p ausgezeichneten Opera- 
tionen , nimlich: 
I. p> 3. Vier Gruppen, die sich aus dem Formelsystem 


S=—6, S,15,8S,—S,8, S,"SS,—S0, S,7>=—6+, 


S,-1SS,=—S, Se—1, Or—1 
durch folgende Specialisirungen ergeben : 
1) d=0, t=; 


2) d=0, ke l,2,...p 1; 

3) 0O<d<p—1, (“)=+1, k beliebig; 
1 —T 

4) O0<d<p—1, (5)= -1, k beliebig. 


Il. p=3. Vier Gruppen, die sich aus demselben Formelsystem 
ergeben durch die Specialisirungen: 
1) d=Q, k beliebig ; 
2) d=1, k beliebig; 
3) d=2, k=0; 
4) d=2, k=l, 2. 
III. py =2. Drei Gruppen, die sich aus den Relationen 
S,2 = 6, S§,'S8,S,—S8,8, 8,"88,—S0, 8,2? —*, 
S,°SS,=—S0, S'’=0, @—!1 
ergeben mit: 


1) k=d=0; 
2) k=O, d=}; 
3) k=d=1. 


Ordnung pq (p > q). Hine Gruppe vertauschbarer Operationen: 
(p} [a]. 


Wenn gq Theiler von p — 1 ist, so existirt auch eine Gruppe mit 
nichtvertauschbaren Operationen: [q, p]. 
Ordnung pq*®. Zwei Gruppen vertauschbarer Operationen: 


(y]{@"], Cv) {a fal. 
Gruppen mit nichtvertauschbaren Operationen; sie existiren nur 
unter bestimmten Bedingungen: 
I. qg—1 durch p theilbar. ere. beziehungsweise (wenn p = 2) 
drei Gruppen, die eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung q? 
und keine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung p besitzen: 








& 
3 





4 
+ 
5 








Die Gruppen der Ordnungen p*, pq’, pqr, p*. 411 


1) [p,@’l], 2) [»,a) fal, 
3) Se=—1, SAT,S=—Te, S“*T,S8S=—=T, Ta=—T—1, 
T,T, = T,T,. 

In den Formeln 3) bedeutet @ eine Zahl, die mod. g zum Exponenten p 
gehért, und man hat fiir w eine Reihe von unter sich und mit Null 
incongruenten Resten des Moduls p zu setzen, von denen keine zwei 
ein der Eins congruentes Product ergeben. Die Aenderung von @ 
beeinflusst die Gruppe nicht. 

Il. p ungerade und Theiler von q+ 1. Eine Gruppe mit einer 
ausgezeichneten Untergruppe der Ordnung q’ und ohne ausgezeichnete 
Untergruppe der Ordnung p: 


Sr?—1, SAT S—T,, SAT,S=TT), Tr Te —1, 


T,T, = T,T,. 
b geniigt den Bedingungen 
mO=+1) 
eaO= 0 mod. q, 


wobei g,(b) den Nenner des '*" Niaherungswerthes des Kettenbruchs 
1 
- 1 
b—- 1 
ia on 


bedeutet. Die Gruppe wird dadurch nicht becinflusst, wie im Uebrigen b 
gewahlt wird. 

Ill. q Theiler von p — 1. Zwei oder drei Gruppen mit je einer 
ausgezeichneten Untergruppe von der Ordnung p und ohne ausgezeichnete 
Untergruppe von der Ordnung q’, niimlich: 


[gp 9), a, P) (a) 
und ausserdem, wenn p — 1 auch durch q? theilbar ist, 
[q*, pl. 

Die beiden ersten der in Ill genannten und die in II genannte 
Gruppe kommen gleichzeitig vor, wenn p= 3, g = 2. 

Anzahl der Gruppen von der Ordnung pq’. 

1) p= 2, q ungerade: Fiinf Gruppen. 

2) p ungerade und Theiler von gq — 1: p - 2. Gruppen. 

3) p=3, q=2: Finf Gruppen. 

4) p Theiler von g-+ 1, p tnd g ungerade: Drei Gruppen. 

5) q Theiler von p—1, p>3 und g Nichttheiler von p — 1: 

Vier Gruppen. 
6) qg? Theiler von p — 1: Funf Gruppen. 


7) Weder p Theiler von g—1 oder g-+ 1 noch q Theiler von 
p—1: Zwei Gruppen. 
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Ordnung pgr (p>q>vr). Eine Gruppe vertauschbarer Opera- 
tionen: [p] [q] [r]- 

Gruppen mit nichtvertauschbaren Operationen: 

I, p—1 hat mit qr einen gemeinsamen Theiler. Eine oder drei 
Gruppen, die eine Operation von der Ordnung gr enthalten: 

1) p—1 nur durch gq theilbar: [¢, p] [7]. 

2) p —1 nur durch r theilbar: [r, p][q]. 

3) p — 1 durch qr theilbar: Die beiden unter 1) und 2) genannten 

Gruppen und ausserdem: [qr, p]. 

II. + Theiler von q—1. Eine, beziehungsweise x Gruppen, die 

keine Operation der Ordnung gr enthalten, nimlich einmal: 


[r, a [p] 
und, wenn r auch Theiler von p — 1 ist, ausserdem r — 1 Gruppen: 
T’=1, T“ST=S+, T"UT=Ue, S:=1, Ur=1, 
SU = US. 


Dabei gehért w~ mod. g zum Exponenten r und @ mod. p zum Ex- 
ponenten 7; wie man im Uebrigen r und @ wihlt, ist gleichgiiltig, 


durchlauft, 
Anzahl aller Gruppen von der Ordnung pqr. 


q Theiler, | qNichttheiler, 


qu.¢ theller |r Nichttheiler | r Theiler von | 4” Nicht- 


von p— 1. von p—1. | p—1. | theiler v,p—1. 
- Thllor vou core 
7 = “! von r+4 3 r4+2 | 2 
PP | | | 
es : | | 
¢ Wie iler | 
r Nichttheiler | 4 | 9 | 9 1 


von q—1. 


Tiibingen, den 28. Mirz 1893. 


























Die Transformation der Thetafunctionen einer Verinderlichen. 
(Erste Abhandlung), 


Von 


A. Krazer in Strassburg i. E. 


Im zweiten Theile der Abhandlung: ,,Neue Grundlagen einer 
Theorie der allgemeinen Thetafunctionen“ (Leipzig 1892, Teubner) ist 
das allgemeine Transformationsproblem der Thetafunctionen vollstiindig 
gelést, und man erhilt aus den dort mitgetheilten Resultaten die 
Liésung eines jeden speciellen Transformationsproblems, entweder, indem 
man in der allgemeinen Transformationsformel (Formel (A) pag. 128) 
an Stelle der darin vorkommenden Gréssen a, 8, y, 0 die gegebenen 
speciellen Zahlenwerthe einfiihrt, oder, indem man die vorliegende 
specielle Transformation nach den angegebenen Regeln aus einfachen 
zusammensetzt, die diesen einfachen Transformationen entsprechenden 
Thetaformeln der aufgestellten Formelsammlung entnimmt und in der 
im sechsten Abschnitte entwickelten Weise zu einer einzigen Formel 
vereinigt. Diesen letzteren Weg habe ich in der Abhandlung: ,,Ueber 
ein specielles Problem der Transformation der Thetafunctionen “ (Journal 
f. r. u. a. Mathematik, Bd. 111, pag. 63) eingeschlagen, und die dortige 
Behandlung des gewihlten Beispieles soll als Vorbild fiir die Durch- 
fiihrung einer solchen Aufgabe dienen. 

Um nun die Bedeutung der in der oben genannten Abhandlung 
fiir die Lésung des Transformationsproblems der Thetafunctionen an- 
gegebenen neuen Gesichtspunkte deutlich hervortreten zu lassen, soll 
im Nachfolgenden die Transformation der Thetafunctionen einer Ver- 
iinderlichen nach den dort aufgestellten Regeln durchgefiihrt werden. 
Diese, jetzt vorliegende, erste Abhandlung liefert dazu die Grundlagen, 
indem sie zeigt, in welcher Weise die Liésung des allgemeinen Trans- 
formationsproblems sich auf die Lésung einer geringen Anzahl ein- 
facher Transformationsprobleme ‘reduciren lisst, und die vollstindige 
Lésung dieser einfachen Transformationsprobleme durchfiihrt. 


Mathematische Annalen, XLIII. 
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Erster Abschnitt. 


Einleitung in die Transformationstheorie. 


§ 1. 


Aufstellung des Transformationsproblems. 


Gegeben sei eine Function & H (w)_ definirt durch eine unendliche 
Reihe vermittelst der Gleichung: 


mM=-+o@ 


> H (U)a = > et (m-toP+2(m +9) (u-+h xi), 


nra=—@ 


der Parameter a = a’ + ai soll dabei nur der fiir die absolute Con- 
vergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, dass 
sein reeller Theil a’ negativ ist, unterworfen sein; es sollen ferner u 
eine complexe Verinderliche, g , h beliebige reelle Constanten sein. Die 


so definirte Function o{f] (u)q geniigt daun den Gleichungen: 


a [f] (u+xi), = [2 (u),e297%, 
a H (uta, =—& [2] (u)q e—2¥—a— 2h, 


die in diesen Formeln auftretenden Aenderungen der Variable wu: 
ai, @ 
sollen die Perioden der Function d H (uw) genannt werden. Aus den- 
selben bilde man mit Hiilfe von vier rationalen Zahlen a, 6, c, d die 
zwei Grossen: 
A=azi+tbha, B=cxi+nda 
und stelle sich die Frage, ob es immer oder nur unter gewissen 


Voraussetzungen tiber die rationalen Zahlen a, 6, c, )“mdglich ist, die 
Variable « mit einer neuen Variable v durch eine Gleichung von der 


Form: 

= pr ’ 
in der p eine Constante bezeichnet, derart zu verkniipfen, dass den 
zwei Aenderungen A, B der Variable u zwei Aenderungen der Variable v 
entsprechen, welche als die zwei Perioden einer Function o(7] (v)o 
angesehen werden kénnen. Diese letzteren Aenderungen miissen dann 
durch passende Wahl ihrer Reihenfolge in die Form: 


ai, b 
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gebracht werden kénnen, und es muss zudem der reelle Theil der 
Grésse 6 negativ sein. 

Da die fiir die Variable « aufgestellten zwei Aenderungen A, B 
gleichberechtigt sind, indem die darin vorkommenden Buchstaben 
a, 6, c, > irgend welche, zunachst keinen Bedingungen unterworfene 
rationale Zahlen bezeichnen, so wird dem Probleme nichts von seiner 
Allgemeinheit genommen, wenn man den zwei auf die Variable wu be- 
ziiglichen Aenderungen A, B die zwei auf die Variable v beziiglichen 
Aenderungen zi, b in der angeschriebenen Reihenfolge zuordnet. Die 
zwischen der urspriinglichen Variable « und der neu einzufiihrenden 
Variable v aufzustellende Gleichung ist aber schon vollstaindig bestimmt, 
sobald man nur der ersten Aenderung A der Variable u die erste 
Aenderung zi der Variable v zugeordnet hat, und zwar kann dieselbe 
nur die Form: 


A 
“us — Vv 
ut 


besitzen, da dann aber auch nur dann dem Uebergange von wu in 
u-+ A der Uebergang von v in v + zi entspricht. 

Mit Hiilfe dieser Gleichung kann man aber jetzt sofort die der 
Aenderung B der Variable uw entsprechende, im Friiheren mit b be- 
zeichnete Aenderung der Variable v bestimmen. Lisst man nimlich u 
in «+B iibergehen, so geht der obigen Gleichung zufolge v in 


v + 3 xi iiber; es erscheint daher die Grosse b bestimmt durch die 


Gleichung: 
b a 


ba! by 


Li, 


und es ist jetzt zu untersuchen, ob die so bestimmte Grosse b der 
vorher fiir sie aufgestellten Bedingung, dass ihr reeller Theil negativ 
sei, geniigt. 

Man bezeichne mit 6° die zu b conjugirte complexe Grisse; ist 
dann 0b’ der reelle Theil von b, so ist: 


= 5 (b+0%. 


Bezeichnet man aber die zu A, B conjugirten complexen Gréssen mit 
A°, B®, setzt also, indem man unter a° die zu a conjugirte complexe 
Grésse versteht: 

Ao = — anit ba’, B® = — cxi-+ da’, 


so ist: 
Bo 


ae — > 


at, 


und folglich: 


’ 1/B Bo ‘ 1BA°—BA. 
v=s(5 — >= ) xis ag 8. 











ee ee 
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Nun ist aber: 
BA — BA = — (ad—be) (a+a) ri = — 2(ad—be)a'xi, 


und folglich, wenn man: 


ad— bet 
setzt: 
. ta’ x? 
deel” 


Da nun nach der tiber die Grésse a gemachten Voraussetzung a’ negativ 
ist, auch AA® als Product zweier einander conjugirten complexen 
Zahlen positiv ist, so zeigt die letzte Gleichung, dass der reelle Theil b’ 
der Grésse b stets dann aber auch nur dann einen negativen Werth 
besitzt, wenn, was von jetzt an vorausgesetzt werden soll, die Grosse ¢ 
einen positiven Werth hat. 

Unter Beachtung dieses Resultates sei als Transformationsproblem 


fiir die Function o|f] (uw), die folgende Aufgabe bezeichnet: 
Gegeben seien die Functionen |] (u), mit der Variable u und 


dem Parameter a und vier rationale Zahlen a,b, c,d, welche die 
Gleichung 


ad—be=—?, 
in der t eine positive Zahl bezeichnet, erfiillen. Man setze: 
(1) A=azi+ba, (2) B=cai+da 


und definire eine neue Verdnderliche v und einen neuen Parameter b 
durch die Gleichungen: 


(3) o=™u, (4) b= Sai; 


es sollen dann die Functionen o{f] (u)q durch Functionen o[7] (v)y 
ausgedriickt werden. 

Das so gestellte Problem ist vollstindig bestimmt, sobald die vier 
rationalen Zahlen a, 6, c, > gegeben sind. Man denke sich dieselben 
in ein Schema von der Form: 


¢ 





gebracht. Dieses System von vier Zahlen soll dann die Charakteristik 
der Transformation genannt werden; auch soll gestattet sein, die zu 
der Charakteristik Z’ gehérige Transformation kurz als die Transforma- 
tion Z' zu bezeichnen. Die Zahl ¢ = abd — be soll die Ordnungszahl 
der Transformation heissen. 
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§ 2. 
Zusammensetzung der Transformationen. 


Ist das im Vorigen gestellte Problem fiir irgend zwei specielle 
Charakteristiken: 


a|b a’ | 0’ 
T = |—|— f =|—|— 


? 


c | > c | 


gelést, so kann man aus diesen Lésungen immer die Liésung desselben 
Problems fiir eine bestimmte dritte Charakteristik: 


a” | 6” 


ableiten, deren Elemente sich in bald anzugebender Weise aus den 
Elementen von 7 und 7’ zusammensetzen. 
Unter den gemachten Voraussetzungen kann man niimlich einmal 


eine Function H (uw), durch Functionen @ (¢.] (v), ausdriicken, wenn 


man den Zusammenhang der Gréssen v und b mit den Groéssen wu und a 
in der vorher angegebenen Weise durch die Gleichungen: 


(1) A=azi-+ ba. (2) B=o=cxzi+bda, 
(3) v= u, (4) b= Sai 


bestimmt. Man kann weiter aber auch eine jede der bei der ersten 


eS? 
Transformation aufgetretenen Functionen #|f,| (v), vermittelst der 


zweiten Transformation durch Functionen @ [% (w), ausdriicken, wenn 


man den Zusammenhang der Gréssen w und ¢ mit den Gréssen v und b 
durch die Gleichungen: 


(l') A=aai+ bd, (2) Bo=cwi+yb, 
; ,  -_ 
(3’) w= Sv, (4) cB xi 


bestimmt. In Folge dessen lasst sich auch die urspriingliche Function 


” 


9 H (wu), durch Functionen [% (w), ausdriicken, und es soll jetzt 


gezeigt werden, dass die auf diese Weise entstehende Gleichung einer 
bestimmten Transformation 7” entspricht. 
Um dies einzusehen, driicke man die Grésse w durch die Grosse u 
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aus, indem man in die Gleichung (3’) an Stelle von v den unter (3) 
stehenden Ausdruck einfiihrt; man erhalt dann: 


mt 
Om 7, 


wenn man mit A” den Ausdruck: 


y Pee vy 


ut 


bezeichnet, und es entspricht dann dem Uebergange von w in w+ zi 
der Uebergang von uw in w+ A”. Entsprechend soll die Aenderung, 
welche w erfahrt, wenn man w in w-c iibergehen lisst, mit B” 
bezeichnet werden; die Grésse B” ist dann definirt durch die Gleichung: 
Brat are, 
ue 


und es kommt jetzt darauf an, die durch die letzten Gleichungen 
definirten Gréssen A”, B” durch zi und a auszudriicken. 
Was zunichst die Grosse A” betrifft, so ist den Gleichungen (1’) 


und (4) zufolge: 
A’ == AA =~ A(v'xi+ Wb) = Ad + BY, 
und hieraus folgt mit Hiilfe der Gleichungen (1), (2): 
A” = (awi+ba)a + (cxi+bda)b = (aa’+cb’)wi + (ba’'+db’)a. 
Was ferner die Grésse B” betrifft, so wird der Gleichung (4’) 
zufolge: 
BY = Aree ta 2 nial AB. 
Benutzt man hier zur Umformung zuerst die Gleichung (2’) sodann die 
Gleichung (4), so erhalt man: 
B" =~ A(¢xi+'b) = Ac + By, 
und hieraus folgt mit Hiilfe der Gleichungen (1), (2): 
B” = (awi+ba)c + (cai+bda)¥ = (ac+cb’)ai + (be +d )a. 
Als Resultat der vorhergehenden Untersuchung ergiebt sich dem- 


nach, dass die Variable w mit der Variablen « und der Parameter c 


mit dem Parameter a, wenn man die Gréssen A”, B” durch die 
Gleichungen: 


(1”) A" = (aa'+ch’)ai + (ba +db)a, 
(2”) B” = (ac+ co’) ai + (b+ dd')a 
definirt, verkntipft sind durch die Gleichungen: 
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(3°) w— au, (4°) c= ai, 


und es ist damit der folgende Satz bewiesen: 
Aus den Lisungen der den Charakteristiken: 
a | > w| 6 
rn iin ate | £ h—4—1 
¢ | d C | b 
entsprechenden Transformationsprobleme lédsst sich immer die Lésung 
des der Charakteristik: 


a” bh” 
7” om bed ee 
¢” p” 
bet der: 
a” = aa’ + cb’, b” = ba’ + db, 
=a + cb, b= be + dd 


ist, entsprechenden Transformationsproblems ableiten. Zwischen den 
Ordnungszahlen t, t’, t’ besteht dabei, auf Grund der Gleichung: 
ad” — bc” = (ad—be) (a d’—P'c’)," 
die Beziehung: 
t” am tt’. 

Die Charakteristik 7”, deren Elemente aus den Elementen der 
Charakteristiken Z' und Z” nach derjenigen Multiplicationsregel der 
Determinanten gebildet werden, bei der die Verticalreihen der ersten 
Determinante mit den Horizontalreihen der zweiten componirt werden, 
soll die aus den Charakteristiken Z’ und TZ” zusammengesetzte Charakte- 


ristik genannt werden, und es soll die Beziehung zwischen den drei 
Charakteristiken 7, 7’, T” symbolisch durch: 


a |b a | bY a” |b” 





clot tele aa 
oder auch durch: 
rr? _— ~~ 


fixirt werden. Dass man ebenso aus melhreren Charakteristiken 
T,, T,,...,; Tn, nachdem man dieselben in eine bestimmte Reihen- 
folge gebracht hat, durch Zusammensetzung eine neue Charakteristik 
T,T,...T, erzeugen kann, leuchtet unmittelbar ein, und das vorher 
erhaltene Resultat lisst sich entsprechend dahin verallgemeinern, dass 
man aus den Lésungen der den Charakteristiken 7, T,,..., 7, ent- 
sprechenden Transformationsprobleme immer durch passende Combina- 
tion die Lésung des der zusammengesetzten Charakteristik 7’, 7,...7, 
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entsprechenden Transformationsproblems erhalten kann; es soll daher 
auch die auf diese Weise entstandene der zusammengesetzten Cha- 
rakteristik 7, T, ... 7, entsprechende Transformation aus den Trans- 
formationen 7,, T,,..., Z, zusammengesetzt genannt werden. Die 
Ordnungszahl der zusammengesetzten Transformation ist gleich dem 
Producte der Ordnungszahlen der einzelnen Transformationen. Bei dieser 
Zusammensetzung der Transformationen gilt, wie aus der Natur der 
Operationen klar ist, das Associationsgesetz. 


§ 3. 
Die einer gegebenen inverse Transformation. 


Unter allen Transformationen giebt es eine, welche dadurch aus- 
gezeichnet ist, dass bei ihrer Anwendung: 
v=, b=a 
wird; dieselbe soll die identische Transformation genannt und mit J 
bezeichnet werden; sie entsteht, wenn man: 
qe, b=Q, c= (Q, d=] 
setzt; es ist daher: 
1| 0 
J = |—|—_-]; 
0) 1 
die zugehérige Ordnungszahl hat den Werth 1. Setzt man die Trans- 
formation J auf eine der beiden méglichen Weisen mit einer beliebigen 
Transformation 7 zusammen, so entsteht, wie unmittelbar klar, von der 
Bezeichnung der Variablen und Parameter abgesehen, stets die Trans- 
formation 7’ wieder, d. h. es ist: 
JT= Tf, TJ=T. 
Zu einer gegebenen Transformation 7 kann man immer eine und 
nur eine Transformation Z” finden, so dass 
TT’ =J 
ist. Um dies zu beweisen, hat man unter Beibehaltung der im vorigen 
Artikel angewandten Bezeichnung zu gegebenen Gréssen a, 6, c, d 
die Gréssen qa’, b’, c’, 0’ so zu bestimmen, dass die friiher mit 7” be- 
zeichnete Transformation die identische wird. Dies liefert zur Bestim- 
mung von a, b’, c’, > die Gleichungen: 


(1) aa + ch —1, (3) ac + ch =—0, 
(2) ba + dob’ =—0, (4) be +d) —1, 
aus denen durch Auflésung: 
, d b , c , a 
Cie. RPG, Le Fez 
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folgt. Es giebt also zu jeder Transformation 








a |b 
T = |_| 
¢ |) 
eine andere: 
bd oe. 
= :. = 
TT = j——Hl 
ant 2 
t| # 
welche durch die Gleichung: 
TT '=J 


eindeutig bestimmt ist. Diese Transformation T—* soll die zur Trans- 
formation T inverse Transformation genannt werden; ihre Ordnungszahl 


ist . Dass auch umgekehrt 7~'7=J, also auch 7 die zu T~" 


inverse Transformation ist, leuchtet ein. Fithrt die Transformation 7 


auf eine Function o[f| (uw), angewandt auf Functionen o|f| (v), 
so fiihrt die inverse Transformation 7’~* auf eine Function aH (v)s 


angewandt zu Functionen o[ | (w)_ zuriick. Sobald also das Problem, 


die Function 6|f] (uw), explicite durch Functionen o{] (v), auszu- 
driicken, fiir jede Transformation gelést ist, erscheint auch das um- 


gekehrte Problem, die Function o|i] (v), durch Functionen o{f] (U)a 


auszudriicken, da es nach dem soeben Gesagten nichts Anderes ist als 
wieder ein Transformationsproblem, von selbst geldst. 

Wiahrend nun der Transformation 7, wenn man Variable und 
Parameter fiir die urspriingliche Thetafunction mit u, a, fiir die trans- 
formirte mit v, b bezeichnet, die Gleichungen: 


(1) Amazi+ba, (2) B=czi+da, 
(3) ou, (4) b= Sai 


es : e — | 
entsprechen, gehéren zu der inversen Transformation 7”, wenn man 
hier die urspriinglichen Gréssen mit v, b, die neuen mit w, a bezeichnet, 
die Gleichungen: 


(1) ¢A‘~” = bai — bb, (2) ¢BO —=— cai+abd, 


BoD 
(3) u= Foy (4) a= Foy 
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Mit Ritcksicht auf das vorher Bemerkte ist der durch die Gleichung (3) 
ausgedriickte Zusammenhang zwischen den Variablen u,v genau der- 
selbe, wie der durch die Gleichung (3) bestimmte, und ebenso der 
durch die Gleichung (4) vermittelte Zusammenhang zwischen den Para- 
metern a, b genau der gleiche, wie der durch die Gleichung (4) 
definirte. Von der Richtigkeit dieser Behauptungen kann man sich 
auch ohne Miihe direct tiberzeugen. Bezieht man die Gleichung (4) 
auf die urspriingliche Transformation 7, so liefert sie den Ausdruck 
fiir den urspriinglichen Parameter a durch den transformirten 0. 


g 4. 
Zusammensetzung einer Transformation aus einfachen. Plan der 
weiteren Untersuchung. 


Eine beliebige Transformation 7 kann man immer aus » Trans- 
formationen, von denen »—1, etwa 7;,..., Ty, Tyas, ? 
willkiirlich angenommen werden kénnen, wihrend die n'*, T,, durch 
diese und die Transformation 7’ eindeutig bestimmt ist, zusammensetzen 
in der Form: 

TF am T, . . « Dens To Togs . .- Ty. 
Setzt man namlich, indem man die zu den gegebenen Transforma- 
tionen 7,,..., Tr-1, Ty41, ..-, Tn inversen Transformationen mit 
Sat Ti; ..+, Ta * bezeichnet: 


Ruth... “9s... te 
und fihrt das so bestimmte 7, in die obige Gleichung ein, so wird 
dieselbe richtig. Umgekehrt folgt aus der obigen Gleichung, sobald 
man sie als bestehend voraussetzt, fiir 7, immer der aufgestellte 
Ausdruck. 

Dieses Princip der Zusammensetzung einer Transformation 7’ aus 
mehreren ist fiir die zu entwickelnde Transformationstheorie als ein 
fundamentales anzusehen, Durch passende Anwendung desselben kann 
man niamlich die Liésung des allgemeinen Transformationsproblems 
reduciren auf die Lésung einer geringen Anzahl einfacher Transforma- 
tionsprobleme, welche vermittelst directer Methoden behandelt werden 
kénnen., 

Die Ordnungszahl ¢ der Transformation 7 ist in Folge der tiber 
die rationalen Zahlen a, b, c, » gemachten Voraussetzungen eine positive 
rationale Zahl und zwar fiir den allgemeinen Fall willkiirlich wihl- 
bar. Hat diese Zahl den speciellen Werth 1, so soll die zugehdrige 
Transformation eine lineare genannt werden; die dazu inverse Trans- 


formation ist dann, da aus ¢=—1 auch ;=1 folgt, stets auch eine 














_ 
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lineare, Ist dagegen die rationale Zahl ¢ von 1 verschieden, so driicke 
man sie durch einen Bruch mit kleinstem Zihler und Nenner aus, setze 


n , e,? . ° 
also t= =, wo m, m positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler 


sind, und nenne die Transformation T eine zur Zahl = gehorige. Unter 


Anwendung des oben auseinandergesetzten Princips der Zusammen- 
setzung einer Transformation aus mehreren erhilt man dann sofort 
den Satz : 


n eee . ° 
Jede zur Zahl x gehorige Transformation: 


a |b 


cc] > 


kann man aus einer speciellen zur Zahl jv gehorigen , einer linearen 


und einer speciellen zur Zahl n gehirigen Transformation zusammen- 
setzen in der Form: 


| 
1 maj| b 
~ a 0 . | . n | 0 
oe ee fd Bt 9 Oe 
0 | 1 n'c | Dd 0 | 1 


Daraus erhellt die grosse Bedeutung der linearen Transformation, 
und es erscheint gerechtfertigt, sie zuerst ausschliesslich zu betrachten. 
"Yementsprechend sollen im niichsten Abschnitte drei einfache lineare 
Transformationen, die im Folgenden elementare heissen, behandelt 
werden. Dieselben ergeben sich durch directe Umformung der Theta- 
reihen und werden ausschliesslich von diesem Gesichtspunkte aus ein- 
gefiihrt. Im dritten Abschnitte wird sodann gezeigt, in welcher Weise 
sich die allgemeine lineare Transformation aus solchen elementaren 
zusammensetzen lisst, Der vierte Abschnitt hat sich endlich mit den 
in der oben angeschriebenen Gleichung an erster und dritter Stelle 


auftretenden speciellen, zur Zahl = beziehlich » gehérigen Trans- 
formationen zu beschiaftigen. 
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Zweiter Abschnitt. 


Die drei elementaren linearen Transformationen. 


§ 1. 
Die erste elementare lineare Transformation. 
Eine erste Umformung der gegebenen Function: 
m=-+o@ 
(F) FY (¢] (Wha =>) exintor +20mbay etna 
wird dadurch erhalten, dass man in der die Function darstellenden 


Reihe an Stelle des Summationsbuchstabens m einen neuen Summations- 
buchstaben » einfiihrt mit Hiilfe der Gleichung: 
(8) pm = qn, 
in der p,q zwei ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind, deren 
absolute Werthe im Folgenden mit p, g bezeichnet werden sollen. Es 
entsteht auf diese Weise, wenn man noch zur Abkiirzung: 
s a=b, : uv 
setzt, aus der Gleichung (fF) die neue: 
b(n +22)" +2 (n422) (42 ; 
(F,) o|] w= Se y, ( 7) ( P ) 
und es ist dabei die Summation nach » in der Weise auszufiihren, 
dass an Stelle von m alle jene Werthe treten, welche sich dafiir aus 
der Gleichung (58) ergeben, wenn man m die Reihe der ganzen Zahlen 
von —oo bis + oo durchlaufen lisst. 
Um die Natur der auf diese Weise an Stelle von » tretenden 
Werthe zu erkennen, bringe man die Zahl m in die Form: 


m=qm + Q, 

indem man unter @ den kleinsten positiven Rest der Zahl m nach dem 
Modul q versteht, und beachte, dass m dann alle ganzzahligen Werthe 
von — oo bis + oo und zwar jeden nur einmal annimmt, wenn man 
fiir g@ der Reihe nach die Zahlen 0,1, ..., ¢g —1 setzt und dabei 
jedesmal m’ die Reihe der ganzen Zahlen von — oo bis + oo durch- 
laufen lasst. Fiihrt man diesen Ausdruck an Stelle von m in die Glei- 
chung (S) ein, so ergiebt sich fiir n: 


, Pe 
n= pm +22, 


und man erkennt daraus, dass man die auf der rechten Seite der 
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Gleichung (F,) angedeutete Summation nach m in der Weise auszu- 
fiihren hat, dass man im allgemeinen Gliede dieser Summe: 


nn +Fe 


setzt, hierauf @ der Reihe nach die Werthe 0,1,...,@—1 annehmen 
lasst und zu jedem solchen Werthe von g an Stelle von n’ alle ganz- 
zahligen Vielfachen von p treten lasst. Auf diese Weise geht aus der 
Gleichung (F,) die neue Gleichung: 


0 [Rene — SP SOY HA) (49) 


e=0 n 


hervor, und es ist dabei, wie soeben bemerkt, die durch a an- 


gedeutete Summation so auszufiihren, dass an Stelle von »’ der.Reihe 
nach nur alle jene ganzen Zahlen treten, die Vielfache von p sind. 
Die in Bezug auf die Grosse »’ auszufiihrende Summation kann 
von dieser ihr anhaftenden Beschrinkung dadurch befreit werden, dass 
man das in (F,) hinter den Summenzeichen stehende allgemeine Glied 
mit dem Factor: 
o=p—1 ni 


é 


qon’ 


F= 


ri] — 


o=0 


multiplicirt, da dieser immer den Werth Null annimmt, wenn an 
Stelle von ~’ eine solche ganze Zahl gesetzt wird, welche nicht durch 
p ohne Rest theilbar ist, dagegen den Werth Eins, wenn an Stelle 
von »’ ein ganzes Vielfaches von p tritt. Hat man nimlich diesen 
Factor hinter den Summenzeichen eingeschoben, so darf man, ohne 
dass der Werth der Summe eine Aenderung erleidet, die auf »’ be- 
ziigliche Summation in der Weise ausfiihren, dass ’ die Reihe aller 
ganzen Zahlen von —oo bis + oo durchliuft, da bei der neuen 
Summe alle diejenigen Glieder, fiir welche »’ nicht eine durch p 
theilbare ganze Zahl ist, und welchen daher auch keine Glieder der 
urspriinglichen Summe entsprechen, in Folge des bei ihnen statt- 
findenden Verschwindens des Factors F den Werth Null besitzen, 
wihrend der Complex der iibrig bleibenden Glieder, fiir welche n’ 
eine durch p theilbare ganze Zahl ist, mit dem Complexe der die 
urspriingliche Summe bildenden Glieder identisch ist, da bei jedem 
derselben der Factor F den Werth Eins hat, Bringt man aber den 
Factor /' in die Form: a 
o=p—1 2ni © Pe 
F=-= or wt) 


o=0 
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schiebt ihn auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter den Summen- 
zeichen ein und ersetzt zugleich mit Riicksicht auf das vorher Bemerkte 


n=+o 
das Zeichen Ps durch das Zeichen a= » das angibt, dass m’ die 
Reihe aller ganzen Zahlen von — co bis + co durchlaufe, so erhilt 


man, wenn man noch linke und rechte Seite der so entstandenen 
Gleichung mit p multiplicirt, die Gleichung: 


(F,) po(f] (we me SF ete 
e=0 ao=0 


ST e+ REY a eg Rete) (p41 a) 


a=—o@ 


? 


damit ist die gewiinschte Umformung der rechten Seite der Gleichung 
(F) vollbracht. 


Beachtet man nun noch, dass die in der letzten Zeile der 
Formel (Ff) stehende unendliche Reihe mit der Function: 
p(g+e) 
9 q 
q(h+ 5) ()s 
P 


identisch ist, und fiihrt diese Function an Stelle der genannten un- 
endlichen Reihe ein, so geht aus der Gleichung (F,) die Thetaformel: 





e=g—1 o=p-1 P(9+ e) 
©  pel[f]@.— ZF) sae | O 
hervor, in der also: “ 
v= * u, b= £ a 


ist. 
Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die durch die Formel (I) 
reprasentirte Umformung der Function »|f] (u)_ eine Transformation 


im Sinne der im ersten Abschnitte entwickelten Transformationstheorie 


ist. Zu dem Ende definire man vier rationale Zahlen a,b, ¢, > durch 
die Gleichungen: 


tnE, 0, coo, vf 


und beachte, dass diese Zahlen, da ad — bc = 1 ist, nach Friiherem 
eine durch die Gleichungen: 




















Die Transformation der Thetafunctionen einer Veriindeflichen. 427 


(1) Axi xi, (2) B= ‘ta, 
(3) vu, (4) b= 2x 


charakterisirte lineare Transformation bestimmen. Fiihrt man aber die 
unter (1), (2) fiir A, B aufgestellten Werthe in die Gleichungen (3), (4) 
ein, so gehen dieselben unmittelbar in die hinter der Formel (I) 
stehenden, die Gréssen v und b mit den Gréssen wu und a verkntipfenden 
Gleichungen iiber, und man erhilt daher das Resultat: 


Die Liswng des durch die Charakteristik : 


£|0 
q 
T; = |— 
0 | 2 
Pp 
bestimmten Transformationsproblems wird durch die Gleichung: 


g ae — q 

ee os —2g0ni = 

) po[f] we 2 aii ats O%., 
? 

geliefert. 


§ 2. 
Die zweite elementare lineare Transformation. 


Kine zweite Umformung der gegebenen Function: 


m=+o 


a H (U)a = e e@ (m+)? +2(m-+-9) (w+-h zi) 
wird dadurch erhalten, dass man im allgemeinen Gliede der die Function 
darstellenden Reihe an Stelle des Parameters a einen neuen Parameter 6 


einfiihrt, der sich von @ nur um ganze Vielfache von 2? unter- 
scheidet. 


Zu dem Ende setze man: 
a=b—lzi, 
indem man unter / eine ganze Zahl versteht, und fiihre die so definirte 


Grésse b an Stelle von a in die obige Reihe ein. Es wird dann 
zunichst : 


a(m +- g)* + 2(m + g) (w+ hai) 
= b(m+g)? + 2(m+-g) (w+h' xi) + lg?xi —lgxi — lm (m+1) xi, 


wobei zur Abkiirzung: 


h+sl—lg=h 
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gesetzt ist. Beachtet man nun, dass 

lm(m + 1) wi, 
da 7 eine ganze Zahl, m(m -+- 1) aber stets eine gerade Zahl ist, ein 
gerades Vielfaches von zi darstellt und folglich unterdriickt werden 
darf, wenn es als Exponent zur Basis e auftritt, so erhilt man auf 


Grund der aufgestellten Relation fiir o|] (u)q die neue Gleichung: 


m=+o 


° H (U)o = >’ emt oP +2 (m-+9)(uth'i) S¢ elg(g—l) ni, 


u=— @ 


aus der dann, indem man die auf ihrer rechten Seite stehende un- 
endliche Reihe durch die ihr entsprechende Thetafunction ersetzt, sofort 
die Formel: 


(II) a Hi (Ua = & [f| (v), e9o—txt, 


wobei: 
v=u, b=a, W=h+sl—lg 
ist, hervorgeht, welche die im Eingange verlangte Umformung der 
Function @ H (w)_ darstellt. 
Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die durch die Formel (II) 
reprasentirte Umformung der Function @ H (u)q eine Transformation 


im Sinne der im ersten Abschnitte entwickelten Transformationstheorie 
ist. Zu dem Ende definire man vier rationale Zahlen a, 6, ¢, > durch 
die Gleichungen: 

a=1, b=0, cml, dol 
und beachte, dass diese Zahlen, da ab — bc = 1 ist, nach Friiherem 
eine durch die Gleichungen: 


(1) A=wai, (2) B=Ixzi+a, 
2. 

(3) o= tu, (4) beFxi 
charakterisirte lineare Transformation bestimmen. Fiihrt man aber die 
unter (1), (2) fiir A, B aufgestellten Werthe in die Gleichungen (3), (4) 
ein, so gehen dieselben unmittelbar in die hinter der Formel (II) 
stehenden, die Gréssen v und b mit den Gréssen wu und a verkniipfenden 
Gleichungen iiber, und man erhiilt daher das Resultat: 


Die Lisung des durch die Charakteristik: 


1 | 0 
T= |—}— 


=— 














Se se 
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bestimmten Transformationsproblems wird durch die Formel: 


(it) a H (U)a=@ [¢.] (U)atrni e971) x8, 
wobei: 

W=h+5l—lg 
ist, geliefert. 


§ 3. 
Die dritte elementare lineare Transformation. 


Aus den Perioden wi, a der Function o{f] (uw). bilde man, den 
Werthen: 
=0, b==1, c=—1, d=0 
entsprechend, die Gréssen: 
A=a, B=—vnxi, 
wodurech, da ab — bc — 1 ist, eine lineare Transformation bestimmt 
wird; die im allgemeinen Falle durch die Gleichungen: 


gm Sy ba J i 
ee Bis A 


fixirten Beziehungen, welche die Gréssen v, b mit den Gréssen u, a 
verkniipfen, gehen in diesem Falle in die Gleichungen: 


ou Be » b= = 
a a 
iiber. 

Diese Transformation soll als dritte elementare Transformation 
eingefiihrt werden, und es handelt sich darum, die ihr entsprechende 
Thetaformel durch directe Umformung der urspriinglichen Thetafunction 
zu erhalten. 

Um dazu zu gelangen, bedarf man einer Formel aus der Theorie 
der Fourier’schen Reihen, die zunichst aufgestellt werden soll. Es 
bezeichne f(#) eine reelle oder complexe Function der reellen Ver- 
anderlichen x, die fiir alle der Bedingung — 5 <2et+ : gentigenden 


Werthe von x einwerthig und stetig sei; diese Function soll zudem 
eine Derivirte f(x) besitzen, und es soll die Function f’(z) fiir dieses 
Intervall ebenfalls einwerthig und stetig sein; dann gilt auf Grund des 
von Lejeune- Dirichlet gegebenen Beweises der Darstellbarkeit einer 
Function durch eine trigonometrische Reihe die Gleichung: 


eS +3 
f(z) = fi fe) aé+2 >’ J f(g) cos 2nax(§ — 2) dé 


n=l 


Mathematische Annalen. XLIII. 28 
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fiir jeden Werth von x zwischen —; und + > Macht man nun die 
weitere Voraussetzung, dass die Function /f’(x) gleichfalls eine Derivirte 
f(a) besitze, und dass diese Function f”(x) ebenfalls fiir alle der 


Bedingung — ; <a2<et+ ; gentigenden Werthe von x einwerthig und 
stetig sei, so gilt auch die Gleichung: 


f(a) _frwar tS froema-oa 


fiir jeden Werth von x zwischen — = und + Z 


du 


— 


Setzt man in den beiden aufgestellten Gleichungen z= 0 und 
ersetzt sodann den Buchstaben § in neuer Bezeichnung durch den 
Buchstaben x, so erhalt man die speciellen Formeln: 


+; ’ 
(1) f(0) - ft dz +2 $ fv cos 2naax dz, 
a=1 
1 
~ = 


+4 


(2) f (0) -fr (x) da-+ 2 sii (a) cos 2nau dz. 


a 


2 


de 


Auf das allgemeine Glied der in der Gleichung (2) vorkommenden 
Summe wende man jetzt das Verfahren der theilweisen Integration 
an; man erhalt dann: 


de 
ro] + 


€ 


= 
—_ 
S 
° 
2 
iva) 
bo 
3s 
a 
8 
a 
8 


1 
FZ 


= (— Ip [fQ) on f(— *)| + ann ff) sin 2nax dz 


1 
2 


vo] = 


und weiter, indem man den so gewonnenen Ausdruck in die rechte 
Seite der Gleichung (2) einfiihrt und zugleich das an erster Stelle 
stehende Integral auswerthet, aus der Gleichung (2) die neue Gleichung: 
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8) £o=[rO-r(-}] | 


+ 2>'{- 1 [F(8) — #(—3)] + 2m f f(a) sin 2nae ae}. 


1 


Beachtet man nun, dass die Convergenz der unendlichen Reihe: 


ty tly ee ob tla bo 


immer auch auf Grund der Gleichung: 
u Ug Uy 
Hyp 
U + ue +--+ 4, uy Ub, + & 
oo mae Re ee 
und der absoluten Convergenz der Reihe: 
1 1 1 
ratre tT @cpat 
die Convergenz der unendlichen Reihe: 
u Us U, 
ie ee ee 


nach sich zieht, so ergiebt sich mit Riicksicht auf die Gleichung (3), 
dass die unendliche Reihe: 


Uy, + Ue+-:- + Uy 


(n—1)n” 





1 
+F 


a Be ie) ~ f(— >) > 22 ff sin 2nx2x as} 





convergirt, und weiter, da die Reihe: 
1 


1 1 
—1+5-5;+37-""° 


convergent ist, dass auch die Reihe: 


a 
> fre sin 2nux dx 
n=l . 

me 


convergirt. Bezeichnet man den Werth dieser Reihe mit w, so hat man: 
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und erhalt daher, wenn man diese beiden Gleichungen, nachdem man 
jede derselben mit der lateralen Einheit ¢ multiplicirt hat, zu einander 
addirt, die rene 


—1 


(4) 08 fre 2nux we : sfi (x) isin 2naex dz. 


tH 


-F 
Subtrahirt man jetzt von der Gleichung (1), nachdem man die- 
selbe zuvor in die Form: : 


1 
+? 


’ 
f(0) = J f(a) dz +> fre cos 2nax dx 


. 1 
+FZ 


op = fre cos 2uax dx 


1 


gebracht hat, die a (4), so erhalt man die Gleichung: 


(5) £0) = J f(#) dx +, 3 fm g-teate dg 


Ss SE fro e—2naxiz dy 


und schliesslich, indem man die drei auf ihrer rechten Seite stehenden 
Theile zu einer einzigen Reihe vereinigt, die Gleichung: 


4 
(H) f(0) = > fw e- inaiz dy, 


a 


r= --@ 


In Bezug auf diese Gleichung ist fiir das Folgende im Auge zu be- 
halten, dass dieselbe immer gilt, wenn die Functionen f(x), f’(z), 


f’ (a) fiir alle der Bedingung —Z<2S4+5 geniigenden Werthe 
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von « einwerthig und stetig sind, und weiter, dass die auf ihrer 
rechten Seite stehende Reihe aus zwei selbstiindigen Reihen: 


Uy + Uy + Ug fess ft +: 
ene ree eer 


“besteht, von denen jede fiir sich convergirt, sodass es nicht néthig 
ist, die Reihe als eine einfache: 

Uy + (uy U1) + (Ug F U2) ++ + (Un + Man) ees 
aufzufassen. 


Mit Hiilfe der soeben gewonnenen Formel (H) soll jetzt die in 
Aussicht gestellte Umformung der Function: 


(F) a H (U)a = > ea(m+g)?-+2(m-+9) (u+rai) 


a= @ 


und: 


durchgefiihrt werden. Zu dem Ende setze man: 
f(x) = ere +ialut(m+g)a+h ni | 


wobei die Gréssen a, u, m,g,h die im allgemeinen Gliede der obigen 
Thetareihe vorkommenden Gréssen sind, x aber eine reelle Verinderliche 
bedeutet, und fiihre die so definirte specielle Function, die alle im 
Vorigen fiir die allgemeine Function f(z) aufgestellten Bedingungen 
erfiillt, an Stelle von f(x) in die Formel (H) ein; man erhalt dann 
die Gleichung: 

+ 


n=+o 
1= > fersiierintnet enn dz 
n=—o@ 


2 
und weiter, indem man den auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehenden Ausdruck als Factor zum allgemeinen Gliede der Thetareihe 
hinzunimmt und beachtet, dass dieses dadurch keine Werthinderung 
erleidet, weil der eingeschobene Factor stets den Werth Kins hat, fir 


die Function o|%] (uw), nach Vereinigung zusammengehoriger Glieder 
den neuen Ausdruck: 
1 
+F 
m= +o n=+o 


f| (wha + alata ais dz. 


a>—@O 2. 


ae 


Die gewiinschte Umformung der Function o{] (u)q wird jetzt 
dadurch erhalten, dass man auf der rechten Seite der Gleichung (F,) 
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die an zweiter Stelle stehende, auf m beziigliche Summation mit der 
an erster Stelle stehenden, auf m beziiglichen den Platz wechseln lisst 
und alsdann die auf m beziigliche Summation ausfiihrt. 

Was zunichst die verlangte Umstellung der Summationen betrifft, 
so darf dieselbe, da es sich um unendliche Reihen handelt, nicht ohne 
Weiteres vorgenommen werden; es muss vielmehr nachgewiesen werden, - 
dass dieselbe erlaubt ist, oder, was dasselbe, dass die rechte Seite der 
Gleichung (F,) durch die Ausfiihrung dieser Operation keine Werth- 
ainderung erleidet. Dieser Nachweis soll zuniichst erbracht werden. 
Zu dem Ende setze man, indem man unter 2 eine reelle Verinderliche 


versteht : 
pea) = 0 [9 $7) ae, 


beachte, dass diese Function, ebenso wie jede ihrer Derivirten eine 
einwerthige und fiir endliche x auch stetige Function der Verander- 
lichen x ist, und fiihre diese specielle Function an Stelle von f(x) in 
die Formel (H) ein. Man erhalt dann zuniichst die Gleichung: 


a= > 


2. 


und weiter, indem man die auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehende Thetafunction durch die ihr entsprechende unendliche Reihe 
ersetzt und alsdann unter Beachtung, dass diese Reihe eine fiir alle 
Werthe von z absolut convergente ist, die auf # beziigliche Integration 
iiber die auf m beziigliche Summation hiniiberschiebt, nach passender 
Vereinigung zusammengehériger Glieder die Gleichung: 


4 
s n= 
) o{2| (t)a = > _femntrssimters lu+(h—n) wi] +29n2i Jy, 
ae 


2. r=—@ 


die sich von der Gleichung (F,) nur dadurch unterscheidet, dass die 
auf » beziigliche Summation an erster, die auf m beziigliche Summation 
an zweiter Stelle steht. 

Nachdem so die verlangte Umstellung der Summationen als statt- 
haft erwiesen und in der Gleichung (F,) zum Ausdruck gebracht ist, 
kann jetzt auf der rechten Seite der Gleichung (F,) die Summation 
nach m unter Benutzung der Formel: 
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S fretess sen fre dz, 


bei der g eine beliebige reelle Constante bezeichnet, ausgefiihrt werden; 
man erhalt dadurch die Gleichung: 


: (F’,) a H (W)a om b foes n)i)+2gnni dz, 


bei der jetzt schliesslich noch die Integration nach x auszufihren ist. 
Um dies Ziel zu erreichen, bringe man den Exponenten unter 
Benutzung der im Anfange dieses Artikels definirten Groéssen: 


os 


wt 1? 
v=— 4, b= — 
a a 


in die Form: 

ax? + 2a[u + (h — n) xi] + 2gnazi 

“25 o—* a + b(n — h)? + 2(n — h) (v + gai) | 

~“ 4 2ghmi; | 

die Ausfiihrung der auf der rechten Seite der Formel (F,) stehenden 
Integration reducirt sich dann auf die Auswerthung des Integrals: 


+o 


gh ree, 


—@ 


=a(«e+ 


Beachtet man aber, dass die Formel: 
+a 


eP(e+) dy — y= 
Pp 
of 


—@ 


besteht, bei der py und 7 von der Integrationsvariable 2 unabhiingige 
Gréssen bezeichnen, deren erste der Bedingung zu geniigen hat, dass 
ihr reeller Theil negativ ist, wiihrend der Werth der zweiten beliebig 
gewahlt werden darf, und bei der die auf ihrer rechten Seite stehende 
Wurzel so auszuziehen ist, dass ihr reeller Theil positiv wird, was 
durch das unten an die Wurzel angesetzte +- Zeichen angedeutet werden 
soll, so kann man auf Grund derselben das Integral J auswerthen 
und erhialt: ) 


- =. 
bia a 
+ 
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Fiihrt man diesen Werth in die Gleichung (F,) ein, nachdem man in 
derselben den Exponenten durch den oben dafiir aufgestellten zweiten 
Ausdruck ersetzt hat, so geht aus der Gleichung (F;) die Gleichung: 


— —“y2gnni 
e(n—h) +2 (n—A) (0+. 921) Se @ 


n=—@ 





@,) [Z| @.— 


und weiter, indem man die auf der rechten Seite stehende unendliche 
Reihe durch die ihr entsprechende Thetafunction ersetzt, schliesslich 
die Gleichung: 


(IIT) a H (4), = =2 o[|;| (v), e —S+2ghai 
+ 


hervor, welche die gewiinschte Umformung der urspriinglichen Function 


a H (w)q darstellt. 


Das Resultat der vorhergehenden Untersuchung lisst sich wie 
folgt aussprechen. 


Die Lisung des durch die Charakteristik: 


0 


—1 


1 


0 


Tin — 











bestimmten Transformationsproblems wird durch die Gleichung: 


(111) o(] (U)q = fe — ol; "| ns u) Se aad 


nm 
a 


bei der die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszusiehen ist, 
dass thr reeller Theil positiv wird, geliefert. 


Dritter Abschnitt. 


Zusammensetzung der allgemeinen linearen Transformation aus 
elementaren. 


$1. 


Vorbemerkung. 


Im vorhergehenden Abschnitte sind drei Arten elementarer linearen 
Transformationen 7;, Tz, Tux gewonnen worden; es soll jetzt nach- 


gewiesen werden, dass jede lineare Transformation sich aus solchen 
elementaren zusammensetzen list. 
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Zu dem Ende bezeichne man mit: 


m1 b 


C d 


T= 





eine beliebige lineare Transformation; es besteht dann zwischen den 
vier rationalen Zahlen a, 6b, c, > die Relation: 


ad—be—1. 
Stellt man jetzt sowohl die Zahlen a, 6 fiir sich, als auch die Zahlen 
c, > fiir sich als Briiche mit gemeinsamem Nenner dar, indem man: 


mt. tak, cmt, tae 
i= b Came, d ; 
setzt, wobei a, 6, y, 0 ganze, r,s positive ganze Zahlen bezeichnen, 
und. der Fall nicht ausgeschlossen ist, dass ein Factor von r gleich- 
zeitig Factor von « und #, und ein Factor von s gleichzeitig Factor 
von y und @ ist, und ebensowenig der Fall, dass eine der Zahlen 
r,s oder beide den Werth 1 besitzen, so nimmt die aufgestellte lineare 
Transformation 7’ die Gestalt: 
| 

; 


r 








T= 
Y 
8 





é 
8 


an, und es besteht zwischen den ganzen Zahlen a, 6, y, 3, 7, s die 
Relation : 
ad — Bpy—rs. 


Handelt es sich nun um die Zusammensetzung der vorliegenden 
Transformation 7 aus elementaren, so hat man die beiden Fille 


6 =0 und 620 von einander zu trennen. 


§ 2. 
Der Fall 6 = 0. 
In dem ersten Falle, wo 6 =O ist, hat die vorgelegte lineare 
Transformation 7’ die Gestalt: 
“| 0 
r 
Tf = —], 
y 6 
8 $ 





und es besteht zwischen den ganzen Zahlen a, 0, 7, s die Relation: 
ad=—rs, 
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woraus <= 5 folgt. Durch Einfthrung dieses Werthes an Stelle von 


: nimmt die gegebene Charakteristik die Form: 


an, und es ergiebt sich unter Beachtung der in Art. 3 des ersten 
Abschnitts fiir die Zusammensetzung von Charakteristiken gegebenen 
Regel unmittelbar die Richtigkeit der folgenden Gleichung: 

; 0 0 1 0 s | 0 


r| 3 
| 8 | 8 
Damit ist aber, da von den drei auf der rechten Seite stehenden 
Charakteristiken die erste vom Typus 7, die zweite vom Typus 7'y, 
die dritte vom Typus 7’; ist, bewiesen, dass jede lineare Transformation, 
bei der 6B den Werth Null besitzt, sich aus elementaren zusammen- 
setzen lasst. 

Kine lineare Transformation, bei der 6B = 0 ist, soll eine singulire 
lineare Transformation genannt werden. Singulire lineare Transfor- 
mationen sollen in der Folge mit den Buchstaben S, S’, S”, ... be- 
zeichnet werden. Durch Zusammensetzung singulirer Transformationen 
entsteht immer wieder eine singulire Transformation, und es ist daher 
auch, da alle Transformationen 7',, Ty, singulire sind, eine jede Trans- 
formation, welche sich aus Transformationen 7;, Ty in beliebiger 
Anzahl zusammensetzt, stets wieder eine singuliire Transformation. 
Das vorher gefundene Resultat lisst sich aber wie folgt aussprechen : 

Jede singulére lineare Transformation: 


| Sel = 


“7 1 


-_~ 
— 























= | 0 
$ 
T= = 
y é 
ry 8 
lasst sich in der Form: 
1 
3 0 1 | O s | 0 
T= —| |—|__| |_| 
0 | ¢ yo | 1 0} = 


aus drei, ader in speciellen Fiillen aus weniger als drei, elemen- 
taren singuldren Transformationen vom Typus T', Tr, zusammensetzen. 
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g 3. 
Der Fall 620. 


Ehe zur Behandlung des zweiten Falles geschritten wird, der da- 
durch charakterisirt ist, dass bei der Transformation: 


T = |——_|——_ 
C d 


6 von Null verschieden ist, sollen, um in dieser Richtung die noth- 


wendige Orientirung zu erlangen, zwei beliebige singulire Trans- 
formationen: 





a” 0 a” 0 
s’ — See ‘ Ss” — 
co} “ir 
mit der Transformation: 
Oo rg 
Pin = |——|— 
—1 ie) 


in der Reihenfolge S’, Tr, S” zu einer Transformation: 


Ba! Ga 0 
col fe fe 





a’ | O | 0 


LT = STS” = |— : 
¢ Dd | 
zusammengesetzt werden. 
Setzt man zuniichst die an erster und zweiter Stelle stehenden 


Transformationen S’, 7’; zu einer einzigen zusammen, so erhilt man 
die Gleichung: 





1 


4 | d’ a” 0 
T= = 7. ee 
—a| 0 cre 
vereinigt man aber jetzt noch die beiden auf der rechten Seite dieser 
Gleichung stehenden Transformationen zu einer einzigen, so ergiebt 
sich schliesslich fiir die Transformation 7 der Ausdruck: 
| ca” | da” 
T= 





cc" =r ad” | rc” 


Beachtet man nun, dass sowohl > als auch q” stets von Null ver- 
schieden sind, so erkennt man, dass bei der entstandenen Transfor- 


mation 7 die Grésse 6 stets einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt. 
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Mit Riicksicht auf dieses Resultat soll jetzt untersucht werden, ob 
jede lineare Transformation: 








a B 

r r 
T= , 

y é 


8 | 8 
bei der 6 von Null verschieden ist, sich aus zwei passend gewihlten 
singuliren Transformationen S’, 8S” und der Transformation 7; der 
Gleichung: 
T = 8’ TS" 

entsprechend zusammensetzen lisst. Fiihrt man in diese Gleichung 
an Stelle der Symbole 7, S’, Ti, S” die ihnen entsprechenden 
Charakteristiken ein und setzt die drei Charakteristiken S’, Z'y;, S” 
unter Benutzung des obigen Resultates zu einer einzigen Transfor- 
mation zusammen, so erhilt man zur Bestimmung der in den singu- 
laren Transformationen S’, S” beziehlich vorkommenden rationalen 
Zahlen a’, ¢’, 0, a”, c”, 0”, welche schon von vorneherein den 
Gleichungen: 


(1) a’) =1, (2) ay” =1 
zu gentigen haben, die weiteren vier Gleichungen: 
(3) Ja* ils =, (4) ba” “in e, 
, ” ; ” ’ ” é 
(5) ce” —a’p’ 2, (6) dc” =. 


Durch Auflésung der Gleichung (1) nach a’, der Gleichung (2) 
nach «” als Unbekannten erhilt man: 


, ‘ 1 > Va w 1 
(1’) a= 5, (2’) a — a 


multiplicirt man weiter die Gleichungen (3) und (4) links und rechts 
mit >”, so erhalt man: 


B) c= Fe’, (4) va bo’; 
lést man endlich die Gleichung (6) nach ¢” auf, so erhilt man: 
, ” é 
(6’) cmc. 7 


Mit Hiilfe dieser Gleichungen kann man nun ohne Miihe die Gréssen 
a’, c’, 0, a”, ¢” sammtlich durch »” allein ausdriicken in der Form: 


’ 


= 


oj 


, Qaen , Bo, 
79 cms, b= - d’, 


aI" 


(S) 


” 
4 = 


| & 


i *) ie 
oe 
3 
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aus denen sich fiir a’, c’, >’, a”, c” unter allen Umstinden rationale 
Zahlen ergeben, da der Voraussetzung gemiss «, 6B, y, 9, r, s ganze 
Zahlen sind, >” aber eine von Null verschiedene rationale Zahl ist. 
Fiihrt man die so fiir die Gréssen a’, c’, b’, a”, c” gewonnenen Aus- 
driicke in die urspriinglichen Gleichungen (1), (2), ..., (6) ein, so 
erfiillen sie natiirlich die Gleichungen (1), (2), (3), (4), (6), aus denen 
sie ja abgeleitet wurden, sie erfiillen aber auch auf Grund der Gleichung 
«ad — By—rs die noch iibrige Gleichung (5), und es stellen daher 
die unter (S) aufgestellten Ausdriicke die allgemeinste Lésung der 
Gleichungen (1), (2), ..., (6) dar, wenn man unter 6” eine will- 
kiirlich wahlbare von Null verschiedene rationale Zahl versteht. Damit 
ist der Satz bewiesen: 


Zu jeder linearen Transformation: 


31k 
31D 








? 


Y a 
8 Ss 





bei der B von Null verschieden ist, kinnen auf unendlich viele Weisen 
zwei singuldre lineare Transformationen: 


0 


»” 


” 


a 


0 


»” 


a 
8’ a 





, _ — 
” 


¢’ ¢ 




















bestimmt werden, sodass die Gleichung: 

i = Ss’ Tin Ss” 
erfiillt ist; man erhdlt alle der aufgestellten Gleichung geniigenden Paare 
zusammengehoriger Transformationen S‘, S”, wenn man an Stelle von 
>” alle miglichen von Null verschiedenen rationalen Zahlen einfiihrt wnd 
dazu jedesmal die iibrigen in S’, S” vorkommenden Grossen a’, ¢’, d’, 0”, ¢” 
aus den Gleichungen (S) bestimmt. 

Durch Einfiihrung passend gewihlter specieller Zahlen an Stelle 
von >’ kann man den Transformationen S’, S” und damit auch jenen 
elementaren Transformationen, aus denen 7’ der im Eingange dieses 
Abschnitts gestellten Aufgabe entsprechend zusammengesetzt werden 
soll, eine méglichst einfache Gestalt geben. Um eine solche Speciali- 
sirung vorzunehmen, setze man: , 

bar 
und ftihre diesen Werth in die Gleichungen (S) ein; es gehen dieselben 
dann in die Gleichungen: 


, 1 , , ” 1 
v= @: c =a, do = 6, aq ==, c= 
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tiber. Bildet man nun die diesen Zahlen entsprechenden Transfor- 
mationen S’, S” und fihrt dieselben zugleich mit den durch die 
Symbole 7, 7; bezeichneten Transformationen in die Gleichung 
T = 8S'Ty7S" ein, so erhalt man die Gleichung: 











| 
| ; | | : | : | ; | 
r r 6 r 
= | ——— 
y | @ é 








und weiter dann, indem man auf der rechten Seite dieser Gleichung 
sowohl die an erster, wie die an dritter Stelle stehende singulire 
Transformation nach dem in Art. 2 Gezeigten aus elementaren Trans- 


formationen den Gleichungen: 








1 | . 4 
i” a | ° 
a | B 0 | B 
| a | 1 | 
ti¢ A,| 0 1 
a — 
xB r 0 ‘ee rs'pod 








entsprechend zusammensetzt, schliesslich das Resultat: 


Jede lineare Transformation: 

a B 

r r 
T= . 
y é 

$ 8 








bei der BZO ist, lisst sich in der Form: 



































i 0 1/10 o!1 
T= 
0 | B «Bp | 1 |}—1]| 0 
i 
ag | 9 1 | 0 sp | 0 
a 1 
0 |rsB||rspe| 1 01% 


aus sechs, oder in speciellen Féillen aus weniger als sechs, elementaren 


linearen Transformationen zusammensetzen. 











are 








1 PET a 
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Vierter Abschnitt. 


Die beiden nicht linearen Haupttransformationen. 


$ 1, 
Aufgabe dieses Abschnitts. 
Fiir diesen Abschnitt eriibrigt es, jene beiden speciellen, zu den 


1 — ‘ 
Zablen —, und » gehérigen Transformationen : 


| O n 0 
|_, | Soe Poe 
0 | 1 0 1 
| 


zu behandeln, welche bei der Zerlegung der allgemeinen, zur Zahl 
_ gehérigen Transformation am Ende des ersten Abschnitts auf- 


getreten sind. Beachtet man aber, dass in denselben n,m’ zwei 


beliebige positive ganze Zahlen bezeichnen, und dass N, die zur 
Transformation: 





inverse Transformation, also: 
wl 


ist, so kann man die Aufgabe dieses Abschnitts auch so angeben: 


Es sollen die Lisungen der beiden zu einander inversen Trans- 
formationsprobleme : 





ermittelt werden. Diese beiden Transformationen sollen die beiden 
nicht linearen Haupttransformationen genannt werden. 
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§ 2. 
Umformung eines Productes von » Thetafunctionen mit demselben 
Parameter a. 


Fiihrt man auf der rechten Seite der Gleichung: 


(F) B(u + Ca B(U + Cla... B(U + Cn)a 
— @,...,-- @ 


po ef" (m,?-++----+-m3 ) +2(m-+---+-m,) u+2(m, +--+ my Cy) 
_ ? 


m 


bei welcher die Summation so auszufiihren ist, dass jeder der » Sum- 
mationsbuchstaben m unabhiingig von den tibrigen die Reihe der ganzen 
Zahlen von — co bis + oo durchliuft, an Stelle dieser Summations- 
buchstaben m neue m’ ein mit Hiilfe der Gleichungen: 


_. m,’ + Mp 5* 
n = Mo, + Mn, 
(S) — 
a ed Mn—1 + Mn 
Mp = — Mm, — mM, — -+> — Mit mM, 


und beachtet, dass dadurch: 
i a el sR eC 
Mm +:-++m = nm, 
My Cy “+ MgC mm My Cy oe Mp1 na — (my +++ My_1) Cn 
+ m,(C, + +++ + Ca) 
wird, so erhalt man aus der Gleichung (F) zunichst die Gleichung: 
(F;) B(U + C)a B(U + C)a .- - BU + Cn)a 
et Lb + (m+ my 1)? mm, | 


m 


a S 21 aba Oya — (my +o my_3) Ca-tm, (nu+s)] ? 


bei der zur Abkiirzung: 


SH Qt Qte +e 
gesetzt ist; und es ist dabei die auf der rechten Seite vorkommende, 


durch das Zeichen angedeutete Summation nach m,’, ..., m, in 
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der Weise auszufiihren, dass man an Stelle des Systems der » Sum- 
mationsbuchstaben m,’, ..., m, ein jedes der Werthesysteme treten 
lasst, welche sich dafiir aus den durch Auflésung der Gleichungen (S) 
nach den m’ als Unbekannten entstehenden Gleichungen: 


nm, =(n—1)m, — M,— +++ — Mn—1 — Mn, 

mm, = — m+ (n—1)m,—---— Mn—1 — Mn, 
(s) 

2Mn1 = — m, — m, — ++++(n—1)m_1 — mM, 

2m, = m, +m ++-++ Mn—1 + My, 


ergebea, Wenn man eine jede der m Gréssen m,,..., m, unabhingig 
von den tbrigen alle ganzzahligen Werthe von — oo bis + oo durch- 
laufen lasst. 

Aus den Gleichungen (8’) folgt nun zuniichst, dass die Gréssen 
nm,',.. + mm, stets ganze Zahlen sind; bringt man dieselben aber, 
indem man fiir v= 1,2,..., mit x, den kleinsten positiven Rest 
der Zahl vies nach dem Modul » bezeichnet, in die Form: 


e A A 
nm, = nm, yy cy MMnd = NMn + Mn-1, NM, = NM, + xy 
und fiihrt die daraus sich ergebenden Werthe an Stelle der Gréssen 
M;, +. +) M1, m, in die Gleichungen (8S) ein, so erhilt man sofort 
zwischen den Zahlen %,, ..., %n-1, %n die Beziehungen: 


My Ss SS Hy 1 = — My. 


Man erkennt daraus, dass man die Summation nach den Gréssen m’ 
so ausfiihren kann, dass man die Gréssen: 


, 


, 
mM,» “+ Mn—15 Mn 
durch die Gréssen 


A 7 A x A * 
— =, tt ty) My My + — 
mm n? ? eo ” n 


beziehlich ersetzt, sodann an Stelle des Systems der nm Grdssen 
m, mo, oom My eine jede Variation zur n‘** Classe mit Wiederholung, 


die man aus den iiberhaupt existirenden ganzen Zahlen als Elementen 
bilden kann, einfiihrt und jedesmal dazu x die Reihe der ganzen 
Zahlen 0, 1,..., *—1 durchlaufen lasst. Fiihrt man dieses Ver- 
fahren aus und setzt zur Abkiirzung: 


a +(ma- 1-= ee mit + = ) | 
(a,n) __ 
” “2 i. es my —= ert +(M— 1-5) ¢a- on (m+ fie i—"= *) a ; 
4 
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wobei die auf der rechten Seite angedeutete Summation so auszuftihren 


ist, dass jeder der » — 1 Summationsbuchstaben my , — — unab- 
hangig von den iibrigen die Reihe der ganzen Zahlen von — oo bis 
+ co durchlauft, so erhalt man aus der Gleichung (F,) die neue: 


(F,) B(U + Cy)a B(U + Cy)a ++ > B(U + Cada 
-> (a, >t : a(a+5)+2(H+3) eens 


und aus dieser, indem man die auf ihrer rechten Seite vorkommende 
unendliche Reihe durch die damit identische Thetafunction ersetzt, die 
Formel: 


(0)  P(we,)a- Owe) — > Bos Joo +0 


Lasst man endlich in der Formel (0,) die Variable w in: 
u+tgathzi 


iibergehen, so erhalt man aus ihr unter Anwendung einer bekannten 
Hiilfsformel die allgemeinere: 


(®,) ® H (w+c)a...8 [¢] (u + en)a 


x=n—1 


— 2) Be ” fo t * |i + 8)na} 


=0 


dabei kann man den Constanten BY” auch die fir das Folgende 
bequemere Gestalt geben: 


— ©, +++, @ a|m? + oo m,2_4 + (m+++++m_—1— x) = “| 
Bo” = ad 
x 
My ** *) Mn} 2[mect tm &.3— (m+ +++ my — *) Cy = = | 


§ 3. 
Darstellung der Coefficienten B durch Thetafunctionen. 


Die Constanten B kénnen auf verschiedene Weisen durch Theta- 
functionen dargestellt werden. Um zu einer solchen Darstellung zu 
gelangen, fiihre man an Stelle der Summationsbuchstaben m neue 
Summationsbuchstaben » ein, welche definirt sind durch die Gleichungen: 

















LLL 
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m, = M + M, + My + > Myo + Mn-1, 
My = — M PM, + My o> Maa + M1, 
~~ = — 2m, + My +++ Mn-a + M1, 
Mn = — (N—2) M2 + Mri - 


Durch Anwendung dieser Substitution wird dann: 


mi + my ++ maa + (m, - m, +--+ My_1 — #)? — = 
=1-2ni + 2-305 +-+++(m—2)(n—1)mi_s+ (n—1)n(ma1—2), 


und ferner: 


My Cy My Cy +++ My—1 Cn—1 — (M1, My + + + My 1 — #)C,—=s 
=, (C,—Cy) fg (Cy Cy — 2) ++» -Mn—2 (CF C9 ++ * + Cn-2 — N—2Z C1) 
+ (in—1— *) (6, + cg o++ Oa — M—1 ey). 


Um dann noch die Frage zu entscheiden, in welcher Weise iiber die 
neuen Gréssen » zu summiren ist, hat man das Gleichungssystem, 
durch welches die » eingefiihrt wurden, nach diesen Gréssen als Un- 
bekannten aufzulésen und die an entsprechenden Stellen gemachten 
Schliisse zu wiederholen; es ergiebt sich dann, dass die Summation 
nach den » so ausgefiihrt werden kann, dass man: 


A 1 
my = Ts 


A 
%, =n, to (& +26), 


A 1 — 
Mn—2 = Mn—2 1 ay Gna) 1 282+ +m — 2 ens), 


1 


ani (& +28 +++ —2 &q_2), 


A 
Ny—1 = Mp—1 + 





setzt und nach allen Gréssen » von — co bis + oo, nach ¢, aber fiir 
y=1,2,...,%—2 von O bis v summirt. Man erhilt auf diese 
Weise far BY” den Ausdruck: 


29* 
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Be” -> {> [| (d, —¢,)1.2a9 |F| (d,— 2¢5)2.sa + + + 


. 0 0 


6,2 
3 @ =i | (d,-2— N—2 Cn—1)(n—2)(n—1)a 
0 


Sn-2_* — 
OP} n—1 n (d,1—n—1 ca)annae} ? 
0 
bei dem zur Abkiirzung fiir v — 1, 2,...,”— 1: : 

tate +o—d, 
ferner fir v = 1,2,...,n — 2: 

é& +2e,+---+ve,=—6, 

gesetzt ist, und > andeutet, dass fir »—1,2,..., —2 nach e, 


von 0 bis v zu summiren ist. 


§ 4. 
Die Constanten ¢,,...,¢, werden durch wi und a ausgedriickt. 
Die bei der Formel (9,) in den Thetafunctionen und den Gréssen B 


vorkommenden willkiirlichen Constanten c kénnen mit Hiilfe reeller 


Gréssen g, h durch zi und den Parameter a ausgedriickt werden in 
der Form: 


C= Gath wi, ..., Crm Gna+ hari. 
Fiihrt man diese Ausdriicke an Stelle der ¢ in die Formel (0,) ein, 


indem man sich darin gleichzeitig BY") durch den letzten dafiir an- 
geschriebenen Ausdruck ersetzt denkt, so wird unter Anwendung der 


schon vorher erwihnten Hiilfsformel zunichst auf der linken Seite der 
Formel fiir v = 1, 2,..., : 


? H S-+4). = © Lf : 44 (u)ge™ 292M ut haithy ai) 


h+h, 
es wird weiter auf der rechten Seite, wenn man: 
n+G2 +++ +In=7, hy thy te +> tha = h’ 
setzt: 


? 


: f+3 — 22g wp ann — 2 ni 
id Cone Wa coe 7 P n 
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und ferner, wenn man fiir vy = 1,2,...,.n —1: 
I+ 92+ + Gy — Vr = Yr, 
hy tho tees + hy — vhyi = hy’ 


setzt: 


6, 
a E (y+ n| (d, ma Cytt)y(mp1)a 
0 


vt gy ayy 2 Dy hy - 
= 8) (e+) (O)»(r-41)0 e v(rFI) ve) ; 
Ay 
fiir vy = 1,2,...,— 2, und endlich: 


Sos 8 —— 
Olnm—1 Mw] (dy — n— 1 Ca) (n—1)na 
0 


on -2 r Gn—1 _ ¥ m @9n—1 is In—t byt “ 
= P| n—1 (n—1)n” ®1 (O)—rnae “—1)* (n—1)n L 
0 








Nun ist aber: 
1 eq 1 , 1 ’ os 
ert ie os tele at mest ce rt 
=9"? +9" +: > + gn’, 
: ; 4 ’ 4 “ 1 , ’ 1 ‘Le 
TM hy +ra% hy +>: + Grin It +9 h 
= gyhy + goltg +--+ + Gnln; 


und es geht daher die Formel (8,), wenn man die im Vorigen ge- 
fundenen Ausdriicke in sie einfiihrt und die den beiden Seiten gemein- 
samen Factoren durch Division entfernt, tiber in die Formel: 


(0) Tei] o fT] oo. Sore oles m= me 


In dieser Formel ist: 


ie a te ii OL ee hi thet--:t+haeHh 
gesetzt und mit 0,” der Ausdruck: 


a+ 9 O2 + 9 
oe” FL 1.2 |orse[ ey per: 





e h,’ 4 2 
Fn—2 2 + In—2 7 a he pee In—1 _— 
(n— 2) (n —1) (0)in—2) (n—1)a | n-1 (n—1) nn m |(O)n— 1) no 
x. 4 a 
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bezeichnet, bei dem fiir v — 1, 2,...,»— 1: 
91 92H ++ + Ie — VGr41 = Ge 
hy +h, +¢:: +h = Vhyir = hy’, 
ferner fiir v = 1, 2,..., — 2: 
&, +28, +---+ ve, — 6, 
gesetzt und mit > angedeutet ist, dass fiir n= 1,2,...,—2 nach 


é, von O bis v zu summiren ist. 


§ 5. 
Umkehrung der Formel (0). 


Aus der Formel (9) kann man eine andere ableiten, welche eine 
Function @ 7] (wu)nq linear durch Producte von je m Functionen 


a [F | (w), ausdriickt, und welche daher als die Umkehrung der Formel 
(©) anzusehen ist. 
Um dieselbe zu erhalten, ersetze man in der Formel (0) die 


Grosse h durch h + , indem man unter 4 eine ganze Zahl versteht, 
und beachte, dass: 


g ,* g ,% 2 (94% 4%) ani 
RAR (Concer (a Ca 
nh+h'+a nh+h | 


ist; man erhalt dann aus der Formel (9), wenn man linke und rechte 
Seite mit 

—2(g+2) ani 

-2 (48) 


multiplicirt und gleichzeitig auf der rechten Seite x’ statt x schreibt, 
die neue: 


I+9: . I+ 9n —2 (942) ani 
a h-+h, +2 (uja---@ hte +2 (w)ae 


2x ani 


x =n—1 g x“ 2x2 
-> ovo | stata (nU)nae n : 
<=, nh+h’ 


Versteht man jetzt unter x irgend eine Zahl aus der Reihe 0, i,. 
--,%— 1, multiplicirt linke und rechte Seite der letzten Formel mit 
2Qeini 


e 
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und summirt nach 4 von 0 bis » — 1, so erhalt man zunichst: 


t=n-1_ Fgtg, rgt+ gn —2(0+%+%) ani 
2 a h+h+ (ua... awl (U)a e 


x'=n—1 g x d=n—1 22i “'—n)a 
= dcr" a te "| (nU)na (z c” ’ ) 
x'=0 


nh-+h’ a=0 


und hieraus, indem man beachfet, dass die auf der rechten Seite 
stehende in besondere Klammern eingeschlossene Summe nur dann 
einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth n besitzt, 
wenn x =< <x ist, die Formel: 


g,% 
Se cree 
nh-+h’ 
ms otg 9+9 —2 (045 +5) tai 
=” ae One hth +2 (U)ae ‘ 


In den Formeln (0), (©) bezeichnen g,, hy (v= 1,2,...,m) 2m 
willkirliche Constanten; beachtet man aber, dass auch die weiter vor- 
kommenden beiden Gréssen g, h willkiirlich wahlbar sind, so erkennt 
man, dass man den vorher genannten 2” Constanten, ohne der All- 
gemeinheit der Formeln Abbruch zu thun, die beiden Bedingungen: 

nA++GP+ +9. =), hy thy+-+++- +h, =0 


auferlegen kann, wodurch die Formeln (@), (@) in Folge des Ver- 
schwindens der beiden Gréssen g’, h’ eine etwas einfachere Gestalt 
annehmen. 


§ 6. 
Allgemeine Formeln fiir die beiden nicht linearen Haupttransformationen. 
Bei dem durch die Charakteristik: 


Bn} —|—_— 


bestimmten Transformationsprobleme sind die Variable w und der Para- 
meter a der urspriinglichen Thetafunction mit der Variable v und dem 
Parameter 6 der transformirten durch die Gleichungen: 

v= nu, b=—na 
verkniipft Die im Vorigen abgeleitete Formel (©) erscheint daher als 
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Lésung dieses Transformationsproblems, und die Formel (6), weil sie 
die Umkehrung der Formel (@) ist, als Lésung des dazu inversen 
Transformationsproblems N,~! = N,. Dieses Resultat kann man, wie 
folgt, aussprechen: 


Den beiden nicht linearen Haupttransformationen: 


entsprechen die beiden Formeln: 


a) off tL ono LE] on Siero | PE one 


nh hk 
(N,) no” @ ors n of "| (NU)na 
nh-+h’ 


4=n-1 I+ 9 I+ Gn —2 (04242) rai 
-2° h+h, ++ (u)q...d ht hep |e 


In diesen Formeln ist: 
AFG + s+ H=y—, hy the t--+ +h =h' 
gesetet und mit OS*" der Ausdruck: 


Oo +H 6; +92 
on Sf] 13 Joe[ SP [mm 


. 1 2 


Sn—2 +! In—2 n—2 Gu—1 ca 
6 i “ate | (0)n—2) (n—1)a ® Ee — i+ Gaia =| Ore-vn 
hn—s n—1 
bezeichnet, bei dem fiir v = 1,2,...,n —1: 
I: + G2 ++ + Gy —- VGOr41 = Wr, 
hy +h,+ ai sting +h, — VIeyts — hy’, 
ferner fiir v = 1,2,...,n —2: 


& +28,+:---+ve—e, 
gesetat ist, und S$ andeutet, dass fiir v = 1,2,...,%—2 nach ¢, 


2 
von 0 bis v zu summiren ist. 











Die Transformation der Thetafunctionen einer Verinderlichen. 453 


§ 7. 
Specielle Formeln fiir die beiden nicht linearen Haupttransformationen. 


Die Formeln (N,), (N,) nehmen einfachere’Formen an, wenn man 


fiir die Constanten g,,...,9n, hy,..-, hn» passend gewihlte specielle 
Werthe einfiihrt. 


Setzt man zunichst: 


I= 9. =: = G7 = 0, 
hi =h,=---=h, =0, 


so gehen die Formeln (N,), (N,) tiber in die Formeln: 
x=n—l re x“ 
woffa“ Samrel?+ Fon. 
x=0 nh 
4=n-1 


’ y (a,n) g+= a | 9 —2 (0+) ani 
(Ny) nx of eh coe -2° la+| (U)ae : 


bei denen: 


oc," ->\e Ku (0):.24% 3 (CO)e.sa--- 


6 


¥ n—2 6,9 x 
..- B] @—2)(n =| (0)(n—2)(n—1)aP je _ “| O)n-nnel 
L 60 0 





ist, wenn man fiir vy =—1,2,...,n —2: 
& +2e,+---+ v=o, 


setzt und mit |S andeutet, dass fiir v = 1,2,..., — 2 mach «, von 


a 
0 bis v zu summiren ist. 
Setzt man ferner: 


N=2= "= Jr=0, h,=0, hy==, s=5, ray b=", 
so wird: 
9 =0, hi = *—* 
und fiir vy = 1,2,...,n—1: 
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Aus der Formel (N,) geht daher zuniachst die Formel 


ae g+- 
nC, ‘°" @ nat (NU)na 
nh + 





4=n—1 


g 
-So( 42 1 one i 42+ eas : of et | (u)a 


hervor, bei der: 


S. >. 
"a a,n Bo . 3 
Cy ) | *. (0):.248 3 





6, Gn_9 
ad “BED | Ohi on-nc0)*—! _* | On-vee 
ae 2)(n—1) (0) (n—2) (n—1) (9)(n—1 
ist, wenn man fiir vy = 1, 2,..., — 2: 
& +2e,+---+vy—6 


setzt und mit > andeutet, dass fiir v = 1, 2 


.»” — 2 nach ¢, von 
O bis v zu summiren ist. Nun ist aber 


of 43 e0| 1| a ol, feere oo. 
9g g 
—| 4 1 fae. oO 1] baga 44 ic nm 
rf 869 
oo peewee (c> 


9 9 294 ni 
= h (u)a? as (U)g...? r+” fox | ae : 


und es geht demnach die obige Formel iiber in 
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x“ 
n C, = ") a J 1 (n U)na 
nh+ - 


9 9g 9g d=n—1 2x dni 
-floaLeisefatalo(Se"") 


Nun besitzt aber die auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
stehende, in besondere Klammern eingeschlossene Summe nur dann 
einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth n, wenn 
* = 0 ist; die letzte Formel geht daher fiir x —0, wenn man linke 
und rechte Seite, nachdem man sie durch » dividirt hat, mit einander 
vertauscht, iiber in: 


‘ 9g g g 
(N”) a h (u)a? lag! (t)g...@ wees (Wa 


g 
— "" (a, n) 
= C a e - v1] (Mt)na, 


wihrend fiir jedes x > O aus ihr: 
C,'%") <= 0 (x—=1,2,...,n—1) 











folgt. 
Strassburg, im December 1892. 
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Die Transformation der Thetafunctionen einer Verinderlichen. 
Zweite Abhandlung. 
Von 


A. Krazer in Strassburg i. E. 


In einer ersten, im vorausgehenden Hefte dieses Annalenbandes er- ° 
schienenen Abhandlung habe ich die Grundlagen fiir die Behandlung des 
allgemeinen Transformationsproblems der Thetafunctionen einer Ver- 
ainderlichen gegeben, indem ich zeigte, auf welche Weise die allgemeine 
Transformation sich aus einer geringen Anzahl einfacher Transfor- 
mationen zusammensetzen lisst, und fiir diese einfachen Transfor- 
mationsprobleme die vollstiindige Lésung angab. In der gegenwiirtigen 
zweiten Abhandlung soll mit diesen Hiilfsmitteln die ganzzahlige zur 
Zahl n gehérige Transformation der Thetafunctionen einer Verinder- 
lichen vollstindig ausgefiihrt werden. 


Einleitung. 
Die ganzzahlige zur Zahl » gehorige Transformation : 
’ . B 
- y | é | 
bei der: 
ad —Bpy—=n 


ist, lisst sich aus einer linearen Transformation und einer speciellen 
zur Zahl » gehérigen Transformation in der Form: 


. E n | O 
T = |__| — 
y | oO 0 1 


zusammensetzen, und man erhalt daher die der Transformation 7’ ent- 
sprechende Thetaformel durch Zusammensetzung jener zwei Theta- 
Mathematische Amnalen. XLIII 30 
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formeln, welche den beiden auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
stehenden Transformationen entsprechen. Um die zu der ersten, linearen 
Transformation: 








« | B 

n n 
ZL = | 

y 0 


gehérige Thetaformel zu erhalten, hat man diese Transformation in 
der im dritten Abschnitte der ersten Abhandlung angegebenen Weise 
aus elementaren linearen Transformationen zusammenzusetzen, die 
diesen Transformationen entsprechenden Thetaformeln dem zweiten 
Abschnitte zu entnehmen und zu einer einzigen Formel zu vereinigen. 
Dabei muss der Fall, wo B20 ist, von dem Falle, wo 6B =O ist, 


getrennt werden. Im ersten Falle soll die Transformation Z von nun 


an mit L,, im zweiten Falle mit LZ, bezeichnet werden. Die zweite 
Transformation : 


n | O 


ol 4 


ist die im vierten Abschnitte der ersten Abhandlung eingefiihrte 
zweite nichtlineare Haupttransformation N,; die ihr entsprechende 
Thetaformel ist dort in der allgemeinsten Gestalt aufgestellt worden. 


Erster Abschnitt. 


Aufstellung der zur linearen Transformation Z, gehorigen 
Thetaformel. 
i. 
Zusammensetzung der Transformation Z, aus elementaren. 


Da bei der Transformation: 


die Zahl 6 der Voraussetzung nach von Null verschieden ist, so lisst 
sich diese Transformation entsprechend dem im diitten Abschnitte der 
ersten Abhandlung gewonnenen Resultate in der Form: 
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] 

te 0 

, | 1 | ¢ 011 

a a wine 

0 | B ap | 1 —1] 0 
1 
ry 1|0 B | 0 
0 mnBl |npe| 1 0 ; 


aus sechs elementaren linearen Transformationen zusammensetzen, 
Die nichste Aufgabe ist, die diesen sechs elementaren linearen 
Transformationen entsprechenden Thetaformeln aufzustellen. 


2. 


Die den sechs in Art. 1 erhaltenen elementaren linearen Transformationen 
entsprechenden Thetaformeln. 


Es entspricht zunichst der elementaren Transformation: 


1 | 
a 
0 | B 
die aus der Formel (1) *) fiir p=1, g—£ unmittelbar hervorgehende 
Thetaformel : ” 
SS pete 
(1) o[f]m=— > a, [oon 
e=0 Bh 
bei der: 


v,= Bu, 0b, = Ba. 


Der elementaren Transformation: 


entspricht ferner die aus der Formel (II) **) fiir 1 = @B bei passender 
Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel: 


2) 9 [2] (oid, = eenernoai off] (0, 
bei der: 
Jo = 915 h, =h, +5 a — aby, V,=,, b,—=b, + af xi. 








*) Bd. 43, pag. 427, 
**) Bd, 43, pag. 429. 


30* 
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Der elementaren Transformation: 


o|1 
4 cacao 
—1]| 0 
entspricht die aus der Formel (III)*) bei passender Wahl der Be- 


zeichnung hervorgehende Thetaformel: 


9 | 92 ; "hers G+ 29h mi [9s : 
(3) a [%] (Vy )o. =) b, € a us (V5 )a 
+ 
bei der: 
mt n* 
A= — h,, hs “= Gy, Vy ™ bp Vy, b, = db 


und die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, 
dass ihr reeller Theil positiv wird. 


Der elementaren Transformation: 


1 
a1 O 


QO | nB 


entspricht weiter die aus der Formel (I) fir p=1, q=—n6 bei 
passender Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel: 


= o=nB-1 yg, +0 
© elton eS] 
’ peer n Bh, 
bei der: 
v, = nBv,, b, = n?B?d,. 


Der elementaren Transformation: 


1 0 


n Bod | 1 





entspricht weiter die aus der Formel (II) fiir 1 {0 bei passender 
Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel : 


(5) eo [% (05)o, = eB 9 9(ge—1) at a fa (Us os» 
bei der: 


Is = Jas h, = h, + 5 Bd ~ WBOg,, Vy=%,, b= b, + nBpdxi. 


*) Bd. 43, pag. 436, 
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Endlich entspricht der elementaren Transformation: 


die aus der Formel (I) fiir p= £8, q¢=—1 bei passender Wahl der 
Bezeichnung hervorgehende Thetaformel: 


- UP t=8—1 BYs 
6) pol%|(md— >) eterno be | (v)s, 
: ht 


. t™=0 
bei der: 


Bei jeder der aufgestellten sechs Formeln ist die auf der linken 
Seite stehende Thetafunction zuniichst eine beliebige; fiir die beab- 
sichtigte Zusammensetzung aber hat man allgemein, d, h. fiir x = 2, 
3,..+.,6 die auf der linken Seite der x Gleichung vorkommenden 
Gréssen v,~1, b,-1 als nicht verschieden von den auf der rechten Seite 
der x — 1'@ Gleichung stehenden Gréssen v,_;, by; anzusehen und 


zugleich in der Gleichung (2) g, = ; (9g +e), h, = 6h zu setzen, 


die auf der linken Seite der Gleichung (3) vorkommenden Gréssen 
Jo, ha als nicht verschieden von den auf der rechten Seite der Gleichung 
(2) vorkommenden Gréssen g,, h,, ebenso die auf der linken Seite 
der Gleichung (4) vorkommenden Gréssen g,, h, als nicht verschieden 
von den auf der rechten Seite der Gleichung (3) vorkommenden Gréssen 


93, hg zu betrachten, weiter in der Gleichung (5) g, = " (93 + 4), 


h, = nh, zu setzen und endlich die auf der linken Seite der Gleichung 
(6) vorkommenden Gréssen g,, h, als nicht verschieden von den auf 
der rechten Seite der Gleichung (5) vorkommenden Gréssen g,, h; an- 
zusehen, sodass alsdann allgemein die auf der linken Seite der x! 
Gleichung stehende Thetafunction mit der auf der rechten Seite der 
x — 1'" Gleichung entweder allein, wie bei den Gleichungen (2), (3), 
(5), oder als allgemeines Glied einer Summe, wie bei den Gleichungen 
(1), (4), vorkommenden Thetafunction identisch ist. Nachdem dies 
geschehen, kénnte man diese sechs Formeln zu einer einzigen zu- 
sammensetzen; man wiirde auf diese Weise die zu der vorgelegten 
Transformation 7 gehérige Thetaformel erhalten und hitte dann nur 
noch der so entstandenen Formel eine mdglichst einfache Gestalt zu 
geben. Dasselbe Ziel erreicht man aber auf einfacherem Wege, wenn 
man zuniichst nur die Formeln (1), (2), (3), (4) zusammensetzat, der auf 
diese Weise entstehenden Thetaformel, welche zu der Transformation: 
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1 | 1 | 
=_ | ) - | 
F | 0 1 0 ( 1 nb | 0 
L' = was eero | os wee) creme | one 
0 | B B | l 1| 0 O | np 
a 


1 


np n 


—n;| 0 


gehért, eine méglichst einfache Gestalt giebt und alsdann aus ihr und 
den Formeln (5) und (6) nach passender neuer Verfiigung iiber die 
Gréssen g,, h,, g;, h, die zu der vorgelegten Transformation 7’ ge- 
hérige Thetaformel bildet. Dieser Weg soll im Folgenden beschritten 
werden. 


3. 


Die zur Transformation L’ gehérige Thetaformel in einer vorliufigen 
Gestalt (L’). 

Man setze also zuniachst die Formeln (1), (2), (3), (4) unter Be- 
achtung der vorher iiber die Gréssen v,, b,, g», hy (v = 1, 2,3) ge- 
machten Festsetzungen zusammen, indem man in der Gleichung (1) 
die auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen stehende Theta- 
function durch den aus der Gleichung (2) dafiir sich ergebenden Aus- 
druck ersetzt, nachdem man zuvor in dieser letzten Gleichung die auf 
der rechten Seite vorkommende Function 0 || (v,),, mit Hiilfe der 

2 
Gleichung (3) durch die Function o|%| (v,),, und diese letztere mit 
Hiilfe der Gleichung (4) durch Thetafunctionen mit dem Argumente », 
und dem Parameter }, ausgedriickt hat. Man erhilt auf diese Weise 
die zu der Transformation: 


a 1 


mB | n 
fee Meat Cat 
-—-— 7" | 0 


gehérige Thetaformel zunichst in der Gestalt: 


dei v7 


o{f] (U)q = = ae * 
+ 


a “ae * < (o-+9)(o+@—B) mi++-= (o-+0) hast ae 
P e! t a nB (V4)o,) 


e=0 o=0 n(g+ 0) 
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wobei: 
h, = Bh + 5 eB —a(g + @), v, = Bu, b, = B2a+ apai, 
v, = nB *° v,, b, =n? B? -s 
2 D9 


ist. Der gewonnenen Formel soll jetzt eine einfachere Gestalt gegeben 
werden. 

Zu dem Ende fiihre man auf der rechten Seite der Formel an 
Stelle des Summationsbuchstabens 6 einen neuen Summationsbuchstaben 
6 ein, indem man: 

6=6+t 
setzt, wobei t eine ganze Zahl bezeichnet, tiber die sogleich verfiigt 
werden soll, Bei der Ausfiihrung der Summation nach o wird dann 


6 ein und nur einmal einer jeden der Zahlen 0,1, ..., »6B —1 con- 
gruent nach dem Modul »f, und da sich das allgemeine Glied der 


Summe nicht faindert, wenn man die Zahl o durch irgend eine ibr 
nach dem Modul »f congruente, speciell also durch ihren kleinsten 
positiven Rest nach dem Modul @ ersetzt, so kann die Summation 


nach 6 auch in der Weise ausgefiihrt werden, dass 6 die Reihe der 
ganzen Zahlen 0, 1, ..., »8 —1 durchliuft. Setzt man jetzt: 


t= aB — aQ, 
so wird: 


hy to=gte, 
wenn man mit g den Ausdruck: 
g=5«B +09 —Bh 


bezeichnet. Schafft man sodann, nachdem man den neuen Summations- 


buchstaben 6 eingefiihrt hat, die in der Charakteristik der Thetafunction 
vorkommende ganze Zahl g mit Hiilfe der Gleichung: 


g+e 2Asnent [Its 
»| np (U4)o, = e° o| nB (Yo, 
n(g-+e@) ng 


aus der Charakteristik heraus und beachtet, dass: 
5(9+6)e—Fage—2he+5(¢+5«8)e@ 

und weiter: 

F9+e0)9+e—B)+59+0hm—=—FG+e)+2G+.e)h 


ist, so nimmt die obige Thetaformel, wenn man schliesslich noch die 
Gréssen v,, v,, b,, b, durch das Argument w und den Parameter a 
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der urspriinglichen Thetafunction ausdriickt, ferner bei dem Summations- 
buchstaben 6 den Punkt weglisst, weiter die von den Summations- 
buchstaben 9, 6 freien Theile der Exponentialgrésse vor die Summen- 
zeichen setzt, endlich das an erster Stelle stehende, auf @ beziigliche 
Summenzeichen iiber das an zweiter Stelle stehende, auf 6 beziigliche 
Summenzeichen hiniiberschiebt und die dadurch vor der Thetafunction 
auftretende Summe, insofern als deren allgemeines Glied ausser dem 
Summationsbuchstaben @ und den Zahlen a, # als variables Element 
nur die Grésse o enthiilt, zur Abkiirzung mit G[o] bezcichnet, die 
einfachere Gestalt: 


8 2 
oe eg nit eghni 


’ Oh ous — 2 ne 
(L’) a H We= V nou é é B 
+ 


o=np—1 g+ 6 
< >) G[o] @ ; nB | os 


o=0 ng 
an, wobei: 


A nt nB 2? 
g9=5%¢B+ag—Bh, 1= ie u, b= ne r 
ist, wenn man: 


es B 
— 1 —-a=Y 
n a ad 


setzt, und wobei G[o] die Gauss’sche Summe: 


e=; 1 -. @ 1 
— +@2ai+ 5(¢+ 58) en: 
G{o] = > "te a\ ’ ) 
@=n0 


bezeichnet. 


4. 
Untersuchung der Gauss’schen Summe G[o]. 


Die soeben eingefiihrte, von der ganzen Zahl 6 abhingige Summe: 


e=f-1 a... 2 ( i ) 
, > —=@ai+ > (o+>5«8) oxi 
G\o] — e fe B 2 


e=0 
soll jetzt naiher untersucht werden. 

Da das allgemeine Glied dieser Summe seinen Werth nicht ‘ndert, 
wenn man die Grésse g um ein ganzes Vielfaches von f iindert, so 
erleidet die Summe selbst nur eine Umstellung ihrer Glieder und 
folglich keine Aenderung ihres Werthes, wenn man im allgemeinen 
Gliede derselben die Grésse @ um irgend eine ganze Zahl iindert. Es 
besteht daher fiir jede ganze Zahl 9’ die Gleichung: 
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ens — “(e+e ai+ 2 (e+ 20s) (ete) xi 
oie) PSF denen 
e=0 


- - Fe7mi+5 (o+ 5 ap) ¢ a 


e=f—-1 @ saat -_ , on... 
— Se nits (0+ 5 af) eai—2 Cons 

< e litle iii 
Unterwirft man aber die ganze Zahl og der Bedingung: 
(C’) ag = 0 (mod. f), 
so reducirt sich die auf der rechten Seite dieser Gleichung an letzter 
Stelle stehende Summe auf die urspriingliche Summe G[o], und man 
hat daher fiir jede ganze Zahl e’, welche der Congruenz (C’) geniigt, 
die Gleichung: 

— Sermits (+5 a8) Qi 


Glo] =e ° 6 G[o}. 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass G[o] immer verschwindet, 
wenn die auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehende Expo- 
nentialgrésse auch nur fiir eine Lésung o’ der Congruenz (C’) einen 
von Kins verschiedenen Werth hat. Bezeichnet man nun den gréssten 
gemeinsamen Theiler von a und # mit ¢,, und setzt: 


a=taga’, B= tag’, 

oe =f 
eine Lésung der Congruenz (C’), und es muss daher, wenn G[o] von 
Null verschieden ist, die Zahl 6 nothwendig der Bedingung: 


so ist: 


wel fermi +s (o+5<8) B' ni 


e == 1 


gentigen, also: 
(tag — 1) «’B’ + o- 
ap 
eine gerade Zahl sein; nennt man diese 2n, so folgt: 


| 
6 = lag — fap (tae —") B. 


Diejenigen Werthe von o, fiir welche G[o] von Null verschieden ist, 
sind also jedenfalls alle in der Form: 


ta e(teg —1 
= ntep — see" a’ B’ 


enthalten, wo m eine ganze Zahl bezeichnet. Beriicksichtigt man noch, 
dass die Zahlen «’ 8’ zu einander relativ prim sind, und dass in Folge 





7 ee Sa 
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dessen zu jeder ganzen Zahl m zwei ganze Zahlen x, 4 so bestimmt 
werden kénnen, dass: 

n=a'n— BA 
ist, so kann man das gefundene Resultat auch so aussprechen, dass 
jede Zahl o, fiir welche G[o] einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt, sich mit Hiilfe ganzer Zahlen x, 2 durch die Zahl: 


0 t t.e—l i 
6 a ap | et we B 


in der Form: 
0 
6=6o-+ax— BA 


ausdriicken liisst, und es soll jetzt bewiesen werden, dass auch um- 
gekehrt die Summe G{o] fiir jede Zahl o, welche in der Form: 


o=6 + ax — Bi, 
bei der x, 4 irgend welche ganze Zahlen bezeichnen, darstellbar ist, 
einen von Null verschiedenen Werth hat. 

Zu dem Ende soll zunichst gezeigt werden, dass jedenfalls eine 
Zahl o existirt, fir welche G[o] nicht verschwindet. Liisst man niim- 
lich in der die Grésse G[o] definirenden Gleichung an Stelle von 6 
der Reihe nach die Zahlen 0,1,...,8— 1 treten und addirt die B 
so entstandenen Gleichungen, so erhalt man zuniichst die Gleichung: 


o—p—1 a . < @aitaeni omp—t 2 eani 
> Go] = > e! > é 

o=0 e=0 o=0 
und hieraus, da auf der rechten Seite dieser Gleichung die in be- 
sondere Klammern eingeschlossene Summe nur dann einen von Null 
verschiedenen Werth und zwar den Werth B hat, wenn 9 = 0 (mod. 8), 
die Summe nach @ sich also auf das erste, dem Werthe 9 = 0 ent- 
sprechende Glied reducirt, die Gleichung: 


Diese letzte Gleichung kénnte aber nicht bestehen, wenn alle Gréssen 
G[o] den Werth Null besiissen, und es existirt daher wenigstens eine 
Zahl 6, fiir welche G[o] nicht verschwindet. 


Man gehe jetzt auf die die Grésse G[o] definirende Gleichung 
zuriick und setze darin: 


6= 6 +ax— BA; 
man erhalt dann zuniachst: 
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@=B—1 oe 1 R 
0 —-@nzi+—-— (v+ax—pa+ 5 ap) exni 
G[o+ ax — pA| = e ° 6 : 
e=0 
tS — gOaite= (0 + as) emi+2 5 neni 
e=0 


o=8 — 1 
<2, 


e=0 


Nun andert aber nach friiher Bemerktem die Summe G[o] ihren Werth 
nicht, wenn man im allgemeinen Gliede derselben die Grésse g um 
irgend eine ganze Zahl iindert; in Folge dessen hat die in der letzten 


2 


a 
— s=(e—*) a#i+ 
€ ae sia e 


0 1 
(2 -{- 3 «@) (Q—x) mi 


Zeile stehende Summe den Werth G{s}, und man gelangt so zu der 
Gleichung: 


a 2/0 1 
< mit 5 (0+ pas) xn 0 
Y 


0 
Glo+ax—pij—e 4 [a]. 
Diese Gleichung zeigt, dass mit der Summe Go] gleichzeitig auch 


alle Summen G{e + ax — BA], welche ganzen Zahlen auch mit x, A 
bezeichnet sein mégen, gleich Null oder von Null verschieden sind. 
Da nun aber, wie soeben gezeigt wurde, nicht alle Summen G[o] 
gleich Null sind, die von Null verschiedenen Summen G[o] aber nach 


Friiherem jedenfalls unter den Summen G[o + ax — BA] vorkommen, 
so kénnen nicht alle Summen G[o+ ax —- BA) gleich Null sein, und 
es ist damit die aufgestellte Behauptung bewiesen, dass G[o] und 


0 
damit gleichzeitig auch alle Summen G[o-+ ax — £4] einen von Null 
verschiedenen Werth besitzen. 


Das Resultat, der bisherigen Untersuchung lisst sich so aus- 
sprechen, dass diejenigen ganzen Zahlen o, fiir welche G[o] von Null 


verschieden ist, identisch sind mit denjenigen ganzen Zahlen 6, welche 
durch die Gleichung: 


0 
6=6-+axn— pd 
" . 0 . 
geliefert werden, wenn man darin unter 6 die Zahl: 
tag (tag — 1) ‘ar 
ea ap 


versteht, fiir x, A aber alle méglichen Zahlenpaare setzt. 


0 
6=— 
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5. 


Die zur Transformation LZ’ gehérige Thetaformel in der endgiiltigen 
Gestalt (L’). 


Man gehe jetzt auf die am Schlusse des Art. 3 aufgestellte, der 
Transformation LZ’ entsprechende Thetaformel (Z’) zurtick. Von den 
nB Coefficienten G{o], welche auf der rechten Seite dieser Formel 
bei Ausfiihrung der Summation nach 6 auftreten, sind, wie im vorigen 
Artikel bewiesen wurde, nur diejenigen von Null verschieden, bei 
denen die zugehérigen ganzen Zahlen 6 sich in die Form: 


omo+taxn— pa 


bringen lassen, wo 6 den am Schlusse des vorigen Artikels angegebenen 
Werth hat, x, 4 aber ganze Zahlen bedeuten. Man kann daher im 
allgemeinen Gliede der auf der rechten Seite der Formel (Z’) stehen- 
den Summe die Grosse 6 durch den soeben dafiir aufgestellten Ausdruck 
ersetzen, da alle Glieder, bei denen die zugehérigen Zahlen o nicht 
in diese Form gebracht werden kénnen, in Folge des Verschwindens 
der zugehérigen Coefficienten G[o] wegfallen, und hat dann in der 
entstehenden Summe: 


oto+n 
S= Gio-+ y|@ nB (4 )o, 5 
x,4 ng 
in der zur Abkiirzung: 
ax —pia=y 


gesetzt ist, die Summation nach x, 4 in der Weise auszufiihren, dass 
an Stelle des Zahlenpaares x, 4 nur solche Paare ganzer Zahlen treten, 


0 on 
fiir welche die Grésse 6 +- in eine Zahl aus der Reihe 0,1,...,.n6—1 
iibergeht, und zwar von diesen Zahlenpaaren so viele, als erforderlich 
sind, damit jede im Rahmen der angegebenen Bedingung mégliche 


0 
Zahl 6 + y einmal aber auch nur einmal auftritt. 
Diese Summe S soll jetzt mit der Summe: 


- A 0 
0,1,--.88—1 | g+o+y7 
S' = > G[eo+ y]@ nB (X)o, 
2,4 ng 


verglichen werden, zu deren Bildung die rechts angedeutete Summation 
so auszufiihren ist, dass an Stelle des Zahlenpaares x, 4 der Reihe nach 


die simmtlichen (nf)? Variationen der Elemente 0,1,..., 8 — 1 zur 
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zweiten Classe mit Wiederholung treten. Zu dem Ende bezeichne man 
mit s’ die Anzahl der Normallésungen der Congruenz: 


ax — BA =0 (mod. nf) 
und ordne die auf der rechten Seite der letzten Gleichung bei Aus- 


fiihrung der Summation auftretenden (n 6)? Summanden in Sat Gruppen, 


indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Summanden, immer 
s’ an der Zahl, zusammenfasst, fiir welche sich der Werth der Grosse » 
nur um ein ganzes Vielfaches von nf andert, wenn man von einem 
dieser s’ Summanden zu einem anderen tibergeht. Die s in einer 
Gruppe vorkommenden Summanden besitzen dann, wie man unmittelbar 
sieht, denselben Werth, und man kann daher jede solche Gruppe von 
Summanden durch das s’-fache eines beliebigen unter ihnen ersetzen. 


Fiihrt man diese Vereinigung fiir jede der er Gruppen aus, so geht 


‘ ar F . sig np)? 
die Summe S’ in das s’-fache einer neuen Summe S” von nur nf 


Summanden iiber, die wie die Summe S die Eigenschaft hat, dass die 
in irgend zwei Summanden auftretenden Thetafunctionen incongruente 
Charakteristiken besitzen, und die daher, da jedem Gliede von S” ein 
ihm gleiches von S wie auch umgekehrt entspricht, denselben Werth 
wie die Summe S besitzt. Daraus folgt sofort weiter, dass der Werth 
der Summe S’ das s’-fache des Werthes der Summe S und daher auch 
das s'-fache des Werthes der auf der rechten Seite der Formel (L’) vor- 
kommenden Summe ist. 

Multiplicirt man nun in der Formel (Z ) linke und rechte Seite 
mit s', ersetzt das s-fache der auf der rechten Seite stehenden Summe 
durch die Summe S’ und driickt gleichzeitig die in S’ vorkommende 


Grésse Gls +] mit Hiilfe der im vorigen Artikel abgeleiteten Glei- 


chung durch die Grosse G [6] aus, so erhalt man die der Transforma- 
tion L’ entsprechende Thetaformel in der endgiiltigen Gestalt: 


uw 


— red @ . 
; ; see —— —s gp ni+2ghni 0 
(L’) sof] (= Va e “"e & G[o] 


_ A 0 
0,1,-++,np—1 2 eni+? o+ tap xni g+o+n 
IP eat aie heal (OO 
xa ng 
wobei zur Abkiirzung: 
n=anx— BA 
gesetzt ist, wobei ferner: 


0 en 
gam — “tee ") 0g 
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ist, wenn mit ¢,, der grésste gemeinsame Theiler der beiden Zahlen 
a und # bezeichnet und a = f,ga’, B = tag fh’ gesetzt wird, und wobei 
endlich s’ die Anzahl der Normallésungen der Congruenz: 


ax — BA=0 (mod. n B) 


bezeichnet. Beachtet man noch, dass der Ausdruck: 


=np—1 2 
1 y b> ' ag (@8—F4) vas 
— e 
np 


v=—0 
den Werth Eins besitzt, wenn: 
ax — BA=0 (mod. vB) 


ist, dagegen den Werth Null, wenn x, 4 dieser Congruenz nicht ge- 
niigen, so erkennt man, dass die Anzahl s' durch die Gleichung: 


0, 1,+*+, a ae Ba) vai 
F -3" a? 
" np 
x4 v=0 


bestimmt wird. Aus dieser Gleichung folgt durch Aenderung der 
Summationsordnung die neue: 


3’ ™ B) ‘2 (> a“ (> ———" ; 
nB vy=0 | *x=0 A=0 


Nun hat aber das allgemeine Glied der auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung stehenden Summe nach v nur dann einen von Null ver- 


schiedenen Werth und zwar den Werth (n)’, wenn v gleichzeitig 
den beiden Congruenzen: 
av =0 (mod.nf), Bv =O (mod. nf) 
geniigt, und man erhilt daher, da diese beiden Congruenzen nur fiir 
die ¢,, an Stelle von v tretenden Werthe: 
v=0, np’, 2nf',..., (fag—1) np’ 
erfillt sind, fiir die Anzahl s’ die Bestimmung: 
s= a tap - (nB)” = nB tap. 
Hinsichtlich der Bedeutung der iibrigen in der Formel (Z’) vorkom- 


menden Abkiirzungen ist das Erforderliche am Schlusse des Art. 3 
zusammengestellt. 
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6. 


Die zur Transformation LZ, gehérige Thetaformel in einer vorliufigen 
Gestalt (Z,). 


Aus der soeben gewonnenen, der Transformation L’ entsprechen- 
den Formel (Z’) und den beiden noch tibrigen, im Art. 2 aufgestellten 
Formeln (5), (6) soll jetzt durch passende Verbindung die der 
vorgelegten linearen ‘Transformation L, entsprechende Thetaformel 
hergestellt werden. Zu dem Ende betrachte man in der Formel (5) 
die auf der linken Seite vorkommenden Grossen v,, b, als nicht ver- 
schieden von den auf der rechten Seite der Formel (Z’) stehenden 
Gréssen v,, b, und setze gleichzeitig g, = agtet n), hy = ng; 
betrachte sodann weiter die auf der linken Seite der Formel (6) vor- 
kommenden Gréssen g,, h;,, v;, 0, als nicht verschieden von den auf 
der rechten Seite der Formel (5) stehenden, durch die soeben gemachten 
Festsetzungen mitbestimmten Groéssen g,, h,,v;, >, und ersetze hierauf 
in der Formel (Z’), nach vorhergegangener Multiplication ihrer linken 
und rechien Seite mit 6, die auf der rechten Seite hinter dem Sum- 
menzeichen stehende Thetafunction durch den aus der Gleichung (5) 
dafiir sich ergebenden Ausdruck, nachdem man zuvor in dieser letzten 
Gleichung an Stelle der auf ihrer rechten Seite stehenden Thetafunc- 
tion den aus der Gleichung (6) dafiir sich ergebenden Ausdruck ein- 
gefiihrt hat. Man erhilt so die zu der vorgelegten linearen Trans- 
formation LZ, gehérige Thetaformel zuniichst in der Gestalt: 

a i = —<gniteghni 0 
sp elf] (wa =V aim & mi, 2B G[o] 

a 
0,1,++-,nB—1 t=;— 
<2! 

“a 


5 ‘a ents (0+ : «8) xni 
=0 
e A. @ 
na G+0-+0)(9-+0-+9—n6)2i— = (g+-o-+9) t2i ae 
e"? ” a 


t 


wobei: 6 


h, = ng +1npé — 89 +641), 


; . me : 
v= Fu, b= at gti | (ytit Oa) 
ist, wihrend die iibrigen Abkiirzungen die friiher angegebene Bedeutung 


haben. Der gewonnenen Thetaformel soll jetzt eine einfachere Gestalt 
gegeben werden. 





| 
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Zu dem Ende ersetze man zunichst in dem Ausdrucke: 
A 0 
y=—d(9+6+%), 
welcher in der die Grésse h, definirenden Gleichung vorkommt, die 


Gréssen 9 und 9 durch die ihnen entsprechenden Ausdriicke; es wird 
dann: 


p = da(g+x) — 58(h+4) 4+ 4(c + 408) 
0 
= n(g +x) + Bly(g-+%) — d(h+a)] +8(6 + 408) 
A ’ 1 
=ng— Bh+n)+oe+ 56d, 
wenn man zur Abkiirzung: 
h = +78 — yg + dh, n= —yx+dd, 
o= nx + +Byd +0 (s +1ap) _ : nBo 
setzt. Beachtet man dabei, dass nach dem Modul 2 die Congruenzen: 
Byd + dap = Pyd + dap = po(ad+ By) —=npo 
bestehen, und dass in Folge dieser Congruenzen die Grésse: 


Byd + dap —npo 


eine gerade Zahl ist, so erkennt man, dass die Grésse @, da die bei 


0 
ihr auftretenden Gréssen 6, x ganzzahlige Werthe besitzen, stets eine 
ganze Zahl ist. Fiihrt man den soeben fiir m erhaltenen Ausdruck in 
die Gleichung, welche h, definirt, ein, so wird: 


A , 
(hs) h, = B(h + 9') — @. 
Es ist jetzt weiter der Exponent: 


Ce 2,° 1 . 
ba Geai + 5 (6+ 5 a8) xxi 
A 0 ‘s. 2 ' 2 A. 0 : 
+ p9to+ng+o+n ~ 0B) xt — 4 (G-+o +0) tH8, 


welcher beim allgemeinen Gliede der auf der rechten Seite der ge- 
wonnenen Thetaformel stehenden Summe vorkommt, umzuformen. In 
Folge der die Grésse  definirenden Gleichung ist: 


Otot+m = eg+o+n), 


und hieraus erhilt man, indem man g durch den oben dafiir ge- 
wonnenen Ausdruck ersetzt: 


Otot ui ogto+n) —i (ht) (g+6+ 7) 
+jeG+5+n)+8G+5+%), 
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Mit Hiilfe dieser Gleichung kann man den in Rede stehenden Ex- 
ponenten y zuniichst in die Form: 


v= 5 mit s(o+s ail a hnien 
1 
— ht n)G+e+n)xi— aC +54) zi 
— fag 64340026434 00—ae8 
bringen, und es soll ihm auf Grund dieser Gleichung die endgiiltige 


Gestalt gegeben werden. Zu dem Ende beachte man, dass die Glei- 
chungen: 


59G+5+n)— So(gt+x)—9 h+2)+39(c+ia8), 
— ha) G+e+n—=—LGhtnart+oh+ on +297) 
+1@n —hn), 
1g — hy) = gi —hu + (aby — yon), 
— 5509 +.5-+ 0) =—— 5x9 t+o+n)—s rdg+o+2) 
— 5 (6+548)g+6+1) 


+309+¢6+%), 
54 G +541) = —Fx(g +x) + wba) 
—4x(o +38), 
~ 5(6+ $48) G+0+1) =—5(o + 548) 9+) 
+2(6+$08)(h+1) 


— an? 0 (9+ 548) — 5p (0+ 508) 


bestehen, deren Richtigkeit unmittelbar ersichtlich ist. Addirt man 
nun diese sechs Gleichungen, nachdem man jede derselben links und 
rechts mit x? multiplicirt hat, zu der letzten fiir y~ gewonnenen Glei- 
chung und zerstért in der so entstandenen Gleichung die der linken 
und rechten Seite gemeinsamen Glieder, so bleibt auf der linken Seite 
nur die Grosse y tibrig, und man erhilt, wenn man die auf der 
rechten Seite tbrig bleibenden Glieder in passender Weise vereinigt, 
fiir die Grésse w schliesslich den Ausdruck: 


Matbematische Annalen, XLII. 31 
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é (° 1 ae 1 0 1 ° 
(W) = — 4 (6+ 548) i —~yd(6+ af) xi 
ae ‘ 1/4 1 A 1 : : 
+ §9xi—ghai — (9 — 3 «8)(h+570) xi 
— ina mi+ waa + ~ (apy — yOn) xi 2 gu mi 
2 A 0 . 
— np 9 +o +0) (& — 0) a8. 


Man gehe jetzt auf die letzte Thetaformel zuriick, fiihre darin an 
Stelle der in der Charakteristik vorkommenden Grésse h, den oben 
unter (h,) und an Stelle des mit w bezeichneten Exponenten den soeben 
unter (wy) aufgestellten Ausdruck ein, indem man zugleich den von 
den Summationsbuchstaben x, 4, t unabhingigen Theil der Exponential- 
grésse e” vor die Summenzeichen schiebt, und ersetze weiter, indem 
man beachtet, dass die auf der rechten Seite dieser Formel stehende 
Summe nur eine Umstellung ihrer Glieder und folglich keine Aenderung 
ihres Werthes erfahrt, wenn man die Grésse t um irgend eine ganze 
Zahl indert, t durch t+ @. Die letzte Thetaformel nimmt dann, 
wenn man schliesslich noch die Grésse y mittelst der Formel: 


A 0 _ A 0 
9 - S , 
g+o+n 2+ ota ai g+o+y 
—.. ” (v)o =e a; .” (Y)o 
h+a+; h+5 


aus der Charakteristik der Thetafunction herausschafft, die Gestalt: 


vat _ bv 0 0 
_ _ ( ‘ — nt yh (0) 
(L,) s po (U)a = V aah . ve GIs] 
- 


a] ose 3 — = = 2 
pha 8 Ces < ny ai+xiai— - yo yni + — (0+ a) ny ni 
€ ¥ 


>< 
x,a t=0 
A 0 
Z+e4 n)t ni Iter 

~e : t A " (D )o 

h+< 

| +3 

an, wobei: 

= ax— Bd, —yx+di, 


_ = 

A 1 cS as : 

g=5%8 + ag — Bh, Ram yd — yg + oh, 
—! ae ”)hlUme ; 
v(9, ) = ghrai—-\g— 5 @B)(h+ 579) mt 


== (ayg? —- 2Bygh + Bodh? — apdg + Bydh)xi, 
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0 (e ,6 An. €: es : 
9(6) = — xp(8 + 5B) — — 7 (6+ ; ap) mi 
ist, wahrend beziiglich der iibrigen Abktirzungen auf das am Ende der 


Art. 3 und 5 Bemerkte verwiesen werden mag. 


7. 


Die zur Transformation LZ, gehérige Thetaformel in der endgiiltigen 
Gestalt (Z,). 


Die auf der rechten Seite der Formel (Z,) stehende Summe: 


0,1,--.nf—lemi-211 ,.... .. 1 2. 2 ae 
q > » 3 e ny! ni xdni—~ydnni+= (ot 3 a8) y ni 
— 7 


xa t=0 
A 0 
2 p+e+mens | Stern] 
<e ‘ ‘ n ‘ (W)g 
A+ - 
Te 


enthilt Gruppen von Summanden, die zusammengenommen die Summe 
Null besitzen, und kann daher durch Ausscheidung dieser Summanden 
in eine einfachere Form gebracht werden. Die jetzt folgende Unter- 
suchung hat den Zweck diese Ausscheidung durchzufiihren. 

Man ersetze im allgemeinen Gliede der Summe © x durch x + dp, 
A durch 4-+ yv, indem man unter v eine ganze Zahl versteht. Da- 
durch erlcidet cinerseits die Summe © keine Werthiinderung, da dieselbe 
nur eine Umstellung ihrer Glieder erfihrt, wenn man in ihrem all- 
gemeinen Gliede die Gréssen x, 4 um irgend welche ganze Zahlen 
indert; andererseits erlangt aber das allgemeine Glied der Summe 6G, 
da die Charakteristik der in demselben vorkommenden Thetafunction in: 


A 0 
chess 4.» 
mm +? 
4 T 
iibergeht, diese Thetafunction selbst also ungeindert bleibt, einen 
Factor, der mit dem Factor: 


_ 

— 3 vtRt 

e* ’ 
welchen die vor der Thetafunction stehende Exponentialgrésse bei der 
genannten Aenderung der Gréssen x, 4 ausscheidet, identisch ist. Man 
hat daher fiir G den neuen Ausdruck: 


$1* 
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— ft = | ae . 4 _ ae 2 an 
=> Pa mif-xdai— = ydnnit = (0+ > af) Wai 
xa t=0 
. A 0 
~ 2 Gto+neni —2 veni gets 
: p A a (0), 
ee 
vt ; 
der fiir jeden Werth der ganzen Zahl vy giiltig ist. Liisst man in dieser 
Gleichung an Stelle von v der Reihe nach die Zahlen 0, 1,...,B —1 
treten und addirt die B so entstehenden Gleichungen zu einander, so 


erhilt man auf der linken Seite BS, auf der rechten Seite dagegen 
fallen, da: 


v 


pat 3 exi 
— = i 
e & 


0 


i 


nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth B 
besitzt, wenn t durch # ohne Rest theilbar ist, bei der Summe nach t 
alle Summanden heraus mit Ausnahme des ersten, dem Werthe tr = 0 
entsprechenden, und man erhilt so, wenn man schliesslich noch links 


und rechts durch B theilt, die Gleichung: 


Ody RO—E 1 wy ett wani—tydqnt 
~ n n 
o=> é 
“a 
a, @ 
= (0+5 48) yf mi gern 
<e - (d)o- 
A 
h 


In dieser Gleichung ist die verlangte Ausscheidung der in der 
urspriinglichen Summe © sich gegenseitig aufhebenden Summanden 
vollzogen; man wird aber noch bemerken, dass nunmehr das allgemeine 
Glied der Summe © seinen Werth nicht indert, wenn man die Gréssen 
“*, 4 um ganze Vielfache von m findert, und dass in Folge dessen die 
Summe © das ?-fache jener Summe ist, die aus der zuletzt an- 
geschriebenen dadurch hervorgeht, dass man x und A nur die Reihe 
der Zahlen 0,1,...,%— 1 durchlaufen lisst. Fiihrt man aber diese 
zuletzt genannte Summe in die am Ende des vorhergehenden Artikels 
stehende Formel (Z,) ein, nachdem man deren linke und rechte Seite 
durch #? getheilt hat, und setzt zur Abkiirzung: 


=ntg=s, 


a) 


so erhalt man endlich die der linearen Transformation: 
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e | 6 
n | n 
[, — 7 vee 
y | 9 
bei der: 
ad —By=—n 
und: 
B Zz 0) 
ist, entsprechende Thetaformel in der endgiiltigen Gestalt: 
a e 
_" nil w(g,h) 9) 
s0[f] (We =) aie € G{o] 
at 
O,1,::*.n—L 1 1 
<= —n ni+xnxdni——ydnxni 
(Ly) <>) e . 
x,4 
. A 0 
J (o+5 « ap) W wi gtotn 
>< ¢" a mn (wp. 
h 


In dieser Formel ist zuniichst: 


U=faitfa, Beyxitda, 


o . 08 b B 
oF; = 5 785 


es ist ferner zur Abkiirzung gesetzt: 
n= ax — Ba, = — ye +a, 
A 1 4 1 
g=5%B + ag — Bh, h=578— vg + dh, 


v(g, h) = = (ayg? — 2Bygh + Boh? — aydg + Bydh)xi, 
9(3) =— (0 6+-; 5 @B)? xi—*pd(o+3 a) xi, 


e=p—1 a * 
—s¢ni+— a+ af oni 
G{[oj— > ec * ats) 


e=0 


? 


wobei: 

: fap (tap =") a’ B 
ist, wenn man mit ¢,, den gréssten gemeinsamen Theiler der Zahlen 
« und # bezeichnet und « = tga’, B = tagf’ setzt; es ist endlich: 


8 = nto; 
bedient man sich der am Ende des Art.-5 angewandten Schlussweise, 
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so findet man sofort, dass diese Zahl s mit der Anzahl der Normal- 
lésungen der Congruenz: 


ax — BA =O (mod. n) 


iibereinstimmt. 
8. 
Die der ganzzahligen linearen Transformation entsprechende 
Thetaformel. 


Setzt man in der Formel (Z,) » = 1, so erhilt man aus ihr die 
1 ’ 
bekannte, der ganzzahligen linearen Transformation: 


a B 
L{) = |— 
y 1) 
bei der: 
ad —By=1 
und: 
B20 


ist, entsprechende Thetaformel in der Gestalt; 


Seas ne. pu A 
(L;”) a H (U)q = V 7 e * PO? Ga H (v)o. 
- 


h 


In dieser Formel ist zunichst: 


A=azi-+t Ba, B=yzi+da, 
a I —. eo 
v= >4u, b = 5 ai; 

es ist ferner zur Abkiirzung gesetzt: 

1 


g=5«B + ag —Bh, 


A 
h 


| 


570 —vg+ oh, 
v(g,h) = (avg? — 2Bygh + Boh? — aydg + Bydh)xi, 
9g =— 50 p oxi - = abydxi, 


o=-R 1 £ 
a — 5 Cait aon 
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Zweiter Abschnitt. 


Aufstellung der zur linearen Transformation ZL, gehorigen 
Thetaformel. 


1. 
Zusammensetzung der Transformation Z, aus elementaren. 


Da bei der Transformation: 


ziR 


y 0 
die Zahlen «, 0 und » der friiheren Bedingung ad — By = n ent- 
sprechend durch die Gleichung: 
ad =n 
mit einander verkniipft sind, und in Folge dessen auch @ und 0 stets 
von Null verschiedene Werthe haben, so liasst sich diese Transformation 


entsprechend dem im dritten Abschnitte der ersten Abhandlung ge- 
wonnenen Resultate in der Form: 


1 
= ) 

3 ( 1 0 
L, = ° = 


0 0 yO | 1 


aus zwei elementaren linearen Transformationen zusammensetzen. 
Die niichste Aufgabe ist, die diesen beiden elementaren linearen 
‘Transformationen entsprechenden Thetaformeln aufzustellen, 


2. 


Die den beiden in Art. 1 erhaltenen elementaren linearen 
Transformationen entsprechenden Thetaformeln. 


Es entspricht zuniichst der elementaren Transformation: 


x 0 
QO |; @d 
| 


die aus der Formel (1)*) fiir p = 1, g =¢ unmittelbar hervorgehende 
Thetaformel: 








*) Bd. 43, pag. 427. 
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=d-1 [g+ 
(1) o|¢] (ta -»>’ o| Ma (v's, 
bei der: sl ea 

v’ = du, b’ = 0° a. 


Der elementaren Transformation: 


entspricht dagegen die aus der Formel (II)*) fiir 1 = yd bei passender 
Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel: 


(2) £ \% | (v’), = avo aig [4] (Y)p; 
bei der: 


g°=9;, h’ = hi + 57d — yd’, vv, b=b' + ydxi. 


Die zur Transformation LZ, gehérige Thetaformel (Z,). 

Bei jeder der beiden Formeln (1), (2) ist die auf der linken Seite 
stehende Thetafunction zunichst eine beliebige; fiir die beabsichtigte 
Zusammensetzung aber hat man in der Gleichung (2) die auf der linken 
Seite vorkommenden Grissen v’, Bb’ als nicht verschieden yon den auf 
der rechten Seite der Formel (1) stehenden Gréssen wv’, b’ anzusehen 


und zugleich g’ = (g+x), h =<dh zu setzen. Es wird dann die 


auf der linken Seite der Gleichung (2) stehende Thetafunction mit der 
auf der rechten Seite der Gleichung (1) als allgemeines Glied der 
Summe vorkommenden identisch, und man erhalt, indem man diese 
letztere durch den aus der Gleichung (2) dafiir sich ergebenden Aus- 
druck ersetzt, die zu der Transformation Z, gehérige Thetaformel 
zunachst in der Gestalt: 


*)  L otnai—yig+x) xi a 
> J 

o{%] (U)a = € eo é (v)p 
a= 


a 
wobei: 


h” =dh+ syd —y(g+x), v=—du, b=Pat ydmi 
ist, und weiter, indem man: 


7 +d —yg+oh—h 
*) Bd. 43, pag. 429. 
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setzt, beachtet, dass: 


g+% 2 g+x 
; — - 5 ate) yeni a ie ‘ 
a], (v),) =e a) , [Me 
h— yx h 


ist, und die von dem Summationsbuchstaben x freien Theile der auf der 
rechten Seite stehenden Expoyentialgrésse vor das Summenzeichen 
schiebt, in der einfacheren Form: 


Cee ; 
( ' g7 ti—yont 
a H (Wag =e 


=) 
_— g+% 
a he Y ni yxni 3 
+ > e a ‘ (D)o° 
x0 h 


Der gewonnenen Forme! soll eine etwas andere Gestalt gegeben werden. 

Zu dem Ende beachte man, dass das allgemeine Glied der auf 
der rechten Seite der letzten Formel stehenden Summe seinen Werth 
nicht iindert, wenn man darin die Grésse x um ganze Vielfache von 
0 iindert. Die genannte Formel bleibt daher, da n= ad = @O ist, 
richtig, wenn man auf ihrer rechten Seite nach x von 0 bis n — 1 
summirt und die linke Seite gleichzeitig mit @ multiplicirt. Setzt man 
dann weiter auf Grund der Gleichung «ed =m in der Charakteristik 
der Thetafunction: 





g+* _ «(9+*) 
fs) 


n 
und in den Exponenten der Exponentialgréssen: 


ys 1 9 y 1 9 
57° _ > ayg’, 3 x = ar aie 


so erhalt man die der Transformation: 


=. 
n 
L, =|}——|—_“) 
y r) 
bei der: 
ad=n 


ist, entsprechende Thetaformel in der endgiiltigen Gestalt: 


1 io 
— aygni-ygni 


(L,) #0|f|@.—e 


x=n—1 1 ce ( *) 
— = tye ai—yRni 


<> e a} % | (es 
x=0 h 
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bei der: 
h—=1y8—yg + dh, y= du, b= d(yri+ da) 


ist. 
Setzt man in der Formel (L,) » = a= 0 =—1, so geht dieselbe 
in die der elementaren -linearen Transformation: 


z (1) nme 
entsprechende Thetaformel: 


(ZY’) 9| 2] (wa = erso-nave | f.] (uw) 
tiber, bei der: 
W=h+sy—vg, b=a+yzxi. 


4, 
Allgemeine der linearen Transformation Z entsprechende 
Thetaformel (ZL). 


Die beiden Formeln (Z,), (Z,) kann man zu folgendem Endresultate 
zusammenfassen. 
Der linearen Transformation: 


a } 
n n 
L = ~ —|, 

y | 0 

bei der: 
ad — py=n 
ist, entspricht die Thetaformel: 
fn _ jes “0 _ Bu ~0 Ww 9 
(L) so[i| (U)e = V Eg MMMM 991) E 1G] 
a > np % 


eee == 2 /0 , 4 - 
ies ie ~ nm mi+x ini——ydn ai+= (+> ap) n ni g+to+n 
x é a n (v)p. 
A 
xa h 


In dieser Formel ist zunichst : 


U=Knip ea, Bxyaitsa, 


mt B. 
v= 5) b=— 21; 
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es ist ferner eur Abkiirzung gesetzt: 
n=ax — Ba, y=—yx+di, 
g=iab+ag—Bh, h=tyd—yg+dh, 
w(g,h) = ~ (avg? — 2Bygh + Boh? — aydg + Bydh)xi; 
es besitet weiter die Zahl s den Werth: 
S= tae, 


wenn tas den grossten gemeinsamen Theiler der Zahlen a = taga’ und 
B = tasB bezeichnet, und stimmt mit der Anzahl der Normallisungen 
der Congruenz; 

(C) ax — BA = 0 (mod, n) 


diberein; es ist weiter: 


~ 0 é 0 1 . * 1 0 l . 
y (6) = — (9+ aby i— 578 (8 +5 08) ai, 
np > 
_— Q== 6 —1 — SL ¢ait < (0+ 5 08) oni 
G [| a > e ? B > 
: _ 
wobei: 
: ee tap (tag— 1) «’B’ 


ist; es ist endlich beziiglich der Bedeutung des unter dem Wurezelzeichen 
vorkommenden Buchstabens @ und der Buchstaben @, B das Folgende 
zu bemerken: 

1) Ist B20, so ist @e = 0 und cm a, j= B zu setzen; es geht 
dann die Formel (Z) unmittelbar in die Formel (Z,) tiber. 

2) Ist B =O, so ist @==1 und @ = 0, $= — «a gu selzen; es 
geht dann, da wegen Bp = Bf’ = 0 auch 6 = 0 und folglich : 


He) -0, S—a 
ist, die Formel (Z) in die Formel (Z,) tiber. 
Die auf der rechten Seite der Formel (Z) bei Ausfiihrung der 


: C = oa my 
Summation auftretenden »? Summanden kénnen in > = ;— Gruppen 


geordnet werden, indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen 
Summanden, immer s an der Zahl, zusammenfasst, fiir welche sich der 
Werth der Grosse 7 nur um ein ganzes Vielfaches von n indert, wenn 
man von einem dieser s Summanden zu einem anderen tibergeht. Man 
sieht dann leicht, dass die s in einer Gruppe vorkommenden Summan- 
den denselben Werth besitzen, und kann daher in obiger Summe jede 
solche Gruppe von Summanden durch das s-fache eines beliebigen 
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unter ihnen ersetzen. Fiihrt man diese Vereinigung fiir jede der 
~~ Gruppen aus, so geht die rechte Seite der Formel (Z) in das 
ap 

n 


t 


a 


s-fache einer Summe von Summanden iiber, die alle von einander 


wesentlich verschieden sind, insofern als bei keinen zwei unter ihnen 

die Thetafunctionen congruente Charakteristiken besitzen. Man erkennt 
os n : ° 
ferner ohne Miihe, dass man solche — wesentlich verschiedene Sum- 
ap 

manden und jeden von ihnen nur einmal aus dem allgemeinen Gliede der 
auf der rechten Seite der Formel (Z) stehenden Summe erhilt, wenn 
man darin x die Reihe der Zahlen 0, 1, ..., 1, —1 und jedesmal dazu A 

° ° , . * n 
die Reihe der Zahlen 0,1,..., n, — 1 durchlaufen laisst, wo n, = ~~ 


an 


, 
1, = ist, wenn mit ¢,,, wie friiher, der grésste gemeinsame Theiler 
von « und B und entsprechend mit ¢,, der grésste gemeinsame Theiler 
von @ und » bezeichnet wird. Die Formel (Z) bleibt daher richtig, 
wenn man bei ihr auf der rechten Seite nach x von 0 bis n, — 1, 
nach 4 von 0 bis n, -- 1 summirt, auf der linken Seite aber gleich- 
zeitig den Factor s unterdriickt. 


Dritter Abschnitt. 


Aufstellung der der ganzzahligen zur Zahl n gehérigen Trans- 
formation 7 entsprechenden Thetaformel. 


1. 


Die der ganzzahligen zur Zahl » gehdrigen Transformation 7’ ent- 
sprechende Thetaformel in einer vorliufigen Gestalt (7'). 


Um die der ganzzahligen zur Zahl » gehdérigen Transformation: 








a | B 
TL =< |—— , 
y | a 
bei der: 
«ad — Bpy=n 


ist, entsprechende Thetaformel zu erhalten, hat man, da: 


| 8 
|” 


lr ial | | @ 0! 1 








| 
zie 





~ 
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ist, die der linearen Transformation: 


B 
n 


a 
n 





L= 








y | 8 
| 
entsprechende, im vorhergehenden Artikel aufgestellte Formel (Z) mit 
der im vierten Abschnitte der ersten Abhandlung gewonnenen, zur 
zweiten nicht linearen Haupttransformation: 





0 


gehérigen Formel (N,) zusammenzusetzen. Dieser letzteren Formel 
kann man aber bei passender Wahl der Bezeichnung die Gestalt: 


y=n-1 3+ La 
(N,) nC, 3 H (v)p - e—20"2 19 ote (v), 
geben, wenn man zur Abkiirzung: " 
s+ ° — gt ity, iain gt+its . 
a ite +h, oe hn ’ 


setzt; und es ist dabei: 


v= - 


b 
n? hee n? 


es bezeichnen ferner wu eine willkiirlich wahlbare ganze Zahl, g,,..., 9x, 
h,,..+;2n 2n Constanten, welche den Bedingungen: 


I+ G2 t++-+ t+ Gn = 9, hy + hy + +++ + ha =O 


geniigen; es ist weiter: 


Ota Sp + Ge 
a. — > {>| 1.2 [one = [ona 


h, bo 
6,2 + In—2 Fn—2 In u 
iain ae E — 2) oo | (0)(n—2) (n—1) 09 i + (n—1)n + "| Ones ’ 
| a hn-1 


wenn fiir y= 1,2,...,n—1: 


Gi G2 + Gv — VGr41 = Gr, 
hy thot: +++ hy — vig = hy’, 
ferner fiir y= 1,2,...,m —2: 


é& +2e,+---+vEe,— 6, 
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gesetzt und mit =z angedeutet wird, dass fiir y= 1,2,...,n—2 


nach «, von 0 bis » zu summiren ist. 

In der Formel (N,) ist die auf der linken Seite stehende Theta- 
function zunichst eine beliebige; fiir die beabsichtigte Zusammensetzung 
der Formeln (Z) und (N,) aber hat man die auf der linken Seite der 
Formel (N,) vorkommenden Gréssen », 6 als nicht verschieden von 
den auf der rechten Seite der Formel (Z) vorkommenden Griéssen 
», 6 anzusehen upd gleichzeitig g = g aa 6+ "), b= h au setzen ; 
es wird dann die auf der linken Seite der Formel (N,) stehende Theta- 
function mit der auf der rechten Seite der Formel (Z) im allgemeinen 
Gliede der Summe vorkommenden identisch, und man erhalt, wenn 
man diese letztere, nachdem man linke und rechte Seite der Formel 
(LZ) mit nC, multiplicirt hat, durch den aus der Formel (N,) dafiir 
sich ergebenden Ausdruck ersetzt, die zur Transformation 7' gehérige 
Thetaformel in der vorliufigen Gestalt: 


. ' Pp pu? ~ 0 
7 gl, — 2 aX wig) 9 OA” 
(T) sn c.9 [4] (W)e—V/ ~— e e e? GE [oe] 
n BU 
f mB 
--n—1 y=n—1 1 2 /0 
0,1, > * oy ~ yf ni--xdmi——ydyni re (o+5 a) y mi 
>< e 
heal 
x,4 y=0 
A 0 
ea gtotutn 
—— 9 +o+n)vai n 
<e \S) ‘ (v)s, 
hA+v 


n 


wobei beziiglich der vorkommenden Abkiirzungen und Symbole auf das 
in diesem und dem vorhergehenden Artikel ausfiihrlich Angeschriebene 
verwiesen werden mag. 


2. 

Die der ganzzahligen zur Zahl n gehérigen Transformation 7' ent- 
sprechende Thetaformel in der endgiiltigen allgemeinsten Gestalt (7). 

In der Formel (7') bezeichnet w eine willkiirlich wihlbare ganze 
Zahl, und es gehen aus (7') m verschiedene Formeln hervor, wenn 
man fiir w der Reihe nach die Zahlen 0,1,...,%— 1 setat. Jede 
dieser Formeln enthilt auf ihrer rechten Seite bei Ausfiihrung der 
Summation nach x, 4, v »* Summanden, die aber nach dem am Ende 


des vorigen Abschnitts Bemerkten in = Gruppen von je s unter 


einander gleichen Summanden angeordnet werden kénnen, sodass die 
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. ‘ ni 
in Rede stehende Summe selbst das s-fache einer Summe von = Sum- 


manden ist, die dann, so lange die Constanten g,,...,9n, hy,..-) ln 
im Rahmen der oben fiir sie angegebenen Bedingungen willkiirlich 
wihlbare Werthe behalten, von einander wesentlich verschieden sind. 


Man kann aber aus der Formel (7) Formeln ableiten, bei denen auf 
den rechten Seiten weniger als - verschiedene Thetaproducte auf- 


treten, und zwar einmal dadurch, dass man an Stelle der 2» Con- 
stanten g,, +--+, Gn, My, .++, dn passend gewihlte specielle Werthe 
einfiihrt, dann aber auch dadurch, dass man von den » Formeln, welche 
aus der Formel (7’) fir w=0,1,..., m —1 hervorgehen, gewisse 
auswihlt und, nachdem man ihre linken und rechten Seiten mit passen- 
den Factoren multiplicirt hat, zu einander addirt. Dieser letztere 
Weg, der wieder zu Formeln von der gleichen Allgemeinheit fihrt, 
von denen man ohne Miihe zu der Formel (7’) zuriickkehren kann, 
soll jetzt beschritten werden, wiihrend der zuerst ausgesprochene 
Gedanke spiaiter wieder aufgenommen werden wird. 


A A 
Man verstehe zu dem Ende unter 6, t, x, 4 irgend welche ganze 


A 
Zahlen und unter ns y die Ausdriicke: 
A A A A, A A 
n= ax — Ba, y= — yx+oda, 


setze in der Formel (7'): 
a 


und summire, nachdem man linke und rechte Seite mit: 


L My aig Meat 2[ (etd vd) 4- (044 08) a |x 
€ 

a 4 ce ai 
multiplicirt hat, nach x, 4 von 0 bis m—1. Aus der Formel (7) 
geht dann, wenn man zugleich auf der linken Seite zur Abkiirzung: 


0,1,-+-.n—1 1 AA... AA a 2 1 A 0 1 A, . 
~e) ——4y a+ 42+ = [ («4 ; 78) n—(0+5 a) v]*, D 
e J 0 A= O,t 
ps o—o- 
2) 


setzt, auf der rechten Seite aber, indem man beriicksichtigt, dass da- 
durch nur eine Umstellung der Glieder der dort stehenden Summe, also 


A 
keine Aenderung des Werthes dieser Summe eintritt, x durch x +- x, 


A durch 4 + 4 und hierauf » durch » +2-+-7) ersetzt und sodann 
A A 
endlich das auf x : i beziigliche Summenzeichen iiber die von x, A 


freien Theile hiniiberschiebt, die Formel: 
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—— But 
a 2 - = mw 0 ~ oO 
f ue U yh lyir 
snDo2% H (t)a = ——oe * elm) 99 (9) [6] 
‘ n Bw 
0,1,-+-+,n—1 v=n—1 


ee fs ‘ a 
— —4Yy ni+xdni+ — (28 —ydy)ai— —gy/ xi 
>< > >} e n n n 


mA v=0 
A 
oe g+o+n 0,1,-+"—1 oA 
— = (o+o+n) (e+) 26 n ; ——<oree 
<e Ol, (ve € 
h+rer+y + AA 
a Be a z 
n 
hervor. 


Die in der letzten Zeile stehende in besondere Klammern ein- 
geschlossene Summe: 


“\ 4 . 
0,1,--+,n—1 2A. x=n—I 2 -_ A=n—12,A_. 
. a Satie RY —, 27¥n eee 
AA A A 
mA x=0 a=0 


besitzt nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar den 
Werth n*, wenn die Zahl vy gleichzeitig den beiden Congruenzen: 


av = 0 (mod. ), Bv = 0 (mod. n) 


geniigt. Bezeichnet man aber wie friiher den gréssten gemeinsamen 
Theiler von « und # mit t,g und setzt: 


a=tage', Peigsh’, n= tear, 

wobei dann: 
n=a'd — py 
ist, so folgt unmittelbar, dass die beiden obigen Congruenzen dann 
und nur dann erfiiilt sind, wenn v ein ganzes Vielfaches von m’ ist. 
Bei der auf der rechten Seite der letzten Thetaformel vorkommenden 
Summe nach v besitzen daher nur die den Werthen: 
vy=0, m, 2n’,..., (tag—1)n 

entsprechenden Glieder einen von Null verschiedenen Werth, und es 
bleibt daher diese Formel richtig, wenn man auf ihrer rechten Seite 
allenthalben v durch »’o ersetzt und an Stelle der auf v beziiglichen, 
iiber die Werthe 0,1,...,2— 1 erstreckten Summation eine auf @ 
beziigliche, tiber die Werthe 0,1, ..., 44g,—1 erstreckte treten lisst. 
Nachdem dies geschehen, setze man fiir die am Ende der Formel 
stehende, in besondere Klammern eingeschlossene Summe ihren Werth 
n*, ersetze ferner, indem man beachtet, dass dadurch die auf der 
rechten Seite stehende Summe nur eine Umstellung ibrer Glieder und 
folglich keine Aenderung ihres Werthes erleidet, «x durch x — f’Q, 
4 durch 4 — a@’g, schiebe sodann das auf @ beziigliche Summenzeichen 
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sammt dem von @ abhiingigen Theil der Exponentialgrésse tiber alle 
von dem Summationsbuchstaben g freien Theile nach rechts hiniiber, 
beriicksichtige, dass die dadurch hinter der ©-Function auftretende 


Summe: 
e=teg-1 


2 2. 2 
ep Oni—-—— |o+= af) eri 
Po ¢ tan ( 2 ) 


@e=0 


’ 
weil: 
0 i i ‘pe 
6+ 508 = stupa B 


ist, den Werth ¢,g besitzt, und dividire endlich, nachdem man diesen 

y Werth an Stelle der genannten Summe gesetzt hat, linke und rechte 

Seite der entstandenen Formel durch n?¢,;; man erhiilt dann, wenn 

man gleichzeitig noch s durch seinen Werth s = tog ersetzt, ferner 

an Stelle der Gréssen YU, B Gréssen A, B vermittelst der Gleichungen: 
A= nA, B=8 

einfiihrt und endlich die @-Function durch das zur Abkiirzung damit 


bezeichnete Thetaproduct ersetzt, die der ganzzahligen cur Zahl n 
gehirigen Transformation: 


a | B 
T on mee a 
y 0 
bet der: 
ad — Bpy=n 
ist, entsprechende Thetaformel in der folgenden endgiiltigen allgemeinsten 
Gestalt: 
g —nie ~ ae hy ois) Nr 2 
(7) Do, <4 i] (W)a—= YP re * he? Gio] 
() pA 
 — . ny mi-edni+ > (afn’—ydn) ai — 2 on ni 
>< 
a 
g-+o+ g+o+ 
ak al ; Tere 
2. G4s+nent | a TH a + oe 
e — (vo & Rees (v). 
h+rt+7/ t+y 
— n _—— + h, n + ha 
In dieser Formel ist zuniichst : 
A=axi-+t Ba, B=yxit+da, 
xt us 
v= Tt, bez xi; 
Mathematieche Annalen, XLIILI. 
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es ist ferner zur Abkiirewng gesetzt: 


picen pt, ni —— yet 04, 
g =iap+ ag —Bh, h—+ yd — yg + dh, 


(9, h) = + (apg? — 2Bygh + Bdh? — aydg + Bydh) xi; 


es ist weiter: 


~ 0 . =e ae Ue ee ee 
g (6) = — ple +3 8) ni —~ yd (6+ 5a) xi, 
n 
~ 0 a <. @ xi a (0 { 5p) emi 
G[o| = e 8 Pid 
a , 
d e=0 
wober: 
* ta @( tae— 1) ‘Qr 
CS oe ost a’ B 


ist, wenn man mit tg den grossten gemeinsamen Theiler der beiden 

Zahien a, B bezeichnet und « = tage’, B = tag B’ setzt; es ist ferner 

beziiglich der Bedeutung des unter dem Wurzelzeichen vorkommenden 
~~ we 

Buchstabens @ und der Buchstaben a, 6B zu bemerken: 


~ 


1) Ist B20, 50 ist p= 0, a=, B= 6 su setzen, 

2) Ist B=0, so ist op—1, een, B= — a eu setzen; 
es bezeichnen weiter 6, t zwei beliebige ganze Zahlen, g,, .- .. Gns 
h,, »- +; hn 2n Constanten, welche den Bedingungen: 

WAI +O =9, Ath +--- +h =O 


geniigen, und es ist endlich zur Abkiirzung gesetzt: 


0,1,..52—1 1 , ae =< 2 ; P 
es > ' av mitaamit Z| (e+ 378) a (e+ 508) | x 0 


@-o-%) 

xa 

wobei allgemein: 
Ot 6g + Je 
C, _— > a i “3 (O)1.25 @ 2 3 (O)e.36 ie 
: h, hy 
6,2 + In—s 6,2 4 In—1 4e 
.? G — 2) (nm— b| (9)(n—2)(n—1)0 a |} —1 (m—1)n "| (O)(n—1) nd > 
bn—2 Nas 


wenn fiir v=1,2,...n—1: 


I+ 92+ + Ge — VGrt1 = Jr; 
hi tho t--- thy — vlogs = hy, 
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ferner fiir v=1, 2,...,n —2: 


é+2e,+---+ve=—6, 
gesetzt und mit P angedeutet wird, dass fiir v=1, 2,....n—2 


nach «, von 0 bis v zu summiren ist. 

Die Formel (7) enthilt auf ihrer rechten Seite bei Ausfiihrung 
der Summation nach x,4 m? Summanden. Beachtet man aber, dass 
das Congruenzenpaar : 

ax — BA=0 (mod.n), — yx-+ 040 (mod. n) 

n Normallésungen besitzt*), so erkennt man, dass diese n? Summanden 
in » Gruppen von je » Summanden geordnet werden kénnen, indem 
man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Summanden, immer ” an 
der Zahl, zusammenfasst, fiir welche sich die Werthe der Gréssen y, 7 
nur um ganze Vielfache von » indern, wenn man von einem dieser 
m Summanden zu einem anderen iibergeht. Man zeigt dann leicht, 
dass die m in einer Gruppe vorkommenden Summanden denselhen 
Werth besitzen, und kann daher in obiger Summe jede solche Gruppe 
von Summanden dureh das n-fache eines beliebigen unter ihnen er- 
setzen. Fiihrt man diese Vereinigung fiir jede der » Gruppen aus, 
so geht die in Rede stehende Summe iiber in das »-fache einer Summe 
von » Summanden, die dann, solange die Constanten g,, .-. Yny 
h,, ---, Wn im Rahmen der oben fiir sie angegebenen Bedingungen 
willkiirlich wihlbare Werthe behalten, von einander wesentlich ver- 
schieden sind. Bezeichnet man weiter mit f, den gréssten gemein- 
samen Theiler der beiden Zahlen @ und y und setzt: 


my » Ny = lay, 


so ist: 
=e nN, 


*) Dieser Satz ist der specielle Fali des allgemeinen, fiir beliebiges p 
geltenden, dass bei jeder ganzzahligen zur Zahl n gehérigen Transformation: 


Co |B 


“YY “uy 
is mee a 
Vu v 9, v 
das System der 2p Congruenzen: 
M=p Mo=p 
(“yu %n — By, 4,,) =9 (mod. ), > (~ Yeu %e + Fyu4,) = 0 (mod. m) 
ul esl 


(v = 1, 2, .. 4 P) 


n? Normallésungen besitzt. Einen Beweis dieses allgemeinen Satzes, sowie einiger 
anderer Siitze tiber die Anzahl der Normallisungen eines Systems linearer Con- 
gruenzen gedenke ich niichstens mitzutheilen. 


32° 
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die kleinste positive ganze Zahl, welche den Congruenzen: 


ax =O (mod.n), — yx =0 (mod. n) 
geniigt, und es giebt weiter eine Zahl x’ aus der Reihe der Zahlen 
0, 1,..., m,— 1, fiir welche die beiden Congruenzen: 
— By=cax' (mod.n), dy= — yx’ (mod. n) 
durch: 
Y= n, 


befriedigt werden, wihrend sie fiir keinen Werth von x’ durch einen 
kleineren positiven ganzzahligen Werth von y erfiillt sind. Unter Beriick- 
sichtigung dieser beiden Punkte erkennt man unmittelbar, dass man aus 
dem allgemeinen Gliede der auf der rechten Seite der Formel (Z’) stehen- 
den Summe » wesentlich verschiedene Summanden und jeden von ihnen 
nur einmal erhilt, wenn man darin x die Reihe der Zahlen 0, 1,...,»,—1 
und jedesmal dazu A die Reihe der Zahlen 0, 1, ..., m,—1 durch- 
laufen lisst. Die Formel (7’) bleibt daher richtig, wenn man auf der 
rechten Seite nach x von 0 bis m,—1, nach 4 von 0 bis nN, — 1 
summirt, die linke Seite aber gleichzeitig durch n dividirt. 


3 


Erste specielle Formel fiir die ganzzahlige zur Zahl » gehirige 
Transformation. 
Die gewonnene Formel (7') nimmt einfachere Formen an, wenn 
man fiir die darin vorkommenden, den Bedingungen: 
A+++ ess ton =9, A thy+---+hra=—0 
unterworfenen Constanten g,, .-.-, Gn, hi,~.. tn passend gewihlte 
specielle Werthe einfiihrt. 
Setzt man zuniichst: 
= 9S HG = 9, hmeh—---—h —|O, 
so geht aus der Formel (7) die erste specielle der ganzzahligen zur 
Zahl n gehirigen Transformation enisprechende Thetaformel in der 
Gestalt *): 


— pu? 
¢ f nag ss ~ 0 ~~ 0 
(7) De.< o|f] (t)a =) Fa e ev (9,4) e# (a) Go] 
“ 
“ae? x gy’ mitedait— (apy y On) ni- = On mi 
.S". 
“a 
. ‘i 
2Aa.9 gto+y 
—=<G+ a4") eni ns ah 
x<e ad (v)o 
ht+rety 


? 


*) Vergl. Krazer und Prym, a, a. O. pag. 131, Formel (A,). 
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hervor. In dieser Formel haben die vorkommenden Abkiirzungen und 
. . _ & «4 ~ 0 ~ 0 0 ym ~ 
Symhole A, B, v, b, yn, 4’, 9, h, v(g,h), (6), Glo], 6, @, a, B 
die niimliche Bedeutung wie bei der Formel (7'), wiihrend Dg,- jenen 
speciellen Werth bezeichnet, der aus D,,, hervorgeht, wenn man darin 
den fiir die Constanten g,,...,9n, hy). .+) h» eingefiihrten speciellen 
Werthen entsprechend alle Gréssen g,,h, (v=1,2,....%—1) der 
Null gleich setzt. 


4, 
Zweite specielle Formel fiir die ganzzahlige zur Zahl » gehiérige 
Transformation. 


Kine zweite specielle Formel fiir die ganzzahlige zur Zahl n ge- 
hérige Transformation erhilt man aus der Forme! (7'), wenn man 
iiber die darin vorkommenden Constanten g,,..., Gn, hy,..-) In in 
folgender Weise verfiigt. 

Man bezeichne, wie schon friiher, den gréssten gemeinsamen 
Theiler der beiden Zahlen « und y mit fy und setze: 

— i. 
n= ty 


Liisst man dann in den beiden Ausdriicken: 


No —_ tay . 


bei denen zur Abkiirzung: 


n= ax — BA, ni =—yu+di, 


nm, —1 Ng l —_ Ne—1 » 
ate 38, Petr t+ 28 


wo 


. 


gesetzt ist, an Stelle von x der Reihe nach die Zahlen 0, 1, ...,,—1 
und jedesmal dazu an Stelle von 4 der Reihe nach die Zahlen 
0,1, ..., % — 1 treten, so gehen aus denselben m Paare von Gréssen 
hervor, die der Bedingung geniigen, dass sowohl die Summe der 
m ersten Gréssen als auch die Summe der » zweiten Gréssen den 
Werth Null besitzt. Diese » Gréssenpaare fiihre man an Stelle der 
n Constantenpaare g,, hy, (v= 1, 2, ..., m) in die Formel (7) ein, 
setze also: 
me eee’ ; == ( sae —_ 
Gim+ti+n ™ 4 " os Ne 4T41 is 1s. (~ eval ') 


2 == 0,1, +++, m—1 





Aus der Forme! (7) geht dann, wenn man auch entsprechend der 
am Ende des Art. 2 dieses Abschnitts gemachten Bemerkung, unter 
gleichzeitiger Division der linken Seite durch n, auf der rechten Seite 
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die Summation nach x, A derart abiindert, dass nach x von 0 bis 
m, — 1, nach A von 0 bis m, — 1 summirt wird, und ferner den aus 
D,,< durch Einfiihrung der soeben fiir die Constanten g,, ..., gn, 
h,, ..+, hy angegebenen speciellen Werthe hervorgehenden Ausdruck 
mit D,’, bezeichnet, zuniichst die Formel: 








J -F 0 
"i 1 * «ale f— nt aa , 8. 
(P) 1 Dee 0 [fh] (wa Vc * cron oH Go] 
+ BA 
x=n,—1LA= at oe ~ ny mi xAni-+ ~ (a8 » —Y¥dn) 2i— aot ni 
>< P 
x==0 A=0 


A — 
mo-itamn—. | Itetuti—s 
-2g+46- }-»)t mi Be 
] I n ; 
_ T [ e E (vo 


A , , 
x=0 h+t+n'+y —8 


ve 


hervor. 
Die auf der rechten Seite dieser Formel bei Ausfiihrung der 
Summation auftretenden » Thetaproducte: 


A 


Ko m—1 A=n,-1 9g roth +1 oh. 


as =" x= 0,1,+-+-,n,—1 
-TT TT's Jos Gxt 
x= 2=0 i +t+7 X n' — = 


n 
kénnen durch ein beliebiges unter ihnen z. B. das den Werthen x = 0, 
A =O entsprechende Product Poo ausgedriickt werden. Diese Aus- 
driicke sollen im Folgenden hergeleitet werden, 
Zu dem Ende setze man voriibergehend zur Abkiirzung: 


gto—8—k, h+r—s' =]; 
es wird dann: 


Pua = Pra. Pea, 


wenn man unter P,,, Py’, die Producte: 


quai aI k + a(x + +3 —6(4+7) 


a4 = v _ (v)? 
x=0 =0 Ss iliaciti cil i) 


n 


—— 





_ Pe+ex— 62+) 


T n 
IT] a = ‘ (vs, 
a t—yx + d(A+2) 


n 
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m—1l m—1 k +o =e es 
Pp, = a (v), 
vat mur | Ree — B47) + 0m, 
nr 
=| 9 : f (v), 
rao deo |= | P— ye + 8 (A+ 1) ym 
n 
versteht*). Nun ist aber: 


aN, 


und es ist daher weiter: 


= 0 (mod. n), 


il J =[ktax—8 a4)] 2 wi . 


yn, == 0 (mod. n), 


kpee x ee 
n 


as 


yet oe | 


n 
_, [ete —8 (447) 


° n 
[] « : ; 
1— yx+0(1+7) 


n 


(V),. 


Indem man aber diesen fiir P,’, gefundenen Ausdruck mit dem letzten 
fiir P,., aufgestellten multiplicirt, erhilt man die Gleichung: 


(P,) 


Es ist ferner: 


wenn man unter P);, 


' haar 
Praise 


Poa — Poa : 
PP", die Producte: 


—s 


w| 


Pe tel 


“ 
Py, a> 


k+ ax —B(i4+2) 


n,-1 mn 4—t ~ 
Pa=]T [] ‘ | (ws 
n 
m—1 m—1 kan — 64 
= a . - (v), 
x=0 Tae 8 1—yx+di 
n 


IT 


e=p 





*) Hier ist, wie in der 
e=9 


statt IT geschrieben. 
‘=p 


folgenden Untersuchung iiberall, zur Abkiirzung 
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gees nee 
n | 
Pe, =-: T | = (v5 
, oo = yx + d(A+ 2) | 
— ak oT) | 
ee k+ ax —Pi-— Png 
j n 
-|] i [ = - (UV), 
w=0 Toro yu+di+ dn, 
n -! 
versteht. Nun ist aber: 
— Bu,=ax' (mod.n), dn,=— yx’ (mod. x), 


wo x’ eine durch diese Congruenzen eindeutig bestimmte Zahl aus der 
Reihe 0, 1, ..., m, — 1 bezeichnet, und es ist daher weiter: 


bas , k-ba(x'+%) a 


[x+a(x'+%)- -2]? art? ni n ” 
es -fTT il. d 3 (U)o 
x=0 F9 Sais dA 

a[ Pew te™ 67 B ; “a eee n Ani __ 


=e x’, 0% 


wenn man mit P, > das Product: 


m-1 at k-+a(x'+x)—62 | 


Pye.o = TI [ | le ~ | (v)s 


x=0 1=0 jaa pe tet 





bezeichnet. 
Es ist endlich: 


Py, = x’, 0 Pyio; 


wenn man unter Py), Po die Producte: 


[e+ o(x'+ x) — 62 





m—*—1 A-1 
P; I t | o (v) 
7,4 ‘ VD)» 
x=0 a&=0 | Earle +x) +92 
n 
—— kes —6i 
IT n 
= eo = .* (v)s, 
9 tad 1 yx +a 
y; " 














Die Transformation der Thetafunctionen einer Veriinderlichen. Il. 497 


_ ga 
~— Ki + a(x" + x) - -7* 


50 n . 
x',0 = en aes a nt 
a+x}+d4 


x==n, —x’ 1=0 


k+ ax — Bit an, 


- - se ) 
-[T[]*|, -.. (0), 
=o &=0 t—yu+dai— yn, 
77 


versteht. Nun ist aber: 
an, =0 (mod.n), yn, =0 (mod. n), 
und es ist daher weiter: 


k + an — Bi 


x’—1 4-1 2] = —lyn 
—5[kt+ax—pi TM i n 
Pe -[] I] . ‘ a = _ 1 (vo 
== Am0 i—yut+di 
n 
, ktax—Bi 
Se ee eee sees 
== € ] 7] a a _ | (we 
x=0 4=0 1—yu+di 


n 


Indem man aber diesen fiir Py’ 9 gefundenen Ausdruck mit dem letzten 
fix Pj,o aufgestellten multiplicirt, und den dadurch ftir P,o ent- 
stehenden Ausdruck in die letzte Gleichung fiir Py’, einfihrt, er- 
halt man: 

2feta™: mnt _ 42 jt oan 1 gam dmctyw rer 


Po = e” 
k+ox—6i 
= hime )e ani 4 n 
><e"™ / 1 1 6 (vs, 
=e 1—yxoi 
n 


und endlich, indem man diesen Ausdruck fiir P,", mit dem letzten 
fiir Po, aufgestellten multiplicirt und gleichzeitig beachtet, dass in 
Folge der Congruenzen: 

an, ==0 (mod.n), dn, + yx’ =0 (mod. n) 
die Gleichung: 
PL ot ol 
e n n iis 1 
besteht, die Gleichung: 


=| ete" a ra ~ pay eam SE maya 
2 n My 


zit 


(P,) Poi =e 


0, 0+ 
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Aus den beiden Gleichungen (P,), (P,) folgt schliesslich, indem 
man in der ersten Gleichung die Grésse Po, durch den in der zweiten 
Gleichung dafiir aufgestellten Ausdruck ersetzt und gleichzeitig statt 
k wieder die zur Abkiirzung damit bezeichnete Grosse: 

A A — om 
einfiihrt, die Gleichung: 
2 G40) 9 mi—+ (ay x28 yxi+pdR) mi 


(P) Pra =e 


n 


| maretn gaat 2 ona wd |i 
<e 7 0, 0° 
Durch diese Gleichung ist, da dieselbe fiir jedes x von 0 bis n, — 1, 
fiir jedes 4 von 0 bis n,—1 gilt, die oben gestellte Aufgabe, alle 
Producte P,,, durch das eine den Werthen x0, 4 =O entsprechende 
unter ihnen auszudriicken, geldst. 

Man gehe jetzt auf die Formel (7',) zurtick und driicke auf der 
rechten Seite das im allgemeinen Gliede der Summe vorkommende 
Product P,,, mittelst der soeben gewonnenen Formel durch das Product: 


Cc 


A = 
x=n\— 1 i= nm, — | gI+o+n sat. 
n \ 
Po= J] [[f *\,. *_ Jo 
x=0 A=0 h+t+n—8 


n 
aus. Nach Vereinigung zusammengehdriger Glieder und passender 
Anordnung der iibrig bleibenden erhilt man dann die der Transfor- 
mation (Z7’) entsprechende zweite specielle Formel in der weiteren 
Gestalt : 


paused Bu? 
—_ _ r ae e- ~o ~ 0 
(T;) ~ Deve 8 H (U)a = / =z e 4 eval eo G | 6] 
+ BA 


A a” 
9A, 0  _%anm—1 Tenn, —1 gtotrn—s 
—{lot+o)eni = 
<e | | a (wv), 





A -, ° 
x=0 7=0 h+t+n —8 
n 
~— — 5 [retadts artare—nay)| xni 
~x< > e 
x=0 
ah a eotaet sf anit aydtmpd+ Sm—aye} ae 
>< > e B : 
A=0 


Bei dieser Formel erkennt man unmittelbar, dass das allgemeine 
Glied der in der dritten Zeile stehenden, auf x beziiglichen Summe 








Die Transformation der Thetafunctionen einer Verinderlichen, II. 499 


seinen Werth nicht aindert, wenn man die Grésse x um ein ganzes 
Vielfaches von m, findert; es besitzt daher diese Summe nur dann 
einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth n,, wenn 
die Zahlen 6, t der Congruenz: 


(C,) yo tarts (apy + apd — n, ay) = 0 (mod. n) 


geniigen. Ist aber diese Congruenz erfiillt, so besitzt die in der 
vierten Zeile stehende Summe nach 4, da dann ihr allgemeines Glied, 
wie man unschwer zeigt, seinen Werth nicht andert, wenn man 4 
um ein ganzes Vielfaches von », fndert, nur dann einen von Null 
verschiedenen Werth und zwar den Werth »,, wenn die Zahlen o, t 
der Congruenz: 


(C,) 86+ Ar+ {apd + yd + m,83 + “L (m— x) x'| =0 (mod.n) 


gentigen. Daraus ergiebt sich, dass die rechte Seite der Formel (7) 
immer verschwindet, wenn fiir 6, t zwei Zahlen gesetzt werden, welche 
den Congruenzen (C,), (C,) nicht geniigen. Durch Einfiihrung solcher 


Zahlen an Stelle von o, t entsteht also aus (7',) keine Transformations- 
formel; es ergiebt sich vielmehr dann nur die immerhin bemerkens- 
werthe Gleichung: . 
oe = 0. 

Zur Gewinnung von Transformationsformeln dagegen hat man an 
Stelle von 6, t solche Zahlenpaare zu setzen, welche den Congruenzen 
(C,), (C,) geniigen; beziiglich dieser Zahlenpaare aber bemerkt man 
weiter das Folgende. Ist o’, c’ ein erstes, 6”, t” ein zweites Zahlen- 
paar, welches den Congruenzen (C,), (C,) gentgt, so kann man, da 
in Folge der Congruenzen (C,), (C,) dann: 


y (o" — 6’) + a(t” — t’) =0 (mod. n), 
0(6” — 6’) + B(c” — t’) =0 (mod. n) 
ist, die Zahlen 6”, r” stets mit Hiilfe ganzer Zahlen wh durch die 


Zahlen o’, tc’ ausdriicken in der Form: 


ae , A ” , A, 
; G6 =@6 + y, Tt =f +7, 
wobei: 
A 


A A A - A 
n=ax—Bpl, n=—yux+dh 

ist. Setzt man aber in der Formel (T,) einmal 6 = o’, t= 1’, ein 

ander Mal 6 = o’ + nh, =—t + n, wo die in ” n’ vorkommenden 


aioA 

“x,4 irgend welche ganze Zahlen bezeichnen, so erhilt man in beiden 
Fillen die gleiche Thetaformel, da die linke und rechte Seite der 
zweiten Formel sich von der linken und rechten Seite der ersten Forme! 
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beziehlich nur um einen und denselben Factor unterscheiden. Aus der 


Formel (7) geht also, wenn man an Stelle von o, rt alle méglichen 
Lésungen der Congruenzen (C,), (C,) einfiihrt, immer die nimliche 
Thetaformel hervor. ve 

Um dieselbe zu erhalten, setze man nun in (7) an Stelle von 
6, t jene specielle Lésung der Congruenzen (C,), (C,), welche man 
erhilt, wenn man die linken Seiten dieser Congruenzen gleich Null 
setzt und das so entstehende Gleichungenpaar nach 6, t als Un- 
bekannten auflést; bezeichnet man die sich ergebenden Werthe mit 


* & : 
6,7, so ist: 


Q* 


~~ {mB + 0, aBy + n,aBd + we (n, — #) x'|, 


1 2 7 : 
waa | nye a n,ayd ais n,Byd —c = (nm, — * ) #' |, 


a 


und man zeigt leicht, dass die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
stehenden Ausdriicke in der That ganzzahlige Werthe besitzen. Setzt 
man aber in (7,): 
o=—6, t=—t 

und dividirt noch linke und rechte Seite der entstehenden Gleichung, 
nachdem man die in dritter Zeile stehende Summe nach x durch ihren 
Werth n,, die in vierter Zeile stehende Summe nach A durch ihren 
Werth m, ersetzt hat, durch m= ,m,, so erhilt man die sweite 
specielle der ganzzahligen zur Zahl n gehirigen Transformation ent- 
sprechende Thetaformel in der Gestalt: 

; ms 


(T.) a D. . o{{] (U)a = = e 4 wor ep o) ita 
vite + 6A 


A * 
©. Sten’ Seen 6 —8 
2b Sees St! tam etetans 
~<e | ia ‘ " (v),. 
x=0 =0 h+r+7—8 
n 
In dieser Formel haben die vorkommenden Abktirzungen und Symbole 


- A A ~ 0 ~_0 0 ~~ rw ‘ 
A, B, v, b, 4, 1, 9, &, V9, h), 9(6), Glo], 6, e, a, B die 
nimliche Bedeutung wie bei der Formel (7’); es ist ferner: 
n 
m=F-» Ny = lay, 
ay 
wenn f,, den gréssten gemeinsamen Theiler der beiden Zahlen a 
und y bezeichnet; es ist weiter: 
ma 


* ain 
ad 2 2 





N — 1 at m— 1 Me—1 
—— » B, » en Sa 9 of 0; 


. 
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ferner: 


ou + |nap + n,aBy + n, apd + = (nm, — x’) x'|, 
= = [nye —n,ayd —n, py - v (n, — x’) x’ |, 
wobei x’ die durch die Congruenzen: 
— Bn, =c«x' (mod.n), dn, == — yx’ (mod. n) 
eindeutig bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, ..., m, — 1 bedeutet; 
es bezeichnet endlich D; jenen speciellen Werth, der aus Dg,- her- 


Re 


; * ¥ " ; 
vorgeht, wenn man darin 6=6, t= setzt und den fiir die Con- 
stanten g,,-..., Gn, hy, +++) Mn im Anfange dieses Artikels eingefiihrten 


speciellen Werthen entsprechend : 


Jina = — po x (e+ 1) ne + x [A(A-+ 1) — xm, (n, — 24 — 19] B, 


Mencia = + 5 x(x + 1) my — = [A(A + 1) — x, (nm, — 24 — 1)] 6, 


2n 
x#=0,1,-++,a,—1 
4=0, 1,+++, m— ) 
wobei das Werthepaar x —0, 40 aber auszuschliessen ist, setzt. 
5. 
Beispiele. 


Setzt man in den Formeln (7'), (7;), (Z;): 
a=1, B=0, y=, d=—n, 
so erhalt man als Lésung des durch die Charakteristik: 


a ae 





bestimmten Transformationsproblems: 
1) aus der Forme) (7') die allgemeine Formel: 


gy 
(") D.9(f] We 
"Ny Fo teen i +H -%s +n 
= ¢ * o (U)na ee (@)nay 
*=0 ht = +hy h+=+h, 


bei der x eine beliebige ganze Zahl, g,,---; Gn, hy,~+ +) hn 2m Con- 
stanten, welche den Bedingungen: 
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eer ae ee aes ee 
gentigen, bedeuten, D, aber die Summe: 


x=n—I1 2 , 
—— vee . 
D, = > e Cy 
x= 
bezeichnet, wenn man allgemein unter C, den auf Seite 490 an- 
geschriebenen Ausdruck versteht ; 


2) aus der Forme) (7) die erste specielle Formel: 


z=n— I 3 gt x)exi [ 2s 
—y (g t 1 | 
(7;) Ds H (s). = >) e* a "| COna» 
Tt 
x=0 | h+ | 


bei der t ebenfalls eine beliebige ganze Zahl bedeutet, D,’ aber jenen 
speciellen Ausdruck bezeichnet, der aus )), hervorgeht, wenn man die 
in C, vorkommenden Grossen g,', h,) (v=1, 2,...,%—1) alle der Null 
gleich setzt; 

3) aus der Formel (7',) aie zweite specielle Formel: 


‘ ’ . x=n—1 g + x mM 1 
(T,’) =. dD,’ v lh (2 )vr =| ]/ o n 2n (U)n as 
: d 


x=0 h 
bei der D,” jenen speciellen Ausdruck bezeichnet, der aus D, hervor- 
geht, wenn man t = 0 und in C, fir v—=1,2,...,n—1: 
, 1 , P ° 
v(v-+1), hy =0 
setzt. 


Setzt man degegen in den Formeln (7'), (7'), (7,): 
asom, B=0, y=0, d=m, 
n= Mm’, 


so erhilt man als Lésung des durch die Charakteristik: 


bestimmten Transformationsproblems : 
1) aus der Formel (7') die allgemeine Formel: 


- ‘ 0,1,-+-,m—1 —2gdmi— = (gtxeni 
(T”) mDo2% [2 (U)a => ° 
A 


+S ts, Ore + oe | 


u m= u 
< @ ~) +. 8 


—— 
m* m | m ! 
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bei der 6, t beliebige ganze Zahlen g,, ..., Ym, hy, .. +, Tm: 2m? 
Constanten, welche den Bedingungen: 

I. + 92+ >>> + Ime = 9, hy + hy + +++ + Ine = 0 
geniigen, bedeuten, D,,, aber die Summe: 


—" 2 


—THMi 
, C. 
Ve, t mn 


bezeichnet, wenn man Pen unter C, den auf Seite 490 an- 
geschriebenen Ausdruck versteht; 


2) aus der Formel (7) die erste specielle Formel: 


(7) m Ds, of 1] (oe 
= 9 +x G6 
<< 2g Ani—— (otne ai . = + 
~2° al Pees 
au T a 
- Lm + m* 


bei der 6, t ebenfalls beliebige ganze Zahlen bedeuten, D,,, aber jenen 
speciellen Ausdruck bezeichnet, der aus D,,, hervorgeht, wenn man 
die in C, vorkommenden Grossen g,, h, (vy=1,2,...,m? — 1) alle 
der Null gleich setzt; 

3) aus der Formel (7',) die zweite specielle Formel: 


=err ot x m- 1 
min 1 2m iu 
(Ty) Dio [2] (w). “IT TI =. 
m h = 2 m—1 M7 a 
m 2m 


bei der Do,o jenen speciellen Ausdruck bezeichnet, der aus D,,, hervor- 
geht, wenn man 6 = 0, t= (0 und in C,: 


‘ 1 
Jum+a = 3 *(x+1), a 1,--. a 
’ 1 P A=0,1,-++,m—1 
hinta = — in A(A+1) + 5%(m—24—1), 


wobei das Werthepaar x = (), 4 0 aber auszuschliessen ist, setzt. 


Strassburg, den 9, April 1893. 
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Zur Theorie der Functionen eines cubischen Korpers. 
Von 


Lupwie Baur in Darmstadt. 


§ 1. 

Durch die irreducibele Gleichung 
(1) a,0* + a,0?+ a,0 +a, =—0, 
in welcher a), a,, @, @, gauze rationale Functionen der Veriinderlichen 
x ohne gemeinsamen Theiler bedeuten, wird © als algebraische Func- 
tion von w, und zwar, sobald sich a, nicht auf eine Constante 
reducirt, als gebrochene algebraische Function von x definirt. 

Setzt man dann 


(2) 2=a,0+ 3 ? 


so erhilt man fiir ¢ eine Gleichung von der Form 

(3) e+ b,2 +b, =0, 

worin }, und b, ebenfalls ganze rationale Functionen von zw sind, und 

es ist mithin ¢ jedenfalls eine ganze algebraische Function von x. 
Man sieht nun sofort, dass auch 


(4) y=7 


eine ganze Function ist, sobald es eine ganze rationale Function von 2, 
d(x), giebt derart, dass 

b, == 0 (mod. d?), 

b, = 0 (mod. d*). 

4 
Bezeichnet man daher durch G (b;") die ganze rationale Function 
a 

von x héchsten Grades, die in };" aufgeht (dieselbe ist abgesehen von 
einem constanten Factor vollkommen bestimmt und kann auf rationalem 


Wege gefunden werden), und versteht jetzt unter d(x) den gréssten 
1 1 


gemeinsamen Theiler von G (b,") und G (b,°), was durch die Glei- 
chung 


Mathematische Annalen, XLIII. 33 
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(5) Th (« (2 , G (s")) = d(z) 


ausgedriickt werden mége, so kann 


b, = d? 
(6) - has 
b, = d*f; 
gesetzt werden, und es besteht dann fiir y die Gleichung 
(7) Fy =P thy th=% 
1 
wo jetzt G ( fr’); G ( hs *) einen gemeinsamen Theiler mehr haben, oder 


(8) Th (« (f.7), @( é*)) = 1 


ist. y ist daher eine ganze algebraische Function von x, die durch 
keine ganze rationale Function von x theilbar ist. 

Die Gesammtheit aller rationalen Functionen von © und z,-R(O, x), 
bildet einen bestimmten Koérper algebraischer Functionen von x, der 
als der der Gleichung (1) entsprechende cubische Képer Q bezeichnet 
werden mége. Weil aber wegen (2) und (4) die Gesammtheit der 
rationalen Functionen von 9 und 2 vollkommen zusammenfiallt mit der 
der rationalen Functionen von g und x, oder auch von y und 2, so 
kénnen ebensowohl auch die Gleichungen (3) oder (7) zur Definition 
des cubischen Kérpers Q benutzt werden. Der Einfachheit halber 
gehen wir bei den folgenden Untersuchungen von der Gleichung (7) 
aus und bezeichnen dieselbe als die Grundgleichung des Korpers Q. 

Unter den Functionen des Kérpers Q verdienen diejenigen eine 
besondere Betrachtung, die zugleich algebraisch ganz sind; ihre Ge- 
sammtheit soll als das System » bezeichnet werden. 

Die Fundamentalaufgabe der ganzen Theorie besteht nun darin, 

eine Basis fiir 9 (ein F andamentalsystem des Gattungsbereiches (a, y)) 
anzugeben, d. h. ein System von 3 ganzen Functionen @,, @,, @, in 
0 derart, dass sich jede andere Function @ in » in der Form dar- 
stellen lisst om 6,0, + He, + He, 
WO U,, U., U, ganze rationale Functionen von # sind. Es soll nun 
im folgenden eine solche Basis fiir unser System » wirklich aufgestellt 
und im Anschluss daran die Berechnung der Verzweigungszahl und 
des Geschlechtes des Kérpers Q gegeben werden. Es wird sich dabei 
zeigen, dass alle hierfiir néthigen Gréssen auf rationalem Wege durch 
alleinige Anwendung des Euklidischen Verfahrens zur Bestimmung des 
grossten gemeinsamen Theilers gefunden werden kénnen und dass ins- 
besondere die Coefficienten der Basis rational aus denen der urspriing- 
lichen Gleichung zusammengesetzt sind. . 
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§ 2.*) 
Jede Function in Q kann, wenn 1,, 7,, 7, ganze oder gebrochene 
rationale Functionen von x bedeuten, in der Form 


(9) y= +ry try 
dargestellt werden. Die Functionen 1, y, y? bilden daher eine Basis 
fiir Q. Es ist dann: 
NY =—fets + ("%y—fhors)¥ + y*, 
ny = — fr, — (feta t+hrs)y + (i —fhers)y’, 
mithin ergiebt sich fiir » die Gleichung 
mas 2 Ys 
(10) p(y) =| — fr, "1% — hts — 0 2 = 0. 
—fet. —hte—fhets 1 —hts— 12 


Bringt man dieselbe auf die Form 


(11) 4 — By(r,, 72 %5)9? + B11, 25 73) — By (1, 72, 73) = 9, 
so wird B, die Spur, B, die Norm von y genannt, so dass 
(12) S(q) = By (4, 2513) = 1+ 1 — fats) +1 a's) = 37, — 2h, 
(13) (ny) = Bs (7, 72, 73) = pO) 

=17° — fre? + f3?%3> — 2horyers + hirite + hrs? 

—fafs%ots? + 36577273: 

Sind ferner 1,, %5 %3 drei beliebige Functionen aus Q, so wird die 
durch die Gleichung 
(14) A(ms > Ne» Ns) = |S (nine) | (¢, k= 1, 2, 3) 
definirte Function als die Discriminante des Systems yn; , 2, 4, bezeichnet. 
Norm und Spur einer ganzen Function, sowie die Discriminante eines 


Systems ganzer Functionen sind ganze rationale Functionen von x und 
wegen der Gleichungen 


sl) = 3, 
S(y) — 0, 
Sy’) = — 2h, 


S(y®) = — f,S(y) —f,8(1)) = — 3f,, 
S(y*) = — f,S(y*) — f,S(y) = 27, 
ist insbesondere 


*) Fiir das folgende vergl. namentlich Dedekind-Weber, Theorie der alge- 
braischen Functionen § 1—3. J. f. M. Bd. 92. 


33* 
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| 3 0 — 2f, | 
Ad,yy)= 0 — 2f, 3fs |, 
\—2f, —3f; 2f,’ 
oder 
(15) —A(l,y, y?) =A = 27/2 + 4p. 


Bedeuten weiterhin u,, u,, wv, unbestimmte ganze rationale Functionen 
von x, so bildet die Gesammtheit aller Functionen von der Form 


Uy My + Uy M2 + Us Ny 

den Modul [”,, 7, 9,] und das System 4,, 4, 4, die Basis dieses 
Moduls. Besteht die Basis eines solchen Moduls aus lauter ganzen 
Functionen @,, @,, @,, so sind sicher alle Functionen des Moduls 
[@,, @,, @,| ebenfalls ganze Functionen; es ist aber keineswegs aus- 
geschlossen, dass auch noch die Function 
(16) oa S295 TS 

g 
wo g eine ganze rationale Function von x bedeutet, zu dem System 
o gehért. Angenommen dies wire der Fall und « — ¢ ein Linearfactor 
des Nenners g, so miissten sich die Constanten ¢,, ¢,, ¢; so bestimmen 
lassen, dass auch 
ye le 

ao? 
algebraisch ganz ist. Sind dann ausserdem noch die Functionen 
@,, @,, @, linear unabhingig, so bilden sie eine Basis fiir Q, ihre 
Discriminante verschwindet nicht identisch und es besteht die Glei- 
chung 


2 * 
A(@, @,, @,) = a o A(@,, @,, @,)*) 


woraus, da A(@, @,, @,) eine ganze rationale Function von z ist, folgt: 
Sind @,, @,, @, drei linear unabhdngige Functionen des 
Systems », so kann die Function (16) nur dann ebenfalls 
dem Systeme 9 angehiren, wenn in threm Nenner blos solche 
Linearfactoren auftreten, deren Quadrat in der Discriminante 

des Systems @,, @,, @, aufgeht. 

Es giebt demnach immer nur eine beschriinkte Anzahl von Linear- 
functionen, durch die Functionen eines Moduls [@,, @,, @,] theilbar 
sein kénnen; und insbesondere kaun eine Function des Moduls [1, y, y?] 
nur dann durch eine Linearfunction «—cec theilbar sein, wenn A 
durch (z—c)* theilbar ist. 


*) Wire etwa cy = 0 und ¢, von 0 verschieden, so wiirde 


2 
A (@,, @, @) = oa 4 (a, Wg, ws) 


sein ete. 
































Functionen eines cubischen Kérpers. 509 


Diese Theiler « — c aufzusuchen und der Reihe nach zu entfernen, 
wird unsere nichste Aufgabe sein, 


§ 3. 
1) Da in der Grundgleichung 
(7) ¥ thy + f= 0 


die Coefficienten f, und f, so beschaffen sind, dass 


(8) Th (6 (f.°) » G (n°)) = 1 


ist, so kann der grésste gemeinsame Theiler von f, und /, keine héhere 
wie die zweite Potenz eines Linearfactors enthalten und daher 
(17) Th (f., f;) = AB 
gesetzt werden mit der Massgabe, dass die in A und B auftretenden 
Linearfactoren alle von einander verschieden sind. 

Die ganzen rationalen Functionen A und B von z kénnen dann 
auf rationalem Wege gefunden werden und man erhiilt fiir f, und f, 
die Darstellung 
fo = ABh,, 
(18) : 

fy = AB*h;, 

wo die ganze rationale Function h, von & relativ prim zu h, und zu 
B, also 
(19) Th (hg, hy) = Th (h,, B) = 1 
ist. 

Demnach sind in dem Modul [1, y, y?] die beiden Basisfunctionen 
1 und y selbst durch eine ganze rationale Function g(x) nicht theilbar, 
Dagegen geniigt y’ nach (10) der Gleichung 
| — y? 0 1 | 
4 —p—-w 0 [ao 

0 =f — poe 

(y+ 2A’? + f?- 9 —f? =9, 


und es ist daher y? immer und nur dann durch g(x) theilbar, wenn 
gleichzeitig 


oder 


fp =A Bh, =0 (mod. g), 

f;? = A* Bth,? = 0 (mod. g*). 
Mithin ist y? jedenfalls theilbar durch die ersten Potenzen aller Linear- 
factoren von B, ferner durch die ersten Potenzen derjenigen Linear- 
factoren von A, die zugleich in h, enthalten sind, aber auch durch 
keine anderen, Denn wire y? theilbar durch einen von den genannten 
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verschiedenen Factor  — c, so miisste hy und h, durch x — ¢ theilbar 
sein, was gegen (19) verstésst. 
‘Setzt man daher 


(20) Th (A, h,) = A 
so ist , 
(21) 4= AB 


eine ganze Function, und die drei ganzen Functionen 1, y, y,, von 
denen keine mehr durch eine ganze rationale Function von z theilbar 
ist, bilden jetzt ebenfalls eine Basis von 2, wahrend gleichzeitig 


(22) A(1, ys %) = gem A(1, 9, 9°) 
ist. 
2) Im Anschluss an (20) werde noch 
9 A= A,A,, 
- hy = Ajhy 


gesetzt, dann muss h, prim zu A,, h, prim zu A, und h, sein, und 
es ergiebt sich 


fp = A, A, Brh,, 


oe) fy = A,2A, Brh,, 

— woraus wegen (8) folgt, dass h, prim zu B ist — und 
(25) A= 4, 4,, 

wo 

(26) A, = A,°A,?Bt = A, Th (f,, fs), 

(27) A, = 4A, Bh,’ + 27A,h,?. 


Dieses A, hat dann die wichtige Eigenschaft, prim zu A,, A,, B, 
h,, h,, a. bh. prim zu f,, f, und A, zu sein. Denn die Congruenz 
A, = 0 nach einem der Linearfactoren von A,, B, h, als Modul wiirde 
die Congruenz A,h, = 0 beziiglich desselben Moduls nach sich ziehen, 
was den Eigenschaften dieser Functionen widerspricht, und entsprechend 
verhalt es sich beziiglich der Linearfactoren von A, und h,. 

Fiir die Discriminante des Systems 1, y, y, erhalt man schliesslich 
den Ausdruck 
(28) A(l,y, Ys) — A, A, B’A,, 
und es ist damit A(1,y,y,) in eine Reihe von Factoren zerlegt, die 
alle prim zu einander sind. 

3) Nunmehr ist jede Function w des Moduls [1, y, y,], d. h., wenn 


V,, V2, V3 unbestimmte ganze rationale Functionen von x bedeuten, jede 
Function w von der Form 


(29) w= + nyt aey 
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eine Function in ». Da gemiiss der Gleichung (28) die Discriminante 
des Systems 1, y, y, die Factoren von <A, alle blos in der ersten Potenz 
enthalt, so ist w sicher nicht durch einen dieser Factoren theilbar (§ 2). 
Soll deshalb die Function w auf ihre Theilbarkeit durch eine ganze 
rationale keine mehrfachen Linearfactoren enthaltende Function g(x) 
untersucht werden, so diirfen wir von vornherein voraussetzen, dass g (x) 
relativ prim zu A, ist; und es sind dann weiterhin nach Herrn Hensel der 


Reihe nach die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir auf- 
1 1 2 


zustellen, dass w in dessen Sinne durch PP s* ,”. g theilbar sei.*) 
Heisst die Gleichung fiir w 
(30) w® — B,(v,, 02, 03)? + B,(v,, v2, v3)W — By(v,, %, v3) = 0, 
1 
so ist w dann und nur dann durch g® theilbar, wenn 
(31) BF) (v, , 0, V3) =O (mod. g). (¢=1, 2, 3) 
Dabei bedeutet Bs— jede (¢— 1) Ableitung der Form B;(v,, v2, v5) 
nach den Unbestimmten v,, v,, v,. Da aber unter den Basisfunctionen 
des Moduls [1, y, y,] die Function ,,1“ sich findet, so sind B, und 
die Ableitungen B,” homogene lineare Functionen der Ableitungen 
B,)**), und es reducirt sich das System (31) auf das einfachere 
a, 
OV, 0%, 


oder, da B, = N(w), auf 


=0 (mod. g), 


(32) CNW) = 0 (mod. g) (i=1, 2, 3) 
iO, 
Nun ist (13) 


Becil fs? 2he 42 - 
N(w) = o,' — fgv,> + ApB a + AB U4703 + fy 4%? + A; B 0403” 


’ 3 
- ah 0,03? + ay V; 02035 
*) Fiir das Folgende siehe: Hensel ,, Ueber die Darstellung der ganzen alge- 
braischen Functionen einer Variabelen durch ein Fundamentalsystem“. Journal 
fiir Mathematik Bd, 111, 8. 139—155, — Diese Arbeit enthilt eine Berichtigung 
eines Versehens, das sich in eine friihere Arbeit desselben Verfassers (Theorie 
der algebraischen Functionen einer Veriinderlichen etc, Journal fiir Mathematik 
Bd, 109, S. 1—42) eingeschlichen hat. Der in der letztgenannten Arbeit am Schluss 
von Nr. V aufgestellte Satz tiber die Theilbarkeit einer algebraischen Form durch 
eine ganze rationale Form ist nur in dem speciellen Falle » = 2 durchaus giltig, 
**) Hensel, J. f. M. Bd. 109, p. 15. Die linke Seite der Gleichung (30) 


ist hier 
= — N(v,—w+ y+; Ys), 
= — B,(v,—w, Ve, Vs), 


oB, _1 8B, 
RF, i= F Ove 


also auch 


und daraus folgt 
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2» 4h; . fy? i 
N,*)= 30,2 — AB 403 + fo” + a; B v3? + AB V2V35 
N, =— 3f,v2 + 2f,v,v, — 2%, 02 + 24 v0, 
2 3°2 271 "3 A,B? “3 A,B °1"3? 
3f;* 9 2hefs ; 
5 AB ies vy? + Zi 1s — arp’ r+ 745 r%, 
Nii = 64, f U3» 
A,B 
3f 
Nip = 2f,0,.+ A,B v3? 
i. 4 2f* 31s 
Ms n A,B" i Ar BR” + AB: 
N,. = — 6f,0, + 2f,%,, 
2 hel rf 
Ny = ~ AaB? 3+G i Bw 
~~ 6f,* io ——— 2hels 
N33 san A; BR U3 + A? Be"! 7 A,B? V2: 


Setzt man fiir f, und f, ihre Ausdriicke gemiiss (24) ein, so darf man 
bei den Congruenzen (32), falls etwa auf der linken Seite A, als 
gemeinsamer Factor auftritt, diesen Factor ganz weglassen, da ja A, 
relativ prim zu g(x) ist, und man erhilt zunichst die Congruenzen 
V, = 30, — 24, Bh,v, = 0, 
V, = A, B(2 Bh, v, + 3h,v,) = 0. 
Da ferner 
Ni; = — 4A, Bh,v, + 2A,?B*h,? v, +- 3A, A, Bhyr, 
= — A, Bh, V, — A, Blhyv,—3A,hyr,), 

so folgt weiter 

V, = A, B(h.v, —3A,hyv.) = 9. 
Die iibrigen Ableitungen lassen sich alle als homogene lineare Func- 
tionen von V,, V,, V3 darstellen, nimlich 

Ny, = 24,BY;, 

Ni = A, Bh, V,, 

Ny; = A, Bh, V, -|- A, A,h,V,, 
so dass sich die Congruenzen (32) auf 

dv, — 2A, Bh,v, = 0 — 9); 

(33) A, B (2 Bh,v, + 3hyv,) = 
A, B(hyv, — 3A,yh, v2) oe 


»? ? 
. > 
reduciren. 





— a) Tr a2 a 

*) Zur Abkiirzung wird, wie iiblich, © a =N,, =‘ Fas N,, gesetzt. 
i? " " tk 

0v; CV,OY% 
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Hieraus ist sofort ersichtlich: Nehmen wir fiir g irgend einen der 
Factoren von A, oder B, so muss nothwendig v,=0 sein, d. h. bedeutet 
1 
g, irgend einen Theiler von A,B, so sind alle durch g,° theilbaren 
Functionen des Moduls [1, y, y,] enthalten in der Form 


y? 
W, = YT %3 AB 
a a 
Damit nun w, nicht blos durch g,° sondern auch durch g,” theilbar 
sei, ist nothwendig und hinreichend, dass 


Bi'—” (vy, v3) = 0 (mod. g,), (i + = einer ganzen Zahl), 
d. h. 


(34) Bs” (v,, v,) = 0 (mod. g,). 
Dabei ist: 


D 1 
Bs(v2, 03) = — m3 B; (v2, 03) = v Bs (v2, vs); 
Al 


und B,(v,, v3) das absolute Glied in der Gleichung dritten Grades 


fiir w,, so dass 
B; (v2, 03) = N(w,). 


Daher sind die Congruenzen (34) gleichbedeutend mit 


(35) NW) — 0, (mod. g,”) (i, k= 2, 3). 


00; 0% 


N(w,) ergiebt sich am einfachsten aus (13) durch die Substitution 


r, =0 r= = 
1 : hwy = ZP 


niimlich 
— N(w,) = fyv.3 — — gine vy? + ie v0," 


Nun ist aber wegen (24) der Ausdruck fs theilbar durch A,? B?, 
also sicher auch durch g,? und da in den Congruenzen (35) die Coef- 
ficienten der Unbestimmten blos mod. g,? betrachtet zu werden brauchen, 
so reduciren sich dieselben zuniichst auf 


00, ae, 5a, (fat2? 2 — in 1°) = 0 (mod. g,”), 
f,¥. = 0 (mod. g,*), 


v 
arg =9 
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Setzt man fiir f, seinen Werth aus (24) ein und beriicksichtigt, dass 
A, relativ prim zu A,B und daher auch zu g, ist, so folgt 

A, B*h, v, = 0 (mod. g,”), 

A,? Bh,v, =0 
oder, da g, ein Theiler von A,B, h, relativ prim zu A,B, und die 
Linearfactoren x — a” von A, und «—b von B alle von einander 
verschieden sind, 


”? 


B v, = 0 (mod. g;), 
A,v, = 0 (mod. g;). 
Setzt man jetzt fiir g, zuerst einen der Factoren x — bd, dann 


einen der Factoren 2—a”, so muss im ersten Falle v, =O, im 


zweiten Falle v, = 0*) sein, d. h. von den Functionen des Moduls 
1 


[1, y, y,] sind blos die von der Form v,y theilbar durch (% — b)?; 
1 


die von der Form v,y, theilbar durch (« — a”)*. Da wir aber bereits 
wissen, dass weder y noch y, durch eine ganze rationale Function 
von & theilbar ist, so folgt: Die Funciionen des Moduls (1, y, ys] 
sind alle untheilbar durch die Factoren von A, und B, also, vereinigt 
mit dem, was wir zu Anfang von 3) festgestellt haben, untheilbar 
durch die Factoren von A,A,B d. h. — beiliiufig gesagt — durch die 
des grissten gemeinsamen Theilers von f, und f;. 

Von der Function g(x) diirfen wir daher jetzt voraussetzen, dass 
dieselbe relativ prim zu A und B sei. Dann aber gehen die noth- 


wendigen und hinreichenden Bedingungen (33) fir die Theilbarkeit 
1 


von w durch g° iiber in 
3v, — 2A, Bh, v, = 0 (mod. g), 
(36) 2 Bh,v, + 3h,v, = 0 - »* 
hav, —3A,hyvx, =O » 
Da aber h, relativ prim zu Bh, ist (§ 3, 2), so kann man zwei 
ganze rationale Functionen k(x) und I(#) so bestimmen, dass 


(37) 2 Bh,l — 3h,k = 1, 
und durch die lineare Transformation 
v, = 3p, — 2A, Bh,v,, 
v= 2Bhyv, + Sh, v5, 
= — y= kv, + lus, 





*) Die unbestimmten Functionen 2%, %,, v; und entsprechende spiiter auf- 
tretende kénnen stets beziiglich des betreffenden Moduls als auf den kleinsten 
Rest reducirt angenommen werden. 





—— 
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aus der sich 
30, = 0, — 2A, Bh, kv, + 4A, B°h,?v,,, 
30, = 3lv,’ — 9h, v,', 
30, = — 3kvj + 6 Bh, v, 


ergiebt, wihrend gleichzeitig wegen des constanten 
Substitutionsdeterminante 


(37) (O1', V2’, Us’) CO (%, VQ, Us) 
ist, verwandeln sich jetzt die Congruenzen (36) in 
v,,=0 (mod. g), 
(38) v, =0 
A,v,, =0 
Dieser Transformation entsprechend kann die Function 


30 = 30, + 3v,y + 30,4; 
in die Form gesetzt werden 


”? ? 


”? 


(39) SW = 0 Y; + 02 Yo + 05 Ys; 
wo 
y, = 1, 
(40) Yo =—2A,Bh,k + 3ly— 3ky,, 
y, = 4A, B*h,? — 9hyy+ 6Bh,y,, 
und es besteht dann die Aequivalenz 
(40a) (1, Y, Ys) CO (Yrs o's Us), 
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Werthes der 


so dass die Functionen y,, y,, y; ebenfalls eine Basis des Moduls 
[1, 4,45] bilden. — Die Bedingungen (38) sagen zuniichst aus, dass 
unter den Functionen dieses Moduls nur die in der Form »,'y,' ent- 


1 


haltenen durch 9°, also auch nur diese eventuell durch g theilbar sein 
kénnen. Um weiteren Aufschluss zu erhalten, muss daher die Gleichung 


fiir y, gebildet werden. Da 


: 1 a ae 
Ys = aaa pi 4h” — 9h + 6hy"), 
so setzen wir 


(41) 0 = 4f,° — 9fsy + Shy’, 
und erhalten dann fiir @ nach § 2 die Gleichung 
| 4f,? — wv — 9f; 6f, 
| —6hf, —2f,—W —9f, |=0 
9fs" 3fofs — 2f?— 
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oder nach einigen einfachen Umformungen 
(42) ww — 3f,Av—A’?*=0, 
so dass y, der Gleichung geniigt: 
(43) ¥;° — 3A,B*h,A,y, — A, B?A,? = 0. 
Soll daher y,’ durch g theilbar sein, so muss, da g als relativ prim 
zu AB vorausgesetzt werden durfte, 

h,A&, =O (mod. g?), 

A,?=0 (mod. g'), 


sein, welche Bedingungen sich wiederum, da auch h, prim zu A, ist, 
auf die einzige 


(44) A, =0 (mod. g’) 
reduciren.*) Demnach ist y,’ blos theilbar durch 
1 
(45) G (a?) =D 
und wenn ; 
, 
(46) ae 


gesetzt wird, so ist y’ durch keine ganze rationale Function von x 
mehr theilbar. Daraus folgt dann, dass dasselbe von allen Functionen 
des Moduls 


(Y's Yor ¥'] 
gilt. 


In Folge von (45) ergiebt sich niimlich fiir A, die Darstellung 
(46) A, = D’A;, 
wo D und A, relativ prim zu f, und f, sind und A, der Bedeutung 
von D nach keinen Linearfactor mehr als einmal enthilt, und dem- 
gemiss hat man, da wegen der Aequivalenz (40a) die Discriminanten der 
beiden Systeme y,’, ¥., ys; und 1, y, y, abgesehen von einem constanten 
Factor tibereinstimmen, die Gleichung 


1 const. 


AWW, ¥25 9’) = D: ACY; Yo’) Ys) = —_— A(1, ¥, ys) 
= const.. A, A,*B°A,, 


(47) 


so dass hiermit A(y,’, y,’, y’) in ein Product von Factoren zerlegt ist, 
die alle relativ prim zu einander sind. Da hiernach in A(y,’, y,’, y’) 


*) Man braucht blos zwei ganze rationale Functionen p und g von x s0 zu 


bestimmen, dass ph,-+-qA,—=1, dann folgt aus den obigen Bedingungen 
jedenfalle A, =0 (mod. g?). 
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blos die Factoren « — a” und x — b in hoherer als der ersten Potenz 
vorkommen, so kénnte eine Function 


W. = 1% + Yo + O3y" 

des in Rede stehenden Moduls [y,’, y,’, y’] nur vielleicht noch durch 
die eben genannten Linearfactoren theilbar sein. Wiire dies aber der 
Fall, so miisste auch sicher die Function Dw,, die dem Modul 
[¥i1> Ye» Ys] angehért, durch jenen Factor theilbar und mithin 
v,D =v, D =0 mod. (« — a”) oder (w — b) d. h. vo, = v, = 0 sein. 
Also miisste in diesem Falle w sich auf v,y’ reduciren, welche Function 
aber durch keine ganze rationale Function von x mehr theilbar ist. 
Daraus folgt das Gesagte. 

Da andererseits die Functionen des Moduls [y,’, y.’, y'] alle ganz 
sind, so bildet das Functionensystem 


yy = 1, 

yy = — 2A, Bhyk + 3ly — 2*Y, 
1 

y’ == th — 9hy + Shy 

YS A? A,B? D 


oder auch das andere 


q — 1, 
- ky? 
(48) 2k = ly -~ ap 


~  4f? —9fy+6hy? 44,B*he—9yy , bhp 


. is Tey" : ail 
a A,.A,B? D D A, y 
eine Basis von ». Damit ist die Aufgabe gelést. 

Die Function y, zeichnet sich von der Function 9, dadurch aus, 
dass ihre Spur verschwindet. Denn es ist (§ 3, 1) 


S(y,) = — 64, Bhyk + 75 2h = 05 


y, geniigt also ebenso wie y’ einer reducirten cubischen Gleichung. 

Indessen lisst sich iiberhaupt statt dieses Fundamentalsystems mit 
Vortheil ein anderes einfiihren. Da niimlich D zu Folge der Gleichung 
(46) und & zu Folge der Gleichung (37) keinen Theiler mit Bh, 
gemeinsam hat, so kann man zwei ganze rationale Functionen ¢ und s 
von « so bestimmen, dass 


1 0 0 
0 6Bh, kD) =1. 
0 s t 


Componirt man dann das hier auftretende System mit dem Coeffi- 
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cientensystem der Basis §,, %, §,, so erhilt man das dem letzteren 
iquivalente System 


 @ @ 
Ay Ay 
43, 432 433, 
in welchem 
@, eine ganze rationale Function von z, 
Gy, = 6 Bh, | — 9h,k = 3, 


4A, BYh,? 
ete, 





9 9 
t= = A, Bh, (5+ sk) = 2 4+Bln +¢gr Fv. a, 
a, = — oe +g.r. F. v. 2, 
—e an 
%33 = 4, BD 


ist, und welches daher wiederum durch das aquivalente System 


1 0 0 

0 1 0 
2A,Bhe — 9hyt 1 
a wv A,BD 


ersetzt werden kann. Da eine derartige Composition einer linearen 
Verbindung der Horizontalreihen entspricht, so bildet auch das 
Functionensystem 


0, = 5. 

(49) QO, =Y, 
1 (2 . — 
= 7 ( A, Bh, — 9h,ty + LE y’) 


eine Basis von 9, und es ergiebt sich fir die Discriminante des 
Korpers Q oder des Systems » (Gattungsdiscriminante) der Werth 


A(Q2) = A(v) = A(a,, @, @;) = — at ETD 4, 
oder 
(50) A(2) = — A, 4 B*A,, 
wahrend 
4 =— A3A,? BAD?*A,. 


Es besitzt somit die Gleichungsdiscriminante A den ausserwesent- 
lichen Theiler A,*?B?D*. Noch sei erwahnt, dass auch w, einer 
reducirten cubischen Gleichung geniigt, da 

1 /< 1 
S(o,) = 7 (24, Bh, + zx S(y*)) =0 


- Ay B 
ist. 
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g 4, 


Durch die Gleichung (50) ist die Discriminante des Kérpers Q 
in relative Primfactoren zerlegt. Bezeichnet man die Grade der ganzen 
rationalen Functionen A,, A,, B, A,, die alle auf rationalem Wege 
gefunden werden, beziiglich durch a@,,a,,8,9,, so ist die Discriminante 
A(Q) vom Grade 


(52) a, + 0; + 2(a, + 8) 

und es ergiebt sich, dass die dem Kérper Q entsprechende Riemann’sche 
Fliche T im Endlichen «,-+-0, einfache, «,-+- B eweifache Vereweigungs- 
punkte besitet. 

Um die Art der Verzweigung im Unendlichen zu bestimmen, be- 
trachten wir noch das System 5 derjenigen Functionen des Kérpers Q, 
die ganze Functionen von E> sind. 

Ist die gegebene Gleichung (1) in Bezug auf x vom m'™ Grade, 
so geht dieselbe, wenn man 
1 
& 


C= 


setzt und beide Seiten mit %” multiplicirt, tiber in 
(53) a, 9° + 4,0? + 4,9 + 4,=—0, 
wo jetzt @, G,, G, @, ganze rationale Functionen von % sind, die 
ebenfalls den Grad m erreichen. Durch 2 Substitutionen, die den in 


§ 1 unter (2) und (4) gemachten durchaus entsprechen, erhilt man 
hieraus die Gleichung 


(54) P+ hy th=9%, 
und legt man jetzt den Gréssen A,, A,,... in Bezug auf f,, f, genau 
dieselbe Bedeutung bei, wie den Gréssen A,, A,,... in Bezug auf 
f, und fy, so ergiebt sich 
(55) 4. (2) = A, A; B*A, ? 
und es hat demnach, da die hier auftretenden Factoren alle prim zu 
einander sind und nur einfache Linearfactoren enthalten, die Fliche 
T im Unendlichen einen ein-, zwei- oder nullfachen Verzweigungs- 
punkt, je nachdem das Product A,A, oder das Product A,B oder 
keines dieser Producte durch & theilbar ist. 

Enthalten demnach die Producte A,A, und A,B den Factor % 
beziiglich ¢, und ¢, mal, so ist eine dieser beiden Zahlen gleich Null, 
die andere gleich 1] oder beide gleich 0 und man erhilt fiir die Ge- 


sammtzahl der Verzweigungspunkte von 7' d. i. fiir die Verzweigungs- 
zahl w, oder Ww, den Ausdruck 


(56) wW, = W. = a, + 0, + & + 2(a, + B+ &) 
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und demgemiss fiir das Geschlecht p des Kérpers Q die Gleichung 
(57) p= iw,—2— UTSTHY go 4 64s, — 24) 


Zum Schlusse sei noch hervorgehoben, dass, wenn man © und x 
als Coordinaten eines Punktes in der Ebene ansieht, die Gleichung (1) 
eine grosse Classe von Curven umfasst, alle diejenigen nimlich, welche 
in Bezug auf die eine Coordinate von beliebigem, in Bezug auf die 
andere vom 3'" Grade sind. 


Darmstadt, Juni 1893. 


*) z. B. bei dem durch die binomische Gleichung a,0* + a, = 0 definirten 
cubischen Kérper ergiebt sich fiir y eine Gleichung von der Form 


y® = Riv) = (w@—a,)... (w—a,) (@— D,)*... (x — b,)? = AB®. 
Es ist dann 


A(i, y, y?) = — 27 APB, o, = 1, = Y, 
A(o) = -- A? B, 


aie 
ae G(y?)’ 


@g 


Wird dann a+ 28 =—=3u—e, 0<e<3, und @“y=¥ gesetzt, so folgt 
y=2 T(t —a,z) (1 —b, 7)? = AB?. 
Ist dann weiter «= &,-+ 2, so miissen die beiden Zahlen « und ¢, entweder 


beide zugleich verschwinden oder die eine muss den Werth 0, die andere den 
Werth 1 haben, und demgemiiss 


A= zz” (1 —4,2), B a= zz” TT (1 _ b, (2), A(>) = ge 2(erte) (4 +29(2)) 
sein. Daraus folgt dann 
w,=w,=2a+6+e,+4+%), 
pret+b+ete— 2%; 


d.h. Ist s =0, also der Grad von R(x) ein genaues Vielfaches von 3, so ist das 
Geschlecht des vorliegenden binomischen Kérpers gleich a + 6B — 2, in jedem 
anderen Falle gleich « +- 6 —1. 

















Die allgemeinen Grundlagen der Galois’schen Gleichungstheorie. 
Von 


H. Waser in Gittingen. 


Im Folgenden ist der Versuch gemacht, die Galois’sche Theorie 
der algebraischen Gleichungen in einer Weise zu begriinden, die soweit 
mdglich alle Fille umfasst, in denen diese Theorie angewandt worden 
ist. Sie ergiebt sich hier als eine unmittelbare Consequenz des zum 
Korperbegriff erweiterten Gruppenbegrifis, als ein formales Gesetz ganz 
ohne Riicksicht auf die Zahlenbedeutung der verwendeten Elemente. 
Diese Begriiudung ist hiernach also auch ganz unabhiingig von dem 
Fundamentalsatz der Algebra iiber die Wurzelexistenz. Die Theorie 
erscheint bei dieser Auffassung freilich als ein reiner Formalismus, der 
durch Belegung der einzelnen Elemente mit Zahlwerthen erst Inhalt 
und Leben gewinnt. Dagegen ist diese Form auf alle denkbaren Fille, in 
denen die gemachten Voraussetzungen zutreffen, anwendbar, die einer- 
seits in die Functionentheorie andererseits in die Zahlentheorie hiniiber- 
greifen. *) 

Ich beginne, um vollstiindig klar zu sein, mit einer genauen Be- 
grifisbestimmung des Gruppen- und Kéorperbegriffs, wobei besonders 
der Koérperbegriff so gefasst ist, dass er auch auf Gebilde anwendbar 
ist, die bisher unter diesem Namen nicht mitbezeichnet waren, die 
aber doch alle fiir unsere Frage entscheidenden Merkmale besitzen, 
nimlich die endlichen Kérper, im eigentlichen Sinne, d. h. Kérper die 
nur aus einer endlichen Anzahl von Elementen bestehen. 


§ 1. 
Gruppen. 


Wenn auch der Begriff einer Gruppe schon oft dargelegt worden 
ist, und die Vorstellungen, die die Mathematiker heutigen Tages mit 
diesem Worte verbinden, ziemlich iibereinstimmend und klar sind, so 
will ich hier doch mit kurzen Worten noch einmal darauf zurtick- 


*) Zu verweisen ist hier auf die Abhandlung von Kneser ,,Arithmetische 
Begriindung einiger algebraischer Fundamentalsiitze, (Journal fiir Mathematik 
Bd. 102) die theilweise abnliche Ziele verfolgt. 
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kommen, um dem Leser keine Ungewissheit iiber die Auffassung zu 
lassen, die dem Folgenden zu Grunde liegt. 

Ein System © von Dingen (Elementen) irgend welcher Art in 
endlicher oder unendlicher Anzahl wird zur Gruppe, wenn folgende 
Voraussetzungen erfiillt sind. 


1) Es ist eine Vorschrift gegeben, nach der aus einem 
ersten und einem zweiten Element des Systems ein ganz be- 
stimmtes drittes Element desselben Systems abgeleitet wird, 

Man schreibt symbolisch, wenn A das erste, B das zweite, C 
das dritte Element ist 

AB=(C, C=AB, 
und nennt C aus A und B componirt. 

Bei dieser Composition wird im Allgemeinen nicht das commutative 
Gesetz vorausgesetzt, d. h. es kann AB von BA verschieden sein; 
dagegen wird 

2) das associative Gesetz vorausgesetet , 


~ 


d. h. wenn A, B, C irgend drei Elemente aus © sind, so ist 
(AB)C = A(BC), 


und hieraus folgt durch die Schlussweise der vollstandigen Induction, 
dass man immer zu demselben Resultat kommt, wenn man in einer be- 
liebige Reihe von Elementen von © in endlicher Anzahl 
Bs By Gy By ss> 
zuerst zwei benachbarte Elemente componirt, dann wieder zwei be- 
nachbarte, u. s. f. bis die ganze Reihe auf ein Element reducirt ist, 
das mit ABCD... bezeichnet wird. 
3) Es wird vorausgesetet, dass, wenn AB = AB’ oder 
AB = A’'B ist, nothwendig LB = B' oder A =A’ sein 
muss. 
Wenn G eine endliche Anzahl von Elementen umfasst, so heisst die 
Gruppe eine endliche und die Anzahl ihrer Elemente ihr Grad. 
Bei endlichen Gruppen ergiebt sich aus 1), 2), 3) die Folgerung. 
4) Wenn von den drei Elementen A, B, C zwei beliebig 
aus GS genommen werden, so kann man das dritte immer 
und nur auf eine Weise so bestimmen, dass 
AB=C 
ist. 

Sind A und B die gegebenen Elemente, so fallt unsere Behauptung 
mit 1) zusammen. Ist aber A und C gegeben, so lasse man in dem 
Compositum AB die zweite Componente B das ganze System © durch- 
laufen, dessen Grad =m sei, Dann erhiilt man nach 1) und 3) in AB 
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lauter verschiedene Elemente von © und da ihre Anzahl = n ist, so 
miissen alle Elemente von ©, also auch C, darunter vorkommen. Ebenso 


schliesst man, wenn B gegeben ist und A das ganze System © durch- 
lauft. 

Kiir unendliche Gruppen ist dieser Schluss nicht mehr zwingend. 
Fiir unendliche Gruppen wollen wir also die Eigenschaft 4) noch als 
Forderung in die Beyriffsbestimmung mit aufnehmen. 

Aus dieser Defirition ergeben sich unmittelbar einige Folgerungen. 

Nach 4) giebt es ein Element’ A, in ©, das der Bedingung 
(1) A,B=B 
geniigt, und dies A, ist von B unabhingig, denn aus (1) folgt fir 
jedes C 

A, BC = BC, 

und BC kann‘ nach 4) jedes Element in © bedeuten. 

Ebenso giebt es ein Element A,’, das der Bedingung 
(2) BA, =B 
geniigt. Dies Element A, ist aber von A, nicht verschieden, denn 
setzen wir B= A,, oder B= Aj, so folgt aus (1) und (2) 
A, Ay = Ay; A, Ay = Ay 


A, = A,. 

Das Element A,, was also mit jedem Element in © componirt 
werden kann, ohne es zu verindern, heisst die Hinheit der Gruppe. 

Zu jedem Element giebt es nach 4) ein bestimmtes Element A~’, 
das der Bedingung 
(3) ATA=A, 
geniigt. Aus (3) und (1) folgt 

A“AA*=4A,A* = A'=A™"A, 

und folglich nach 3) 
(4) AA = A). 
Die beiden Elemente A und A™ heissen zu einander entgegengesetzt 
oder reciprok. 


Ein haufig vorkommender Specialfall ist der, dass bei der Compo- 
sition auch noch das commutative Gesetz gilt, also 


AB=BA. 


Soleche Gruppen heissen Abel’sche oder auch commutative Gruppen. 
Wenn sich die Elemente zweier Gruppen 


A, B, C, D,... 
£ CW 


also 


und 


34* 
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in der Weise gegenseitig eindeutig entsprechen, dass immer, wenn 
AB=C 


A’R’=C’, 

wird, so heissen die Gruppen isomorph und es gilt der evidente Satz, 
dass zwei mit einer dritten isomorphe Gruppen unter einander isomorph 
sind. Man kann hiernach alle unter einander isomorphen Gruppen zu 
einer Classe von Gruppen, die selbst wieder eine Gruppe ist, zusam- 
menfassen, deren Elemente die Gattungsbegriffe sind, die man erhilt, 
wenn man die entsprechenden Elemente der einzelnen isomorphen 
Gruppen zu einem Allgemeinbegriffe zusammenfasst. Die einzelnen 
unter einander isomorphen Gruppen sind dann als_verschiedene 
Reprisentanten eines Gattungsbegriffs aufzufassen, und es ist gleich- 
giiltig, an welchem Repriisentanten man die Eigenschaften der Gruppe 
studirt. 

Dieser allgemeine Gruppenbegriff verhilt sich zu den Kinzelgruppen 
etwa so wie der allgemeine Zahlbegriff zu der Vorstellung der geziihlten 
Objecte. Ein ganz scharfer Sprachgebrauch miisste zwischen diesem 
allgemeinen Gruppenbegriff und den Kinzelgruppen unterscheiden; man 
kommt aber auch ohne eine solche Unterscheidung aus. 

Ich fiihre einige Beispiele an. 

1. Die verschiedenen Punkte in einer Ebene bilden eine unend- 
liche Mannigfaltigkeit die man folgendermassen zur Gruppe ordnen 
kann. Man nimmt einen beliebigen Punkt 0 als Einheit der Gruppe 
an und construirt aus den beiden Strecken (0, a) (0, b) ein Parallelo- 
gramm. Der vierte Eckpunkt ¢ dieses Parallelogramms kann dann als 
aus a und b componirt betrachtet werden, Diese Gruppe ist commutativ. 
Sie ist isomorph mit der Gruppe der Addition der complexen Zahlen. 
Die Eckpunkte eines festen Parallelogrammgitters bilden nach demselben 
Gesichtspunkt gleichfalls eine Gruppe. 

2. Die verschiedenen Stellungen eines Kérpers, der um einen 
festen Punkt frei drehbar ist, werden nach folgender Regel gruppirt. 
Man nehme eine beliebige Stellung O des Kérpers als Kinheit. Aus 
dieser Anfangsstellung bringt man den Korper in jede andere Stellung 
A dureh Drehung um eine bestimmte Axe mit einem bestimmten 
Drehungswinkel. Halt man die Axe im Korper fest, bringt den Kérper 
in eine neue Stellung B und fihrt dann dieselbe Drehung aus, so 
gelangt der Korper in eine dritte Stellung C, die aus A und B zusam- 
mengesetzt ist, also 


ist, auch 


AB = Cc. 
Diese Gruppe ist nicht commutativ; sie ist isomorph mit der Gruppe 


linearer Substitutionen, durch die die rechtwinklige Coordinatentrans- 
formation im Raume ausgedriickt wird. 
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Im ersten dieser Beispiele kann man auch die Verschiebungen, im 
zweiten die Drehungen selbst als Elemente der Gruppe auffassen. 

Die beiden genannten Gruppen sind unendliche. Als Beispiel von 
endlichen Gruppen fiihren wir an: 

3. Die reguliiren Polyederdrehungen, die in der allgemeinen 
Drehungsgruppe als Theiler enthalten sind.*) 

4. Die Gruppe der Permutationen von n Ziffern die deshalb so 
wichtig sind, weil alle endlichen Gruppen darunter ihre Vertreter 
finden**), Auch hier ist eine doppelte Auffassung miéglich. Man 
kann die Ersetzung einer jeden Ziffer durch eine andere desselben 
Systems, also die Permutation selbst als Elemente der Gruppe ansehen, 
also, wenn 1, 2,3,..., die Ziffern sind und a,, a, dg, ..., Gn 
dieselben Ziffern in einer anderen Anordnung, die Permutationen 

‘ -( a, 3, — > 
By» My, Agys + +p Un 
die dann nach bekannten Gesetzen componirt werden. Ich ziehe es 
vor, statt des gebriiuchlichen Ausdrucks ,, Substitution fiir die Opera- 
tion 2, der noch so viele andere Bedeutungen hat, den ja auch oft 
gebrauchten Ausdruck ,,Permutation“ anzuwenden. 

Statt der Permutationen kann man aber auch die Anordnungen 
der » Ziffern als Elemente der Gruppe ansehen, Man wihit dann 
eine beliebige unter den Anordnungen als Kinheit O und setzt zwei 
andere Anordnungen A und B zu einer dritten Anordnung C zusam- 


men, indem man unter C die Anordnung versteht, die sich durch An- 
wendung der Permutation (0, A) auf B ergiebt, so dass, wenn 
O=1, 2, ...,%, 
A = Gy) Aq, +--+) Gn, 
B == b,, ba, .. ., On 
ist, 
AB=C=)da,, ba, «++; bay 
gefunden wird. 
5. Als Beispiele von endlichen commutativen Gruppen fiihre ich 
die nach einem Modul m genommenen Zahlclassen an, wobei die Zahl- 
classen durch ihre absolut kleinsten Reprisentanten 


0, 1, 2,...,%—1 
bezeichnet werden kénnen. Diese Zahlclassen bilden bei ihrer Ver- 


bindung durch Addition eine endliche commutative Gruppe, in der 
die Null als Kinheit der Gruppe zu betrachten ist. Will man die 








*) F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, 
**) Vgl. Frobenivs und Stickelberger, Journal fiir Mathematik Bd. 86. Dyck, 
diese Ann. Bd, 22, Hélder, Ann, Bd, 40. 
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Zahlelassen durch Multiplication zur Gruppe verbinden, so gilt die 
charakteristische Eigenschaft 3) nicht mehr ausnahmslos. Man stellt 
eine reine Gruppe erst dadurch her, dass man die Zahlclassen aus- 
scheidet, die zum Modul nicht relativ prim sind. In dieser Gruppe 
ist 1 das Kinheitselement. 

Endlich mégen noch die Classen biniirer quadratischer Formen von 
gegebener Determinante erwibnt werden, die durch die Gauss’sche 
Composition zur Gruppe geordnet werden, 


§ 2. 
Korper. 


Eine Gruppe wird zum Kérper, wenn in ihr zwei Arten der Compo- 
sition méglich sind, von denen die erste Addition, die zweite Multipli- 
cation genannt wird. Diese allgemeine Bestimmung miissen wir aber 
noch etwas einschrinken, 

1, Wir setzen voraus, dass beide Arten der Composition commu- 
tativ seien. 

2. Die Addition soll den Bedingungen 1., 2., 3., 4. allgemein 
gentigen. Das Hinheitselement fiir diese Art der Composition wird 
Null genannt und mit 0 bezeichnet. Das aus a und b durch Addition 
zusammengesetzte Elemeut wird mit a+ bd bezeichnet. Ist a irgend 
ein Element, so wird das nach der ersten Compositionsart entgegen- 
gesetzte Element mit — a bezeichnet, und fiir a + (—b) wird a —b 
geschrieben. Die dadurch ausgedriickte Verkniipfung der Elemente a 
und b heisst Subtraction. 

3. Die zweite Art der Composition, ist die Multiplication, die 
durch einfaches Nebeneinandersetzen der Componenten ab, oder auch 
durch a.b oder a >< b bezeichnet wird. Wir brauchen auch die Aus- 
driicke Product, Factoren in iiblicher Weise. 

Die beiden Arten der Composition sollen durch folgende Gesetze 
mit einander verkniipft sein: 

«) a(—b) = — ab, 
B) a(b+c)=—ac+ ac, 
und aus «) folgt noch (nach dem Satz des vorigen Paragraphen, dass 


das entgegengesetzte Element des entgegengesetzten wieder das ur- 
spriingliche ist) 


7) (—a) (—b) = ab; 
ferner folgt aus 6B) wenn man c = — b setzt: 
0) a.O0=0. 


Aus 0) aber ergiebt sich, dass fiir die zweite Composition die Forderung 
3) in § 1 nicht allgemein erfiillt sein kann, da, was auch a sei, immer 
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0.a=a ist. Wir wollen aber noch die Voraussetzung machen, dass 
dies die einzige Ausnahme sei, d. h. 

aus ab = ac soll b =€c folgen, ausser wenn a = 0 ist. 
Auch die Forderung 4) muss hiernach eine Einschriinkung erfahren. 
Sie wird jetzt durch die folgende ersetzt. 

Sind b und c beliebig gegeben, so ist aus 
ab=e 

a eindeutig bestimmt, ausser wenn b = 0 ist. 

Ist in diesem Ausnahmefall ¢ nicht = 0, so giebt es kein a; ist 
aber c = 0 so ist a vollig unbestimmt. Daraus folgt noch 

dass ein Product nur dann Null sein kann, wenn wenigstens 
einer seiner Factoren Null ist. 

Das Einheitselement bei der Multiplication heisst ,, Eins“ und 
wird mit ,,1‘ bezeichnet. Es ist von Null verschieden, wenn wir den 
interesselosen Fall ausschliessen, dass der Korper nur das einzige 
Element Null enthilt. Jedes Element mit Ausnahme der Null hat 
sein entgegengesetztes; das zu a entgegengesetzte Element wird mit 
jedem der drei Zeichen 


a ice. «<* 
bezeichnet. 

Weitere Voraussetzungen wollen wir tiber einen Kérper nicht 
machen. Es ergiebt sich aber aus dieser Definition, dass die rationalen 
Rechenoperationen in jedem Kérper unbeschriinkt ausgefiihrt werden 
kénnen, dass z. B. Siitze wie die tiber die Multiplication von Polynomen, 
der binomische und polynomische Lehrsatz, in jedem Kérper richtig 
sind, wenn die Multiplication eines Elementes des Kérpers mit einer 
ganzen Zahl als eine wiederholte Addition, die Potenzirung mit ganz- 
zahligem Exponenten als wiederholte Multiplication aufgefasst wird. 

Das nichstliegende und wichtigste Beispiel eines Koérpers ist der 
Koérper der rationalen Zahlen; wir wollen noch den Korper der Gauss’- 
schen complexen Zahlen und die iibrigen algebraischen Zahlkérper 
erwihnen. 

Bemerkenswerth ist aber, dass es auch endliche Korper im eigent- 
lichen Sinne giebt, d. h. Kérper die nur aus einer endlichen Zahl von 
Elementen bestehen. 

Einen solchen endlichen Kérper erhilt man, wenn man eine be- 
liebige Primzahl p als Modul annimmt}, und die durch die Reihe der 
Zahlen 

O, 1, 2,...9— 1 
reprasentirten Zahlclassen nach diesem Modul als Elemente betrachtet. 
Die Gleichungen in diesem Kérper bedeuten dann in der gebrauchlichen 
Bezeichnung Congruenzen nach dem Modul p. 
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Da jeder Kérper eine ,,1 enthalt, so kommen darin auch alle 
ganzen Zahlen vor, d. h. sie haben im Kérper ihre Bedeutung. Es 
sind aber nicht in jedem Kérper alle im gewodhnlichen Sinn verschie- 
denen Zahlen als verschiedene Elemente zu betrachten. 

Man kénnte an verschiedene Erweiterungen des Korperbegriffs 
denken. Man kénnte z, B. mehr als eine Ausnahme zulassen, so dass 
ein Product Null werden kann, auch wenn keiner seiner Factoren Null 
ist. Ein Beispiel hierfiir erhilt man, wenn man in dem angefiihrten 
endlichen Kérper als Modul nicht eine Primzahl sondern eine zusam- 
mengesetzte Zahl annimmt. 

Man kénnte auch versuchen, die Vertauschbarkeit der Elemente 
in den Operationen aufzugeben, oder noch eine dritte Art der Compo- 
sition hinzuzufiigen. Ob solche Erweiterungen logisch méglich oder 
fruchtbar sind, habe ich nicht weiter untersucht und bleibe also fiir 
jetzt bei der gemachten einfachen Annahme stehen. 


§ 3. 
Formenkérper. 


Wir legen jetzt einen beliebigen Kérper Q zu Grunde, und be- 
zeichnen seine Elemente mit a,b,c,.... Wir nehmen eine beliebige 
Anzahl unabhingiger Veriinderlicher x, y, z,... hinzu und bilde 
ganze rationale Functionen von ihnen mit Coefficienten aus Q, d. h. 
Ausdriicke von der Form 


O(z,y, 2...) = Zar y's... 
worin die Coefficienten a Elemente aus 2 und r,s, ¢,... ganzzahlige 
Exponenten sind. 

Solche Functionen wollen wir der Kiirze wegen Formen in Q 
nennen (etwas abweichend von dem gewoéhniichen Gebrauch, wonach 
unter Formen nur homogene Functionuen verstanden werden), Wir 
nehmen an, dass in der Summe nicht zwei Glieder vorkommen in 
denen die Exponenten r, s,¢,... dieselben Werthe haben. Der grésste 
Werth, dem die Summe x + s-+/-+ --- in irgend einem Gliede von 
® erreicht, heisst der Grad der Form. 

1. Zwei Formen gelten nur dann als gleich, wenn sie 
genau dieselben Glieder a’ y'z ... mit denselben Coefficienten 
a enthalten, und nur dann ist eine Form gleich Null, wenn 
alle ihre Coefficienten im Korper Q der Null gleich sind. 

Die Variablen x, y, z,... haben hier keine selbstiindige Bedeutung; 
sie sind nur Zeichen, deren Benutzung die Zusammenfassung einer 
Anzahl von Gleichungen in eine einzige Gleichung, und Rechnungs- 
regeln fiir die Coefficientensysteme einfach auszudriicken gestattet. 
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Wenn aber in einer Form in Q fiir die Variablen selbst wieder Ele- 


mente aus 2 gesetzt werden, so geht die Form in ein Element von 
Q iiber. 


2. Wenn man ewei oder mehr Formen in Q mit einan- 
der multiplicirt, so erhdlt man eine neue Form in Q, deren 
Grad gleich der Summe der Grade der Factoren ist. 

Der zweite Theil der Behauptung bedarf einer Begriindung, bei 
der man sich eines Verfahrens bedienen kann, welches Gauss in seinem 
zweiten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra angewandt hat. 
(Gauss Werke Bd. III, 8. 33). 

Da man die Glieder héchster Ordnung des Productes erhilt, indem 
man die Summen der Glieder héchster Ordnung in den beiden Factoren 
multiplicirt, und der Grad dieses Productes, wenn es nicht verschwindet 
sicher gleich der Summe der Grade der Factoren ist, so ist nur zu 
zeigen, dass das Product zweier homogener Functionen nicht Null sein 
kann, wenn keiner der Factoren Null ist. Man giebt nun in einer 
solchen homogenen Function den Gliedern eine bestimmte Rangordnung 
indem man von zwei Gliedern 

wye..., aye. 
dem ersten den héheren Rang zuschreibt, wenn die erste nicht ver- 
schwindende unter den Differenzen r — r’, s—s', t—t’, ... positiv 
ist. Dann hat in jeder ganzen Function ein bestimmtes Glied den 
héchsten Rang und man sieht leicht, dass man das Glied héchsten 
Ranges in einem Product erhiilt, wenn man die Glieder héchsten Ranges 
der beiden Factoren mit einander multiplicirt; also kann dieses Glied 
héchsten Ranges und also auch das ganze Product nicht Null sein. 

Durch Division zweier Formen ® und Y, von denen die zweite 
nicht Null ist, erhalten wir die gebrochenen Functionen, mit denen 
nach den Regeln der Buchstabenrechnung gerechnet wird. Wenn 
wir festsetzen, dass zwei solche Functionen 

° 
. 
als gleich gelten sollen, wenn 
OY, — ¥O, = 0 
ist, so bilden diese gebrochenen Functionen von einem bestimmten 
System Veriinderlicher einen Kérper, den wir einen Formenkérper tiber 
Q nennen wollen. Die Variablen z, y, ¢,... nennen wir dem Korper 
Q adjungirt, und wir bezeichnen den Formenkérper durch 
Oise, ¥, #,. +). 

Wir unterscheiden noch in der Bezeichnung, indem wir, wenn 
die Coefficienten dem Koérper 2 angehéren, ® eine Form in Q nennen, 
oder eine Form des Koérpers oder aus dem Koérper Q{[2, y, z, . . .]. 
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Unter den Formen in Q sind gerlegbare oder reducible und un- 
zerlegbare oder irreducible Formen zu unterscheiden. Die zerlegbaren 
sind solche, die sich nach 2. als Product aus mehreren Formen in Q 
darstellen lassen, die unzerlegbaren die, die das nicht gestatten. 

Aus 2) folgt, dass eine lineare Form immer unzerlegbar ist, und 
dass eine zerlegbare Form als Product einer endlichen Anzahl unzer- 
legbarer Formen darstellbar ist. 

Eine irreducible Form in Q kann in einem anderen erweiterten 
Koérper zerlegbar sein. So lange aber der Kérper Q festgehalten wird, 
bestehen , wie wir jetzt beweisen werden, fiir die Zerlegung der Formen 
dieselben Gesetze der Kindeutigkeit, wie bei der Zerlegung von ganzen 
Zahlen in ihre Primfactoren. Deshalb kann man die irreducibeln Formen 
auch Primformen nennen. 

Eine Form ® heisst durch eine Form @ theilbar, wenn eine dritte 
Form w existirt, durch deren Multiplication mit m die Form ® ent- 
steht, also: 

o= oy. 
Ein Product mehrerer Formen ist also immer durch » theilbar, wenn 
einer seiner Factoren durch  theilbar ist. Ebenso ist eine Summe 
von mehreren Formen durch » theilbar, wenn alle Summanden durch 
g theilbar sind. 

Wenn wir die Elemente von & Constanten nennen, so kénnen 
wir sagen, dass jede Form durch jede Constante ausser durch Null 
theilbar ist. 

Zwei Formen 9, p heissen theilerfremd oder relativ prim, wenn 
nicht beide durch eine und dieselbe Form theilbar sind. 

Es gilt nun folgender Fundamentalsatz: 


1) Ist © relativ prim zu gp und das Product zweier 
Formen ®Y durch  theilbar, so ist ¥ durch  theilbar. 
Dieser Satz ist zunichst richtig, wenn es sich um Formen einer Variablen 
handelt, Denn dann lasst sich auf die beiden Formen 9, der Algo- 
rithmus des gréssten gemeinschaftlichen Theilers anwenden, durch den 
man zwei Formen P und p bestimmt, die der Bedingung 


PO+pp—1 
geniigen. Maltiplicirt man mit ¥, so folgt 
Y = POY + po’. 


Also ist, da P®Y und ppY nach Voraussetzung durch g theilbar 
sind, auch Y durch o theilbar. 

Wir wenden also jetzt die vollstandige Induction an, indem wir 
den Satz 1) als bewiesen ansehen fiir irgend eine Zahl von Variablen 
und daraus seine Richtigkeit ableiten fiir Formen, die von einer 
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Variablen mehr abhingen. Dieser Beweis ergiebt sich als Schluss 
einer Kette von Folgerungen, die wir aus dem Theorem 1) ziehen. 
Ist m eine unzerlegbare Form, so ist eine andere Form ® ent- 
weder durch » theilbar oder relativ prim zu g. Daraus folgt nach 1), 
dass ein Product ®Y nur dann durch eine unzerlegbare Form @ theil- 
bar sein kann, wenn wenigstens einer seiner Factoren durch » theilbar 
ist; also durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses: 
2) Ein Product aus mehreren Formen ist nur dann 
durch eine Primform @ theilbar, wenn wenigstens einer der 
Factoren des Products durch  theilbar ist, 
Ist eine Form ® auf zwei Arten in Primformen zerlegt, etwa 


O=ggg-:-—vy'y".::- 
so folgt aus 2), dass einer der Factoren gp durch y theilbar, also bis 
auf einen constanten Factor mit w identisch sein muss, Ist also 
gy = ay, so folgt 
pp’ + +s ay'y”-+s, 

woraus man weiter schliesst, dass gm’ —a’y’ sein muss u. s. f. Be- 
trachtet man also zwei Producte aus unzerlegbaren Formen nur dann 
als wesentlich verschieden, wenn sich die einzelnen Factoren nicht 
bloss um constante Factoren von einander unterscheiden, so erhalten 
wir den Satz: 

3) Eine Function in Q kann nicht auf zwei wesentlich 

verschiedene Arten in Primformen zerlegt werden. 

Hieraus ergiebt sich der Begriff des gréssten gemeinschaftlichen Theilers 
von zwei oder mehr Formen 9, ¥,.... Man versteht darunter das 
Product aller Primformen, die in den Zerlegungen jeder der Formen 
®,¥,... vorkommen, oder die Form miglichst hohen Grades, die 
in allen Formen ®, Y,... aufgeht. Nach 3) ist diese Form, von 
einem constanten Factor abgesehen, fiir jedes Formensystem 9, Y... 
vollig bestimmt. Mehrere Formen %, ¥,... heissen relativ prim, wenn 
keine Form in allen 9, Y,... zugleich aufgeht. Wir fiihren noch 
den Satz an 

4) Sind >, ¥ relativ prim, py, v ewei Formen, so dass 

vw und wY¥ durch o theilbar sind, so ist » durch p theilbar. 
Die Richtigkeit ergiebt sich leicht ebenso wie fiir den entsprechenden 
Satz der Zahlentheorie, wenn man , ¥, gy, ~ in ihre unzerlegbaren 
Factoren zerlegt annimmt. 
Wir betrachten jetzt Formen einer neuen Verinderlichen ¢ 

f(b) = fat + fytPt bt feat t fon 
in der die Coefficienten f,, /,,..-; fu-1» fm Formen in Q von 2, y, 2,... 
sind. Auf diese Gestalt kann jede Form in Q von den Variablen 
t,z,y,2,... und zwar nur auf eine Art, gebracht werden. 
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Fiir den Augenblick wollen wir eine solche Form primitiv nennen, 
wenn ihre Coefficienten f,,/,,...,fm relativ prim sind. Ist aber » 
der grésste gemeinschaftliche Theiler dieser Coefficienten, so nennen 
wir w den Theiler der Form f(¢)). Dann gilt der Satz: 


5) Das Product von zwei primitiven Formen f(t) und 
y(t) ist wieder eine primitive Form und der Theiler eines 
Productes zweier imprimitiver Formen ist gleich dem Product 
der Theiler der Factoren. 
Um ihn zu beweisen, setzen wir 


(1) f(t) = fot™+ fem +--+ fms 
(2) P(t) = Pol! + PH +--+ + Oy, 
(3) F(t) = f() op) = Fytet# + Fyimtet eee th Pay. 
Es ist dann, wenn 7, @ irgend zwei Ziffern aus den Reihen 

O. 3, 00 te GO 1,6. 
sind: 
(4) Fig = fe + fri Poti Fess +h Peat:::. 
Wenn nun p irgend eine Primform des Formenkérpers Q{, y, 2,...] 
ist, die weder in allen f, noch in allen g, aufgeht, so wahleu wir 
r und g so, dass f, und gp die ersten in der Reihenfolge unter den 
Coefficienten von f(#) und g(t) sind, die nicht durch p theilbar sind, 
so dass also f,1, fie, --- Pe-1) Po-2.-. (fortgesetzt, so lange r — 1, 
r—2,...@—1,@— 2... nicht negativ werden) durch p theilbar 
sind. Dann sieht man aber aus (4), dass F’,,. nicht durch p theilbar 
ist; also ist F’(¢) primitiv, wenn f(t) und g(t) primitiv sind. 

Daraus folgt unmittelbar, dass, wenn p und g irgend welche Formen 
des Kérpers Q[a, y, 2, ...] sind, pq der Theiler des Productes 
der beiden imprimitiven Functionen p/f(¢) und q(t) ist, also der 
zweite Theil des Satzes 5). 

Die Functionen f(¢) kénnen als Formen der einen Variablen ¢ im 
Koérper Q[z, y, 2,...] betrachtet werden; umgekehrt wird jede ganze 
Function von ¢ im Formenkérper Q[z, y, 2,...] durch Multiplication 
mit einer Form in Q[, y, Z,...] in eine Form des Korpers Q[f, x, y, 2, ...], 
d. h. in eine Function f(t) verwandelt. Daraus folgt nun nach 5): 

6) Wenn eine ganze Function F(t) von t,x, y,2,... 
als Form der Variablen t in Q[a, y, 2,...] betrachtet, zer- 
legbar ist, so ist sie auch als Form des Korpers Q(t, x, y, 2,...] 
zerlegbar. 

Mit anderen Worten, wenn F(¢) in Factoren zerlegbar ist, die in 
Bezug auf ¢ ganz, in Bezug auf die x,y,z, ... gebrochen sind, so 
ist sie auch in Factoren zerlegbar, die in Bezug auf alle Variablen 
ganz sind, 
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Denn wenn F'(?¢) in zwei ganze Functionen von ¢ zerlegbar ist, so 
kénnen wir eine Form X von 2, y, 2,... und die Formen /,(é), g, (é) 
von t, 2, y, 2,... 80 bestimmen, dass 


X F(t) = 4,0 1 
wird. Nach 5) muss aber X in dem Product der Theiler von f, (#) 
und g,(¢) aufgehen, und wenn man also mit X dividirt und unter f(t) 
und g(¢) zwei neue Formen der Variablen ¢, z, y, z,... versteht, die 
in Bezug auf ¢ von denselben Graden sind wie /,(¢) und g, (f), so folgt 
FO =fOer- 
Hieraus folgt nun unmittelbar, dass zwei Formen in Q der Variablen 
t, 2, y, 2,..., die in dem oben definirten Sinne relativ prim sind, sich 
auch als relativ prim erweisen miissen, wenn man sie als ganze Func- 
tionen von ¢ in Q{[a, y, z,...] betrachtet, und man kann also, wenn 
F(t) und f(t) zwei solche theilerfremde Functionen sind und (¢) eine 
dritte Form von ¢, x, y,2,... ist, wie in 1) schliessen, dass, wenn 
O(¢t) F(t) durch f(¢) theilbar ist, @(¢) durch f(¢) theilbar sein muss. 
Der Quotient ist aber zunichst nur eine ganze Function von ¢ in 
Q(x, y, 2,...], d. h. es lisst sich eine Form X von 2, y, z,... be- 
stimmen, so dass X ®(¢) durch f(t) theilbar ist. 
Man hat also zwei Functionen g(t), w(t), so dass 


F(t) 0) = fO, 
X O(t) = v(t) fe). 
Daraus folgt, wenn man die erste Gleichung mit X multiplicirt und 
die zweite benutzt 
X p(t) = v(t) F(t). 
Bezeichnen wir mit P, p, q die Theiler von F(t), f(¢) und y(#), so 
geht also X in Pq und in pq auf. Nach der Voraussetzung sind 


aber P und p relativ prim und also muss X nach 4) in q aufgehen. 
Wir kénnen also 


v(t) — X y, (t) 
O¢) = ¥4, 4 £0 


setzen und erhalten 


also den Satz: 
7) Sind F(t) und f(t) relativ prim und ist F(t) O(#) 
durch f(t) theilbar, so ist D(t) durch f(t) theilbar. 
Dies aber ist nichts anderes als unser Theorem 1) fiir die Formen von 
t, %, y,.2,...+, wodurch also die Induction vollendet ist.*) 


*) Diese Saitze tiber Formen sind in Kroneckers Theorie der algebraischen 
Gréssen fundamental. Die Siitze iiber Zerlegbarkeit finden sich in § 4 der Fest- 
schrift za Kummers Jubiliium (Journal f. Mathem. Bd, 92), Ausfiihrlicher bei Molk 
» Sur une notion ,..“ Acta Mathematica Bd. 6. 
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§ 4, 
Congruenzkorper. 


Im vorigen Paragraphen haben wir aus einem beliebigen Grund- 
kérper Q ein ganzes System hdherer Kérper Q([2, y, 2, ...] abgeleitet 
durch Einfihrung eines Systems unbestimmter Variablen. Wir miissen 
nun noch eine andere Art der Kérperbildung betrachten, deren Theorie 
das eigentliche Ziel unserer Untersuchung ist. 

Wir legen einen beliebigen Kérper Q zu Grunde und wihlen eine 
in Q irreducible Form g(t) einer Veriinderlichen ¢ vom n' Grade 
(1) gf) =—h+mer-'+ mer ?+.--+m,, 
in der m,, m,,..., m, Elemente in Q sind, und worin die héchste 
Potenz von ¢ den Coefficienten 1 (die Einheit in Q) hat. Diese Form 
g(t) heisst der Modul. 

Ist @(¢) eine Form in Q der Variable ¢, so kénnen wir zwei andere 
Formen Q(¢) und g(¢) in Q bestimmen, von denen die letzte héchstens 
vom Grade » — 1 und dadurch vollstindig bestimmt ist, so dass 
(2) Of) = COI + OO 
ist. 

Ist ferner w(t) eine durch g(t) nicht theilbare (also zu g(t) theiler- 
fremde) Form, so kann man nach dem Algorithmus des gréssten ge- | 
meinsamen Theilers die Formen Q(¢) und g(¢) so bestimmen, dass 
(3) vO gO)+@O9H =! 
wird und der Grad von g(f) kann dann kleiner als » vorausgesetzt 
werden. 

Wenn wir nun zwei Formen von ¢ als nicht verschieden betrachten, 
wenn ihre Differenz durch g(¢) theilbar ist, (wenn sie nach dem Modul 
g(t) congruent sind) so folgt aus (2) und (3) 

(4) o() = of), 

(5) Pt) Vv) =1 

und es ist damit bewiesen, dass der Inbegriff aller Formen 

(6) PE) —mM+Ht+---+ Hu" 

in dem die 2%, 2,,..., Za—1 beliebige Elemente des Kérpers Q sind, 
einen neuen: Kérper bilden, den wir Congruenzkidrper iiber Q fiir den 
Modul g(t) nennen und mit Q(é) bezeichnen wollen. (Der Unterschied 
zwischen Formenkérper und Congruenzkérper soll durch den Gebrauch 
der eckigen und der runden Klammern gekennzeichnet werden). 

Jeder Congruenzkérper umfasst alle Elemente des Kérpers Q selbst, 
aber auch alle ganzen und gebrochenen Functionen von ¢ mit Coef- 
ficienten in 2, wenn nur der Nenner nicht durch g(¢) theilbar ist; 
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denn alle diese Functionen kénnen durch (4) und (5) auf die Form (6) 
gebracht werden. Die durch g(¢) theilbaren Formen sind gleich Null 
zu setzen. : 

Ist der Kérper Q endlich, so ist auch der Congruenzkérper Q(t) 
endlich. Wenn z. B. Q der oben erwihnte Kérper der nach einem 
Primzahlmodul » genommenen Zahlclassen ist, so fallt die Theorie 
des Kérpers Q(¢) zusammen mit der in der Zahlentheorie bekannten 
Theorie der Congruenzen nach einem Doppelmodul.*) 

Ist Q der Kérper der reellen rationalen Zahlen, so ist in der Form 
Q(t) jeder algebraische Zahlkérper enthalten. Ist Q ein aus rationalen 
Functionen -bestehender Kérper, so ist Q(¢) ein Korper algebraischer 
Functionen u. s. f. 


§ 5. 
Der Satz von Lagrange. 
Um zu einer allgemeinen Theorie der Congruenzkérper, und be- 
sonders zu den Galois’schen Grundsiitzen zu gelangen, nehmen wir 


irgend eine Zahl m und zwei Systeme von je m unabhiingigen Ver- 
inderlichen an: 


ary Qo, As, ee ey Gm) 
1 
(1) B;; B,, ae? 
Hierzu nehmen wir noch eine Veranderliche 2 und setzen 
(2) f(a) = (w— @,) (@— @) . . « (@ — Om) 
= ym — a,2™-! + a, 2"-* Per + Sins 


SO dass @,, Ga,.--+, Gm die symmetrischen Grundfunctionen der Variablen a 
sind. Es ist bekannt, dass man jede ganze symmetrische Function 
der @ mit ganzzahligen Coefficienten auch als ganze Function der 
Variablen a,, a), ..-, Gm mit ganzzahligen Coefficienten betrachten 
kann. Unter diesen symmetrischen Functionen ist von besonderer 
Wichtigkeit die Discriminante von f(x): 
(3) (e&, — aq)? (a, — a5)? (@ —ag)? + -- = A(a). 

Die symmetrischen Grundfunctionen der Variablen B,, B,,..., Bn 
bezeichnen wir mit b,, b,,..., Om. 

Wir setzen nun 


(4) @ = a, 8, + af, + +--+ OmBn, 
und fiihren in g die Permutationen der @ oder der B aus; die so ent- 
standenen von einander verschiedenen Functionen in der Zahl 


Ti(m) =1.2.3...™m 


*) Vgl. Dedekind ,,Abriss einer Theorie der héheren Congruenzen in Bezug 
auf einen Primzahlmodulus‘‘. Journal f. Mathematik Bd, 54, 
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bezeichnen wir mit 


(5) 0,0, 0, O's. 
Die Gesammtheit dieser Functionen ist dieselbe, mégen wir die « 
oder die 8 permutirt haben. 

Unterwirft man die Indices der « und der B gleichzeitig derselben 
Permutation z, so fndert sich @ nicht. Wenn aber durch die Permu- 
tation x, wenn sie auf die Indices der B ausgeiibt wird, @ in @, tiber- 
geht, so wird derselbe Erfolg erreicht, wenn man auf die Indices der 
a die Permutation 2—' ausiibt. 

Man nimmt nun eine neve Variable ¢ an und bildet das Product 
(6) G(t) = (¢—@) (¢— e) (—@") ¢—e”") --- 
was eine ganze Function vom Grade TT(m) von ¢ ist. Ausserdem ist 
es eine ganze Function der « und #, oder der a und , oder der @ und b, 


oder der a und 0b, so dass wir sie auf vier verschiedene Arten be- 
zeichnen kénnen 


(7) Git, a, B), G(t,a,B), Git, a,b), Gita, bd). 
Die Discriminante dieser Function ist das Product aller Factoren 
(8) (e—e’)? (e—e")* (e —@")*..., 

n(n— 1) 


oder auch, vom Vorzeichen (—1) 7 abgesehen, das Product der 
Functionen 

(9) G'(e), @'(e’), @'(0"), - 

wenn G’(¢) die derivirte Function von G(f) ist. 

Auch diese Discriminante kann als ganze Function der a, 8 oder 
der a, B oder der a, b oder der a, b aufgefasst und soll demnach durch 
(10) A(a, B), S(a,B), A(@,b), Aa, b) 
bezeichnet werden. Diese Discriminante ist, da keine der Differenzen 
(8) verschwindet, gewiss nicht gleich Null. 

Ueber ihren Bau wollen wir einen Satz ableiten, den wir spiiter 


brauchen. Zu dem Zweck geben wir nach dem schon oben benutzten 
Grundsatz von Gauss den Variablen 


By, Bey Bg, - ++» Bm 
eine bestimmte Rangordnung, und nennen von zwei Producten 
ha! 


h h, h hd i 
6, B, ---B,”", B, B,. -++ Bm 


das erste von héherem Rang als das zweite, wenn die erste nicht ver- 
schwindende unter den Differenzen 

hy — hy’, he — he’, . . «5 Pen — Din 
positiv ist. In jeder ganzen Function der 8 wird dann ein bestimmtes 
Glied den héchsten Rang haben und in dem Product zweier oder 
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mehrerer ganzer Functionen erhilt man das Glied héchsten Ranges 
als Product der Glieder héchsten Ranges in den einzelnen Factoren. 

Dies wenden wir auf das Product der Factoren (8) an. In jedem 
dieser linearen Factoren hat das Glied héchsten Ranges als Coefficienten 
eine der Differenzen a, — a, a, — a@,,... und folglich hat auch in 
der Function A(a, B®) das Glied héchsten Ranges zum Coefficienten 
ein Product aus Factoren (a;—a,y). Da aber dieser Coefficient eine 
symmetrische Function der @ sein muss, so kann er nichts anderes als 
eine Potenz der Discriminante A(a) sein. Durch Vergleichung der 
Ordnung in Bezug auf die @ kann man den (positiven) Exponenten 
der Potenz leicht bestimmen. Er ergiebt sich gleich TI(m— 2) (TI(m)—1), 
worauf hier aber nichts ankommt. 

Also haben wir den Satz: 


I. Der Coefficient des Gliedes hichsten Ranges in der 
Discriminanie A(a, B) ist eine Potena der Discriminante A (a). 
Wir schliessen hieran den Beweis des bekannten Theorems von 
Lagrange. *) 
Es sei 6 eine rationale Function der Variablen « und 6 und durch 
die Permutationen der « mége 6 in die Functionen 


Pe ae 
libergehen, wahrend durch dieselben Permutationen in gleicher Reihen- 
folge @ in 


0, 0, 0, Oo” 
tibergeht. Die Function 
t)o G(t)o' + F 
(11) Fee + Pee + Gee 2 


ist dann eine ganze Function von ¢ und zugleich eine symmetrische 
Function der «; folglich eine rationale Function der a und #; als solche 
moge sie durch 


x(t, a, B) 
bezeichnet sein. Setzt man dann ¢ =, so ergiebt sich 
6 z(o, @, B) a, B) 
(12) 6 @” 


also das Theorem 
Il. Jede Function der « wnd B lasst sich als Function 
von @, a, B ausdriicken, 

Die genauere Bedeutung der Formel (12) ist die, dass, wenn man 
rechts @ und @ durch @ und # ausdriickt, zwischeri der rechten und 
der linken Seite Gleichheit in dem im § 3 festgesetzten Sinne statt- 

*) Lagrange, Réflexions sur la résolution algébrique des équations, Mém. 
de l’'Academie de Berlin 1770, 1771. Oeuvres de Lagrange, Tome ILI. 


Mathematische Annaien, XLIII. 35 
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findet, also Gleichheit in dem Formenkérper, der aus dem Korper der 

rationalen Zahlen durch Adjunction der Variablen a, 6 entsteht. Fiir 

die Function 6 kénnen wir auch die «,, @,..., @, selbst wihlen und 

wir erhalten dann, wenn y, ein Symbol fiir eine rationale Function ist, 

(13) a, = (0, @, B,, Ba, ~~ +» Bm) homl,2,..., ™. 
Wenn wir in dieser letzteren Gleichung eine Permutation 


SS ae 
ied Om i.) 
gleichzeitig auf die « und B anwenden, so bleiben g und a ungeindert 
und es folgt 
On, —_ Ye(O, a, Ba, Bi; li Ban) 3 
man kann also alle a durch eine und dieselbe Function w dar- 
stellen, in der man die 6 permutirt. Wahlt man z. B. fiir x die cyklische 


Permutation (1,2, ...,m) und ihre Wiederholungen, so erhilt man 
a, = ¥(0,4,B,, By,---, Bm), 
(14) v(0, a, By, B;, Hay B,), 


Gn= H(0,4, Bn, By, .- + Bm—s)- 

Wenn man die Permutation a auf die Indices der a@ allein an- 
wendet und annimmt, dass @ dadurch in g, iibergeht, so erhilt man 
aus (13) 

(15) %.—= Vi (Qn, a, B,, B,, + +» Bm) 
Setzt man einen dieser Ausdriicke fiir a in die Function 
f(a) = a — aya™! + a,a™*? —.--+ay, 
so erhalt man, wenn man @ und g durch a@ und £ ausdriickt, 
(16) (ex) = 0. 

Wie die a, so kann man auch die verschiedenen Functionen 
e, o, o”,... die man durch Permutation der a oder der B aus der 
Formel (4) erhalt, durch @, a, B ausdriicken. Die so gewonnenen 
Ausdriicke wollen wir mit 
(17) @ =O'(0,4,8), 9” =O"(0,4, B), .. 
bezeichnen. 

Diese Ausdriicke miissen dann, wenn alles durch a, 6B ausgedriickt 
wird, den Gleichungen 
(18) G(o,a,B)=0, G(e",a,B)=090,... 
geniigen. 

Wir beweisen jetzt noch den Satz 

Ill. Wenn von den rationalen Functionen 


O(0,a,B8), O(o',a,B), (0, a, Byes 
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eine verschwindet, so verschwinden auch alle tibrigen, und 
es ist daher, wenn t eine Variable bedeutet, der Zahler von 
O(t, a, B) durch G(t) theilbar. 


Seine Richtigkeit ergiebt sich daraus, dass man in einer Gleichung 


(9, a, 8) =90 
die Variablen @ permutiren kann, wodurch die a ungeindert bleiben, 
wihrend jede der Gréssen @ in jede andere iibergehen kann. 
Hiervon machen wir sogleich eine Anwendung auf den Beweis 
des wichtigen Satzes 


IV. Driickt man nach (17) 


(19) 0, @) O's @'y «> 
durch 
(20) e, O(e), O'(e), O'(@), -.. 


aus und lisst O eine belicbige von den Functionen (20) be- 
deuten, so stimmt die Reithe der Grdssen 

(21) O(e), O'O(e), O"O(e), 0" O(g), ... 

von der Anordnung abgesehen mit der Reihe der Grossen (19) 
diberein. 

Denn da G@(Q'@) verschwindet, so verschwindet nach III auch 
G(O'O@), also ist O'O(e) unter den Gréssen (19) enthalten, und 
ausserdem sind die Gréssen (21) von einander verschieden, weil aus 
einer Gleichung wie ©’ O(9) = 90” O(@) uach LI folgen wiirde, dass 
0’ (9) = 0" (@) sein miisste, was nicht zutrifft. 

Die Functionen (20) bilden also eine Gruppe vom Grade TT(m), 
in der die Function @ selbst die Einheit ist, und die Composition so 
geschieht, dass @'O”(@) die Bedeutung hat, dass die Function ©’ nicht 
von @ selbst, sondern von 0”(@), was einem der andern @, etwa dem 
0” gleich ist, gebildet werden soll. 

V. Diese Gruppe ist isomorph mit der Gruppe der TT (m) 
Permutationen von m Ziffern, und zwar in folgender Weise. 

Wenn eine Permutation 2, der Indices der @ vorgenommen wird, 
so geht jedes g in ein bestimmtes anderes g iiber, z. B. gin g,. Wir 
kénnen also setzen 

m, = (0, 0%)- 

Ist nun 
(22) 0, = 9,(¢), 
so kénnen wir in dieser Gleichung wieder beiderseits die @ einer Per- 
mutation 2, = (@, @,) unterwerfen, wodurch sich die Function 0,, da 
sie nur von den a abhingt, nicht findert. Ist nun 2, = (@,, 9,) und 
0, = 9,(@), so folgt aus (22) 

(23) 0; = ©, (¢,) = 0, 9, (Q). 
35* 
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@, ist aber das Ergebniss der nach einander auf g@ angewandten Per- 
mutationen z,, 2,, also der zusammengesetzten Permutation 2, = 2, 7,. 
Damit ist also bewiesen, dass die Gruppe der Functionen © isomorph 
ist mit der Gruppe der Permutationen z. 

Es soll aber nochmals betont werden, dass hier die Gleichungen 
sich alle auf den Formenkérper der Variablen a, 6 tiber dem Korper 
der natiirlichen Zahlen beziehen. Dass in manchen der betrachteten 
Functionen wie G, ~, 0, die @ nur in den Verbindungen @g, a vor- 
kommen, ist erst fiir das Folgende von entscheidender Bedeutung. 


§ 6. 


© 


Die Galois’sche Theorie. 


Wir nehmen jetzt irgend einen beliebigen Grundkorper Q an, und 
deuten die in den Coefficienten (nicht aber in den Exponenten) von 
Functionen vorkommenden rationalen Zahlen im Kérper Q. In Func- 
tionen, die von den symmetrischen Verbindungen a,, a,... dm der « 
abhingen, substituiren wir fiir die a,, @,...a@, irgend welche Elemente 
@,, @), ... @», des Kérpers 2, von denen wir nur die eine Voraus- 
setzung machen, dass die Discriminante A(a), die durch diese Sub- 
stitution in A(@) iibergehen mag, in Q nicht Null ist. Ob diese 
Forderung immer erfiillbar ist, werden wit spiiter untersuchen. 

Diese Substitution, die wir mit 


s,-[4] 


bezeichnen wollen, ist in jeder ganzen Function der a méglich, und in 
jeder gebrochenen dann, wenn der Nenner nach der Substitution in Q 
nicht Null ist. Jede Function der a, die die Substitution S, gestattet, 
geht durch sie in ein Element von Q iiber, und eine Gleichung zwischen 
solehen Functionen, die die Substitution S, gestatten, geht in eine in 
Q richtige Gleichung iiber. 

Wir erweitern den Koérper 2 durch Adjunction der Variablen 
B,, Bo» «++, Bm zu einen Formenkérper 


B= Q(B, B,, .-- Bm] 
und werden diesem K®érper fiir den Augenblick noch eine weitere 
Variable ¢ adjungiren. Durch die Substitution S, geht G(t, a, B) in 
eine Function des Kérpers B[¢] tiber: 
G(t) = Git, o, 8), 

und diese Function kann reducibel sein. 

Wir wihlen einen von ihren irreducibelen Factoren g(¢), in dem 
die héchste Potenz von ¢ den Coefficienten 1 haben mag, und setzen 
(1) G(t) = 9 hd), 


worin A(t) gleichfalls eine Function des Korpers B[¢] ist. 
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Wir betrachten weiter den Congruenzkérper 
f=B(t) (Modul g(d), 


in dem jede durch g(é) theilbare Function gleich Null ist, und ad- 
jungiren schliesslich auch diesem Koérper noch eine Variable «, wodurch 
wir den Kérper [[u] erhalten. 

Wenn wir in einer von g und a abhingigen Function die Sub- 


stitution 
0, a 
8, = [% a 


machen, so erhalten wir, wenn der Nenner nicht Null wird, ein Ele- 
ment in f, und wenn wir endlich in einer Function von ¢, 9, a die 


Substitution 
t, 0, 4 
5,=— be t, bd 


machen, so ergiebt sich unter der gleichen Voraussetzung ein Element 
von F{u]. Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Gieichungen gehen 
nach dem Satze III durch die Substitutionen S, oder S, in richtige 
Gleichungen in den Kérpern [ oder [[u] tiber, wenn kein Nenner 
verschwindet. 

In allen Functionen, die im vorigen’Paragraphen gebildet sind, 
kommt immer nur der eine Nenner G’(g) vor. Dass dieser Nenner 
aber durch die Substitution S, in ein nicht verschwindendes Element 
von [ iibergeht, ist eine Folge der Voraussetzung, dass die Discri- 
minante A(@) in Q nicht verschwindet. 

Denn nach dem Theorem I ist die Discriminante A(m, 8) von 
G(t) ein Element des Kérpers B, was von Null verschieden ist; wire 
aber G’(¢) im Koérper [ gleich Null, so miisste G’(¢) durch g(f) theilbar 
sein; d.h. G(¢) und G’(¢) miissten einen gemeinsamen Theiler haben, 
was nicht méglich ist, wenn nicht die Discriminante verschwindet. 

Demnach sind in den Formeln des vorigen Paragraphen die Sub- 
stitutionen S,, S,, 8, erlaubt. 

In den folgenden Formeln fiigen wir der Deutlichkeit halber bei 
jeder Gleichung die Bezeichnung des Kéorpers bei, fiir den sie gilt 
Wenn wir in (8) des vorigen Paragraphen, nachdem wir 9’, 9’, ge”... 
nach (17) durch @ ausgedriickt haben, die Substitution S, machen, so 
ergiebt sich 


(¢-0'(®)* (t - o"(®)* (O° —O"(H)? --- = A,B), (F) 
also, da A(w, 8) von Null verschieden ist, so schliessen wir, dass die 
(2) t, O(t), O"(H, O's... 


lauter verschiedene Klemente des Kérpers [ darstellen. 








542 H. Weser. 


Machen wir in der Formel (6), §5 die Substitution S,, so erhalten wir 
(3) G(u) = (wu — ¢) (w ~ 0’ (#)) (uw = 0" (t)) — to 
Diese Function G(u) ist aber nach (1) gleich g(w) h(u), und da nach 
§ 3 G(u) nur auf eine Weise in irreducible Factoren zerlegbar ist, 
so muss g(w), was sicher durch « —¢ theilbar ist, eine bestimmte, 


ihrem Grade gleiche Anzahl der linearen Factoren von (3) enthalten. 
Wir setzen also 


(4) g(u) = (u—#) (uw — 0, (t)) (w 8, (¢)) a" (u — 0,_: (), (F [u}), 
wenn v den Grad von g bedeutet. 

g(u) ist aber nach unserer Voraussetzung nicht nur im Kéorper 
[[u], sondern im Korper B{w] enthalten, d.h. es lisst sich mit Hilfe 
von g(t) == 0 von ¢ befreien, oder anders ausgedriickt: 

VI. Die symmetrischen Functionen der Elementé 
(5) t, O, (4), O.(4), .-- Or(?) 
sind in B enthalten. 

Wir haben ferner den Satz, der ein Ausdruck fiir die Irreduci- 

bilitét von g(w) ist: 





VII. Wenn eine Function p(u) des Korpers Blu] inf 
verschwindet, sobald fiir w eine der Grissen (5) gesetzt wird, 
so verschwindet sie auch fiir alle anderen Elemente (5). 


Daraus folgt, dass man die Gréssen der Reihe (5) in eine Gruppe 
ordnen kann. 


Denn da 9 (0, (é) = 0 ist, so ist auch g (9, 0, (4) = 0 d.h. 
0,9, (é) ist in der Reihe (5) enthalten. Diese Gruppe, deren Higen- 
schaften wir noch weiter untersuchen, heisst die Galois’sche Gruppe 
der Function f(z) (§ 5 (2), und soll mit G bezeichnet werden. 

VIII. Wenn eine Function g(u) in Blu] die Eigen- 
schaft hat, dass 
9(t})= 904) =---=—9(Ou@) 
ist, so ist p(t) eim Element in B. 
Denn denken wir uns (¢) in die Form gesetzt | 
fy ater mat, | 
so sind 2%, 2%, -.-, %—1 Elemente in B. Setzen wir nun 
pt) = 9 (Ot) =---= 9(81))—7,  (F) 
wo t also zuniachst ein Element in [ ist, s6 muss die Function in [ 
vue ataut---+aiuww'—t 
durch g(u) theilbar sein, weil es fiir alle Wurzeln von g(w) ver- 
schwindet. Da aber ~(u) nur vom Grade v — 1 ist, so muss 
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2,0, t= 0,... 10, = (PF) 
sein, also ist t ein Element in B. 

Ist v kleiner als TI(m), also g(u) von G(u) verschieden, so giebt 
es unter den Functionen (2) eine, 0,(¢), die nicht in (5) enthalten 
ist. Wir setzen 
(6) O,(¢) = ©,(4), O41(4) = 0,0, (4), ... Oni (4) = 0,0,_1(4), (TF) 
und bilden 

9, (u) = (uw — ©,(¢)) (w — O41)... (w— Orra().  (F[u)) 
Diese Function ist nach VI im Kérper B[w] enthalten; sie ist aber 
von g(u) verschieden, da g(w) den Theiler (u —_ 0, (t)) nicht enthiilt, 
und muss daher zu g(w) theilerfremd sein. Ausserdem ist g,(w) ein 
Theiler von G(u). Die Gréssen (6) sind daher sowohl unter einander 
als von den Grdssen (5) verschieden. Die Function v'® Grades g, (w) 
ist in B irreducibel; denn ist g,(w) der irreducible Factor von g, (w), 
der den Linearfactor (u Q, (t)) enthilt, so ist nach VIL: 


9: (9,0) =0, 9, (O41) = 9, --. G, (Oru @) =9, 


d. h. 9,(w) ist durch g,(w) theilbar, und also mit g,(w) identisch. 

Ist 2v noch kleiner als TT(m), so kann man diese Schliisse wieder- 
holen, indem mau eine Function 0,,(¢) nimmt, die weder in (5) noch 
in (6) enthalten ist, und erhilt so das Resultat: 

IX. Die Function G(u) lisst sich in w irreducible 
Factoren v'" Grades des Korpers Blu] zerlegen 
G(u) = g(u) g,(u) «+. guar(u), (Blu)) 
worin wv =TT(m) ist. 
Wenn wir in den Functionen (14) des vorigeff Paragraphen die 


Substitution S, machen, so gehen die @,, a, ..., @m in Gréssen 
&, &,) ++) & des Kérpers [ iiber, und es wird 


f(e;) = 0, f(&) = 0, .. 5 Fem) = 9 () 
Machen wir statt S, eine der v Substitutionen 


Q, U 
Ss = tee > 


wo 9, eine der Functionen der Gruppe (5) ist, so gehen die «@,,..., @n 
in dieselben Gréssen ¢,, &,..-, & in veranderter Ordnung iiber, 
und nach dem Satz V des vorigen Paragraphen bilden die den ver- 
schiedenen Substitutionen S, entsprechenden Permutationen der Indices 
Vou &, &,+.+ &m eine mit G isomorphe Gruppe von Permutationen, 
die in der allgemeinen Gruppe aller Permutationen enthalten ist, die 
gleichfalls mit © bezeichnet und Galois’sche Gruppe genannt wird. 
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Diese Gruppe hat folgende drei Eigenschaften, die fiir sie zu- 
gleich charakteristisch sind. 


a) Jede Gleichung mit Coéfficienten in B 
(8, &,-- + &m)=9 (FP) 
bleibt richtig, wenn auf die Indices der «= eine Permutation 
der Gruppe © angewandi wird. 

b) Eine Function V(e,, &,..., &m) mit Coéfficienten 
in B, die ungedndert bleibt, wenn auf die Indices der « 
irgend eine Permutation der Gruppe & angewandt wird, ist 
in B enthalten. 

c) Eine Permutation, die auf alle Gleichungen der Form 
(7) Dé, &, +--+) &m) =O (PF) 
angewandt werden darf, gehort eu &. 

Die beiden ersten Eigenschaften sind nur ein anderer Ausdruck 
fiir die Siitze VII, VIII. Um die Kigenschaft c) zu beweisen, nehmen 
wir eine Permutation a an, die in allen Gleichungen der Form (7) 
anwendbar ist, 

Nun ist 
(8) t= 8B, + &B.,-~+ &mBm.  (F) 

Durch Anwendung von aw auf die Indices von ¢ geht ¢ in eine 
der Gréssen O(f) iiber, wenn (e, 8(0)) die der Permutation z ent- 
sprechende Vertauschung der @ ist. 


Denn ist 
i Bowe 
a—=(; epi ae 


so ist nach § 5 


©(9) = By vn, (0, 4) + B,¥a,(0, a) +--+ + Bmda,, (0, 4), 
und dies giebt dirch Anwendung der Substitution S, 


(9) O(t) = &,By 1 #8 + +++ &,Bm, (0) 
wo die rechte Seite aus der rechten Seite von (8) durch Anwendung 
der Permutation 2 auf die Indices von ¢ hervorgeht. 

Um nun ¢) nachzuweisen, kommt es nur noch darauf an, zu 
zeigen, dass die Function O(¢) in (9) unter den Functionen (5) vor- 
kommt. 


Dies aber folgt aus der Voraussetzung, dass a auf jede Gleichung 
(7) anwendbar ist, also auch auf 
g(t) = 9(&,By + &B, + +++ + SmBn) = 9; 
denn darnach muss auch g(Q#) = 0 sein. 
d) Es ist ferner noch eu beweisen, dass es nur eine 


Permutationsgruppe giebt, der die Eigenschaften a), b) 2u- 
kommen. 
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Wenn nimlich G’ eine Permutationsgruppe mit den Eigenschaften 
a), b) ist, so folgt zunachst aus c) dass G’ ein Theiler von © ist. 
Wenn nun @’ aus den Permutationen 


é (t, t), (t; 0,¢), (¢, 0,2), eee (¢, O,_1#) 
besteht, so ist 
h(u) = (u — #) (w — ©,(@) (wu — 0,() ... (w— Ora) (F) 
wegen der EKigenschaft b) und dem Gruppencharakter von ©’ in B[u] 
enthalten, und wenn also v’< v wiire, so kénnte g(u) nicht irreducibel 
sein, wie doch angenommen war. Also ist v’ =v und folglich auch 

G’ = G. 


Dem Satze b) miissen wir aber noch eine genauere Bestimmung 
hinzufiigen : 


e) Eine Function w(é,, &&, +++, &m) mit Coefficienten 
in Q, die ungedndert bleibt, wenn auf die Indices der « eine 
Permutation der Gruppe G angewandt wird, ist in Q ent- 
halten. 

Um diese Eigenschaft nachzuweisen, bemerken wir zunichst, dass 
eine Function der ¢, die bei allen Permutationen der Indices unge- 
iindert bleibt, aus einer symmetrischen Function der a durch die Sub- 
stitution S, abgeleitet werden kann, und also gleich einem Element 
in Q ist. 

Wahlen wir nun die nicht zu G gehérigen Permutationen 7,, z,,..., 
,-1 80, dass alle TI(m) Permutationen der Ziffern 1, 2,..., m in die 
u Reihen 
(10) G, Gxz,, Gz, ..., Gays 
vertheilt sind, so geht (nach bekannten Siitzen iiber Permutations- 


gruppen) durch die Permutationen dieser Reihen die Function y tiber 
in uw Functionen 


YW, Wyy Woy ~ + +y Wut 

die sich nur unter einander permutiren, wenn auf die ¢ irgend eine 
Permutation angewandt wird. 

Die Function 
(11) (w — wb) (uw — Y) (UM — We) ©. (U— u-r) = O(u, o) 

= uk + Oyt-!+.--+Q, 

ist daher eine Form uw‘ Grades von u in Q., 

Andererseits sind nach b) «—w und 


(u — ) (u ich >) eee (u Sips Yu-1) = x(u, Q, B) 
x Uhl ey, uh fee ee yd 
Formen von wu in B, also 


(12) O(u, @) = (u — ¥) x(u). 
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Nach § 3, 5) folgt aber hieraus, dass w,4,,..-., Yu-1 keinen 
von den Variablen 6 abhiingigen Nenner haben kénnen, also Formen 
der Variable 6 in Q sind. Nun ist aber 


WXu-1 = Dx 

ein Element in 2 und daher miissen (nach §3) w und y,_; ebenfalls 
von 6 unabhiingig, also Elemente in Q sein. Die Function g(u) 
heisst eine Galois’sche Resolvente von f(x). In dem zum Modul g(é) 
gehérigen Congruenzkérper [ hat die Gleichung f(#)—0 die m Wurzeln 
&) &)~+.+; m- Im diesem Kérper kommen aber noch die der Function 
f(#) ganz fremden Variablen 6 vor. Deren Bedeutung wird klarer, 
wenn man nun zur Bildung anderer Galois’scher Resolventen iibergeht. 

Wir nehmen irgend eine Form 4(a,,@,,...,@m) im Kérper Q, 


von der wir voraussetzen, dass die v Werthe, rt, 1t,, t),..., ty-1, die 
man aus 
(13) is ue, Eoy + + +9 Em (F) 


erhilt, wenn man auf die ¢ die Permutationen der Gruppe G an- 
wendet, von einander verschieden sind. Nur wenn eine solche Function 
existirt, woriiber im nichsten Paragraphen Niaheres ausgefiihrt werden 
soll, Sind die folgenden Betrachtungen richtig. Die Function 

(14) y(u)=(u—t)(w—t,)... (4—tHu41) ~~ (P) 

ist dann nach b) und e) nicht nur im Kérper B[w], sondern im Koérper 
Qiu] enthalten. Die Function y(u) ist im Koérper B irreducibel, weil 
der irreducible Factor y(w), der durch (uw —r) theilbar ist, nach a) 


auch durch (u — t,), (U— T,), .. +5 (W@— T1) theilbar sein muss, 
Der Ausdruck (13), den wir auch so darstellen 
(15) t= F(t, , B) (F) 


giebt t als ein Element des Korpers [f und macht y(r) zu Null, und 
wenn irgend eine ganze Function in B, w(t) durch die Substitution 
(15) in F gleich Null wird, so muss o(u) durch y(w) theilbar sein. 
Wir kénnen aber auch mit Hilfe der Function y(t) als Modul einen 
Congruenzkérper B(r), (modul y(t) construiren, von dem wir nun 
folgenden Satz beweisen. 


X. Es giebt ein Element des Korpers B(r) 
(16) t= (r,@,B) (B(r)) 
das fiir t substituirt g(t) in B(r) zu Null macht. 
Wenn wir nimlich 
(17) t== ¢,8, + &B, +--+ + &6, (T) 
setzen, und mit ¢,,¢,,...,¢-1 die durch die Permutationen der 


Gruppe @ daraus hervorgehenden Gréssen , entsprechend den 1,, T,,..., 
T,1, bezeichnen, so ist 
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(ig) COE ORL. OL) 6 CD 


U— T% U— Ty 


nach b) eine Function in B[w], und wenn wir darin u— rt setzen, 
so folgt 


(19) t= a =(r,0,8). (V7) 
Es ist aber 
g(t) =9(0(t, o, B)=0 (fF) 


und folglich ist auch g (O(c, @, B)) in B(r) gleich Null. Durch die 
Substitution (15) geht jedes Element von B(r) in ein Element vou 
B(t) tiber und jede Gleichung in B(r) geht in eine richtige Gleichung 
in B(t) tiber; die Substitution (16) leistet das Umgekehrte, so dass 
also durch diese beiden Substitutionen die Uebereinstimmung beider 
Korper hergestellt wird: 
T = B(t) (modul 9 (t)) = B(r) (modul y(t). 

Da aber die Function y(w) von den Variablen 6 nicht abhiingt, so 
kénnen wir mit dem Modul y(z) auch einen Kérper Q(t) construiren, 
der ein Theil des Kérpers [ ist, und wir beweisen schliesslich noch 
den Satz 

XI. Die Form f(x) in Q hat im Congruenzkorper Q(t) 

m Wurzeln &, &, +.» » &m- 

Wir kéunen den Korper B(r) auffassen als einen Formenkérper 
der Variablen 8,, B.,.. ., ‘Bm tiber dem Kérper Q(t), und diesem 
Formenkérper gehéren die friiher bestimmten Gréssen ¢&,, &,.. 5, &m 
an. Wir haben nachzuweisen, dass sie von den Variablen 6 unab- 
hangig sind. 

Dies folgt nach § 3 wie oben aus der Zerlegung 

f(x) = (x — &,) (w@ — &) .. - (@ — Em). (T) 

f(x) ist aber eine Form von x in Q, die in Q(t) [B,, B,,.- - Bm 
zerlegbar ist, sie muss also nach § 3, 6. auch zerlegbar sein im Kérper 
Q(z) [z, By, Bo» .-+) Bm]. Es kénnen also die einzelnen Factoren 
(a — 8), (© —&,), ..., (@ — &m) die Variablen 6 zuniichst nicht im 
Nenner enthalten, und sodann miissen, da das Product ¢, & ... &m 
von den # unabhingig ist, auch die einzelnen Factoren davon unab- 
hangig sein. 


§ 7. 
Endliche und unendliche Kérper. 


Unsere bisherigen Betrachtungen umfassen sowohl endliche als 
unendliche Kérper. Der wichtigste Unterschied zwischen endlichen 
und unendlichen Kérpern besteht aber in folgendem Satz: 
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Ist Q ein unendlicher Korper und 9, %,,%,,... ein System von 
Formen in Q von irgend welchen Verinderlichen x,y,2,... so kann 


man fiir die Variablen x,y,2,... solche Elemente aus Q setzen, dass 
keine der Functionen 9, %,, ,,... nach dieser Substitution in Q ver- 
schwindes. 


Wir beweisen den Satz zuniichst fiir Formen in Q von einer Ver- 
anderlichen (zx), ,(x), (a)... und wenden dann die vollstindige 
Induction an. 

Wenn aber (xz) fir «—@ verschwindet, so ist (x) durch 
x — @ theilbar, und da ®(z) nur auf eine Art in irreducible Factoren 
zerlegbar ist, so giebt es nur eine endliche Anzahl von Elementen o, 
fiir die ®(a) verschwindet. Da es aber in einem unendlichen Kérper 
Q unendlich viele Elemente giebt, so kann man @ so wihlen, dass 
keines der Elemente (@), ,(@), ®,(@), ... verschwindet. Man 
kann @ auch einem beliebigen in Q enthaltenen unendlichen Kérper 
entnehmen. 

Gehen wir nun zu den Formen von einer beliebigen Anzahl von 
Verinderlichen x, y, 2, ... tiber und nehmen an, wir hiitten fir 
y, 2,... solche Elemente @ gesetzt, dass keine der Formen 


O(z,y,8...), DO, (@,y,8,...), O(@, y, 2)... 


im Kérper Q[z] verschwindet, so kénnen wir scbliesslich fiir 2 einen 
solchen Werth finden, dass keine dieser Functionen in Q verschwindet. 

Fiir endliche Kérper gilt dieser Satz nicht mehr. Denn ist z. B. 
p eine Primzahl und Q der Kérper der nach dem Modul p genommenen 
Zahlelassen, so wird die Function xz? — a fiir jedes w gleich Null 
(nach dem Fermat’schen Satze). 

Wenn wir in den Siitzen des vorigen Paragraphen einen unend- 
lichen Kérper Q2 voraussetzen, so kénnen wir fiir die Variable 6 solche 
Elemente aus Q setzen, dass die Discriminante von G(t), A(@, B) 
nicht Null wird, wodurch alle Elemente des Kérpers B in Elemente 
von Q iibergehen. Wenn aber Q ein endlicher Kérper ist, so ist das 
nicht immer méglich. 

Hiermit steht dann auch die oben schon angeregte Frage im Zu- 
sammenhang, ob es immer, d. h. fiir jeden Kérper 2 und fiir jedes m 
moglich ist, fiir die Variablen a,,a,,..., dm solche Elemente aus Q 
zu setzen, dass die Discriminante A(a) von Null verschieden ist. Ist 
Q ein unendlicher Kérper, so folgt diese Méglichkeit aus dem obigen 
Satze, da die Form A(a) des Kérpers Q[a,, a,,..-, Gm] nicht Null ist. 

Fiir einen endlichen Kérper kénnen wir die Méglichkeit durch 
zwei besondere Beispiele nachweisen. Die Discriminante von 2* — 1 
ist bekanntlich +- m™ und ist also von Null verschieden, ausser wenn m 
in Q gleich Null ist, und die Substitution 














Zur Galois'’schen Gleichungstheorie. 549 


a, = 0, a,= (0, or Qn = 9, a, = +1 


giebi also eine von Null verschiedene Discriminante A(@). Wenn 
aber m in Q verschwindet, so bilden wir die Discriminante von 
x™ — x, die den Werth + (m— 1)" hat und also in dem Falle 
wo m = (0) ist, das von Null verschiedene Element +- 1 in Q darstellt. 
In diesem Fall erfiillt also die Substitution 
a,=0, a,=—QO0, ..., Qm-i1—+t+1, an=—O0 

den Zweck, eine von Null verschiedene Discriminante A(@) zu liefern. 

Endlich ist noch iiber die Voraussetzungen der Theoreme X und XI 
des § 6 eine Bemerkung beizufiigen. Es handelt sich um die Frage, 
ob es immer Functionen der Gréssen ¢,, &, ..., & giebt, wie 
1(€,5 5 +++) &m), die bei den v Permutationen der Galois’schen Gruppe v 
verschiedene Werthe annehmen; sie ist fiir einen unendlichen Kérper Q 
unbedingt zu bejahen; denn man braucht ja nur fiir die B solche 
Elemente aus Q zu setzen, dass die Discriminante A(@, 8) nicht Null 
wird, um aus @ selbst eine solche Function zu erhalten. Ist aber Q 
ein endlicher Kérper, so wird eine solche Function vielleicht nicht 
immer existiren. ‘Trotzdem behalten aber die Siatze X und XI auch 
in diesen Fiillen ihre Bedeutung. Man muss dann aus dem Kérper Q 
durch Adjunction irgend welcher Variablen einen Formenkérper 
ableiten, der ja stets unendlich ist und diesen in den Betrachtungen 
die zu den Sitzen X und XI gefiihrt haben, an die Stelle von Q 
setzen. B selbst ist ein solcher Kérper Q’, aber dieser Kiérper B ist 
nur einer von unendlich vielen, die zu dem gleichen Ziele fiihren. 
Offen bleibt aber fiir die endlichen Korper die Frage, ob im Korper Q 
selbst die Theoreme X, XI ausnahmslose Giltigkeit behalten. 


Gottingen, 9. August 1893. 








Ueber die Syzygante D’s —[5, 5, 2] zweier simultanen 
biquadratischen binéren Formen. 


Von 


Frhr. v. Gatti in Darmstadt. 


Im 34. Bande dieses Journals habe ich die Syzyganten zweier 
simultanen biquadratischen Formen gegebeu und bin dabei zum ersten- 
male auf eine Grundsyzygante gestossen, die keine biniére Combination 
G;.G, der Grundformen G enthilt. Es war dies die einzige zwischen 
den Invarianten des Systems bestehende Relation, die bei mir von dem 
Grade [8,8,0] und mit der Charakteristik D‘ auftritt. Auf meine 
Bemerkung hin, dass es mir nicht gelungen wire, dieselbe als das 
Quadrat einer Syzygante [4, 4, 0] mit der Charakteristik D? zu erweisen, 
zeigte Herr E. Stroh im 36. Bande dieses Journals, dass dieses iiber- 
haupt unmdglich ist, und dass keine Syzygie [4, 4, 0] bestehen kann. 
Damit wurde aber auch der letzte Zweifel iiber die Existenz einer 
Syzygante [3, 3,2] mit der Charakteristik D.w hinfiallig. Denn die 
2. Ueberschiebung einer solchen iiber ~ miisste wegen 


(vy)? = —5 E?—1AA+3D 


und der (Seite 209 des 33. Bandes dieses Journals) von mir gegebenen 
Entwickelungen der Invarianten 
(wl)*, (wm)*, (bx)?, (wm)? u. 8. w. 
nothwendig eine Syzygante 
D? = [4, 4, 0] 

liefern. Damit ist aber auch der Nachweis erbracht, dass eine Rela- 
tion [5, 5, 2] mit dem Summand D*w eine Grundsyzygante sein muss. 
Eine solche lisst sich aber auf verschiedene Weise erhalten. Bei 
Zugrundelegung meiner alten Bezeichnung ergiebt sich dieselbe durch 


a® — a3 ; 
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auf die Syzygante [5, 4, 2], (pag. 337 des 34. Bandes dieses Journals} 
in der Form: 


 - & 2D? — > A*A* 1 ABC —* ABI +7 AAD +; BBE| 
+1 i ‘ABE +2 4°B+1 AAT + 20D] 
4+ i[t ABE —iaB—} AAC — 20D| 
+4|DE+;4AE -~ ser + BB] 
+ m[2BC — AD] + »[—2Br + AD] 
n-AC+ v-AT =O. 


Ebenso leicht lisst sich dieselbe auf directem Wege erweisen. Aus 
der Relation 


(ly) = — 5 DI + 50x +5Bu— jAr 


[pag. 207, im 33. Band dieses Journals] erbiilt man durch Ueber- 
schiebung mit A die Syzygante: 

— {(lz)4] — 5 D(la) + 5 (xa) + 5 Bed) —Z Ad) = 0. 
Entwickeln wir den ersten Term nach der bekannten Regel, ersetzen 
die Functionaldeterminanten durch ihre von mir gegebenen Werthe 
und addiren zu dem Resultate der Substitution 


1 - ‘ 
— sA- (5,3; 2], 


wo [5, 3, 2] die Seite 336 im 36. Band dieses Journals gegebene Syzy- 
gante Dw bedeutet, so findet man: 


lip pf ¢ 
+ ry [5, 9, 2], 
d. i. das =-fache der oben angegebenen Syzygante D*w. — Diese aber 


giebt durch die 2. Ueberschiebung mit y bis auf den tiberfliissigen 


a die von E. D’Ovidio in Turin bereits im Jahre 1880 
unter dem Titel: 

La relazione fra gli otto invarianti fondamentali die due 

forme binarie biquadratiche 

in den Atti della Reale Academia delle Scienze di Torino, Vol. XV 
veroffentlichte und auf ganz anderem Wege, sowie durch mehrere 
Specialisirungen erhaltene Invariantenrelation [660], deren Kenntniss 
sowohl Herrn Stroh als mir unbekannt geblieben war. Dieselbe lautet 
in der von D’Ovidio gegebenen Gestalt: 


Factor — 








? 
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(A*— 6 B?) (A® — 6B?) + 108 (4D —(ED— CT)’) —3A?A? E? 

+ 18(2E°?D + 4ECT— 6D*)]. AA— 18[AA+ 12D] (AC?+ AP?) 

+ 24[2 B3 —9(E D+ CP)). BB+ 144|BC* + Br} 

+ 36 E[A4*BC+ A’ BI] + 72(3D — E*) (ABC+ ABI) = 0. 
Ich bin Herrn D’Ovidio zu grossem Danke verpflichtet, dass er mich 
zuerst durch Zusendung seiner jiingsten Arbeit: Sopra alcune classi di 
sigigie binarie, Torino 1893 (Atti della R. Acad. Vol. XXVIII) auf 
diese seine so manchen Zweifel lésende Arbeit aufmerksam machte. Es 
ergiebt sich hieraus sofort, dass meine [8, 8, 0] sich von der setnigen 
durch den Factor D unterscheidet, was auch eine etwas umstindliche 
Rechnung zeigt. 

Ich fiige schliesslich wegen der Wichtigkeit der (6,6, 0] noch 


hinzu, dass dieselbe auch weiter bis auf den tiberfliissigen Factor — aa 
erhalten wird, wenn man meine Syzygante [3, 4, 2] zweimal iiber 
v schiebt. 


Darmstadt, 20. Juli 1893. 




















Beweis der Integrirbarkeit gewodhnlicher Differentialgleichungs- 
systeme nach Peano*). 


(Mit einer Figurentafel). 
Von 


Gustav Mire in Karlsruhe. 


So lange man bei den Fragen nach der Existenz von Integralen 
eines Differentialgleichungssystems und nach Methoden, sie zu berechnen, 
nur Functionen complexer Variablen an nicht-singuliren Stellen in 
den Bereich der Betrachtung zieht, gestalten sich die betreffenden 
Untersuchungen principiell ausserst einfach, Es handelt sich da stets 
um rein formales Rechnen mit Potenzreihen. Sobald man hingegen 
jede beliebige Function reeller Variablen mit beriicksichtigt, muss man 
auf die fundamentalen Definitionen zuriickgehen und kommt auf Grenz- 
betrachtungen. Man denke z, B, an den Existenzbeweis fiir die ,,be- 
stimmten Integrale“, d. h. die Lésungen von Gleichungen der Form: 
ay _ f(a). Dieser wichtige Specialfall (welcher ja auch in den Grund- 
lagen der Theorie der Functionen complexer Variablen eine so bedeutende 
Rolle spielt) hat naturgemiiss allgemein das Interesse der Mathematiker 
gefunden, wihrend der allgemeine Beweis fiir beliebige Differential- 
gleichungssysteme nur selten Gegenstand einer Untersuchung wurde. 
Und doch kann uur durch eine Begriindung, die auf die Fundamente 
zuriickgeht, unser Causalititsbediirfniss befriedigt werden, was man 
von jenem rein rechnerischen Verfahren, welches zuerst Cauchy fiir 
den Fall von Functionen complexer Variablen anwandte, gewiss nicht 
sagen kann. 

Auch der allgemeinere Beweis wurde zuerst von Cauchy**) gefiihrt, 
doch unter einigen beschriinkenden Annahmen, Sei niimlich das Glei- 
chungssystem : 








*) Mathematische Annalen Bd. 37, p. 182. 1890. . 
**) Moigno, Lecons de calcul différentiel et de calcul intégral. t. 2, p. 385, 
vgl. auch: Coriolis in Liouvilles Journal. 1837, t. 2, p, 229. 


Mathematische Annalen, XLIII. 36 
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d : 
2 — hi (x, Yir Yaoes -Yn)> 


dy, _. 
i fn(@s Yr» Yor +++ Ym); 
so sollen nicht nur: 

1) in der Umgebung der Anfangswerthe 2, y4), - . - Yno die rechten 
Seiten f,, f.,... f2 simmtlich endliche, stetige Functionen aller 
Variablen 2, y,;,... Yn sein, 
sondern auch: 


2) in demselben Bereich die partiellen Derivirten nach den ab- 
Of, Oh |. Oh Oh |. etn 


ss . . 0 
hangigen Variabeln: =", ~"", > a> 
OY, Ye CYR OW OYn 


Functionen der Variabeln 2, y,,... Yn sein. 


ebenfalls endliche 


Diese zweite Voraussetzung wurde von Lipschitz*) dahin verallgemeinert, 
dass fiir beliebig kleine Werthe Ay,, Ay,, ...Ay, die Ungleichungen : 


fi(®> Ys FAY, Yas - ++ Yn) — fi(®s Yis Yer ©» Yn) 


mod. ae - Ay; < Cis 

Ai(®, Yrs Yat AYes ~~. Yn) — Fi(Ls Yio Yars> Yn) — 
mod. - a a ° wa < C19 
Ye re 


ete. in dem betreffenden Bereich iiberall befriedigt sein sollen; die 
Czy Cyoy + ++ Sind endliche positive Constanten. (Um hieraus die 
Cauchy’sche Annahme 2) zu erhalten, miisste man ausserdem noch 
voraussetzen, dass diese ,, Differenzenquotienten“ fiir unendlich kleine 
Ay,,.-- Ayn, sich festen Grenzen niihern). Erst Peano zeigte (Math. 
Ann. Bd. 37, p. 182. 1890), dass der Existenzbeweis an sich nicht an 
diese Annahme 2) gebunden ist, obwohl man nur, wenn sie erfiillt 
ist, zugleich behaupten- kann, dass eine eindeutige Losung méglich ist. 
Peano geht in seiner Beweisfiihrung stets auf die letzten logischen 
Schlussfolgerungen zuriick, und, da er sich ausserdem der stets un- 
zweideutigen Ausdrucksweise des Logikkalkiils bedient, so erreicht seine 
Darstellung den héchstméglichen Grad der Exactheit, welche bei diesen 
fundamentalen Untersuchungen unumginglich néthig ist. Indessen hat 
seine Darstellungsweise zugleich eine gewisse Umstindlichkeit zur Folge, 
welche besonders dadurch beférdert wird, dass viele Ausdriicke, die 
sich in der Analysis eingebiirgert haben und die uns so bequem manche 
Weitschweifigkeiten entbehrlich machen, dem Logikkalkiil noch fehlen. 
Ich meine Worte wie: unendlich, unendlich klein, beliebig klein, be- 
nachbart, Umgebung etc. etc. Ausserdem wird die Lectiire noch da- 
durch erschwert, dass die logische Schrift wohl niemandem gleich 
geliufig ist. 


*) Lehrbuch der Analysis. Bd. 2, p. 500. 
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Da nun aber die Abhandlung manchen originellen und anregenden 
Gedanken enthilt, so schien es mir nicht tiberfliissig, sie auch den 
Mathematikern leichter zugiinglich zu machen, die sich nicht speciell 
mit dem Gegenstande beschiftigen. Indem ich in dieser Absicht die 
Peano’sche Abhandlung itiberarbeitete, war mein Bestreben mehr auf 
eine mdglichst anschauliche und concise als auf eine ausftihrliche Dar- 
stellung gerichtet. 

Anmerkung. Die angstlich genaue Ausdrucksweise des Logik- 
kalkiils mége hier durch ein einziges Beispiel erlautert werden. Der 
von Peano bewiesene Fundamentalsatz liisst sich mit seiner Hiilfe nicht 
in der gewohnlichen kurzen Form aussprechen: 


», Die Differentialgleichung . = g(t, 2) hat ein Integral, welches 


fir ¢=—b den Werth «=a annimmt. Hier sind unter 2, a, » 
Complexe n'** Ordnung verstanden.‘ 
Peano sagt statt dessen (1. c. p. 203): 
aéQn- beg: 9::Veb+ Q- feqn|b-b - fb =—a:teb-b'-¢—,- sf 
= @ (t, f(t) .- = vs. 
was er genau in die Wortsprache iibertrigt: 

»»5i a est un complexe d’ordre , et b un nombre réel, alors on 
peut déterminer b’ et f, od b est une quantité plus grande que 8, 
et f est un signe de fonction qui & chaque nombre de l’intervalle de 
b a b fait correspondre un complexe [en d’autres mots, ft est un 
complexe fonction de la variable réelle ¢, définie pour toutes les valeurs 
de l’intervalle b-b’|; la valeur de f¢ pour ¢=—b est a; et dans tout 
l’intervalle b—b’ cette fonction satisfait 4 ]’equation différentielle donnée“. 

1. Man kan» bekanntlich jedes System gewodhnlicher Differential- 
gleichungen von beliebig hoher Ordnung durch ein System ersetzen, 
in welchem nur Differentialquotienten erster Ordnung vorkommen, und 
welches folgende Form hat: 


dx 
rTy = 9 (t, 2, %2)-~- Xn), 


dz, 
> Pall, Hy Xy-0 Un). 


Seien nun die p,,..+- Qn stimmtlich in der Umgebung des Punktes 
t= b, 4, = G,,..+ Ln = Gp, endliche, stetige Functionen der Variablen 
t, %,,+.+%n, 80 lésst sich beweisen, dass es mindestens ein System von 
Functionen f, (8), f2(®, --- fa(Q) giebt, welche fiir t=b die Werthe 
Gy, Gy,++. An annehmen und in der Umgebung von t = b identisch die 
Gleichungen befriedigen: 


36* 











556 G. Mr. 


fh) = 9 (40, --- fr), 


fn () = on(t, i), + fal). 

Kiirzer ausgedriickt: Unter der gemachten Voraussetzwng hat das 
Gleichungssystem fiir die gegebenen Anfangswerthe mindestens ein System 
von Integralen. 

2. Der Beweis dieses Satzes, der’ natiirlich fiir den Fall » = 1 am 
einfachsten sein wird, wird nicht wesentlich complicirter fiir beliebiges , 
wenn man mit allgemeinen ,,complexen Gréssen‘‘*) operirt. Bezeichnet 
man das Werthsystem: (z,, 7,,...2,) mit einem einzigen Buchstaben 2, 
so heisse dies # eine complexe Zahl »'*" Ordnung. 

Sei: 

@ am (%,, La, .- + Xe); 
= (%, Yor ses Yn) 


EY = (Lp +Y, LeAY2, ++. Cat Yn)- 


Sei a eine reelle Zahl, so sei: 


sO sei: 


G+ L=(A+X,, A+ Wy,+++ A+ Xp). 
Ferner sei: 
0 =(0,0,...0) 
x“=yYy, wenn r—y=O0, 

Wie man sofort sieht, gelten fiir die complexen Zahlen dieselben 
Operationsregeln, wie fiir reelle, wobei nur zu bemerken ist, dass man 
1) eine Addition einer reellen und einer complexen Zahl, 2) eine Multi- 
plication zweier complexen Zahlen als unméglich anzusehen hat. 

Modul der complexen Zahl x, nennt man die Grosse: 


ma = Vx, + 2? + +++ + ay? 
und es bedeute == mp ,, irgend eine complexe Zahl, die den Modul p hat.‘ 
Bekanntlich gilt die Ungleichung: 
(1) maz + my > m(aex+y). 
Wenn 2,, %,... 2, simmtlich Functionen einer Variabeln ¢ sind, 
so will ich dies durch = f(#) bezeichnen. Sei 


ft+ At) —x2+ dx; 





dann ist: 
m(x+ Az2)<me+ mAz, 
m(x+Ax)-— mx Ax 
At Sir 
Macht man den Grenziibergang zum unendlich kleinen, so folgt: 
4 dmx dz 
(2) a =" ay 


*) Vgl. Peano. Math. Ann. Bd. 32, p. 450. 1888. 
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Sei ferner ¢, ein zwischen ¢, und ¢, gelegener Werth derart, dass: 
1 
A\t=t4—h=t—h =3° (4-4), 
so ist: 


ft) — ft) 14.) /Flty) — Flee) f(te) — fite)\, A, f(t) 
0 ( ) sim ( ‘ey: ry +m (=e) Sm — 


wo A,/f(é) den grésseren der beiden Werthe: 
f(t) — fF) und f(t) — f(t) 
bedeutet. . 


Sei nun das Intervall A,¢ wieder in zwei Intervalle getheilt: 
A,t=2-A,t, 
so giebt es sicher ein A,f(¢), so, dass: 
F (ts) — Fito) A, f it) Ae f (t) 
m ( —. )<m ya Lae = oh 


Nun werde A,¢ getheilt und wieder dieser Schluss gemacht, und 
so fort. Durch Grenziibergang erhalt man endlich den Satz: 
oy, (F(t) — Flto) d f(t) 
(3) m (4 en i, )< m\~ a a 


t’ ein bestimmter zwischen ¢, und ¢, liegender Werth. 

3. Mit Hiilfe dieser complexen Zahlen lisst sich nun unser Dif- 
ferentialgleichungssystem (1) als eine Gleichung schreiben: 
ae = p(t, ~), x und gp: Complexe n'* Ordnung. 


x habe fiir 46 den Anfangswerth =a. Nach den in 1. gemachten 
Annahmen soll auf einer Strecke von ¢ = b bis t= b + TJ und in der 
Umgebung von «=a bis zur Sphire z= a-+mk, wo T und R&R 
bestimmte positive Zahlen sind, gelten: 

1) mg(t, x) <1, 1 eine bestimmte endliche Zahl. 

2) es muss stets eine positive, von Null verschiedene Zahl r geben, 


derart dass, wenn t < r fiir jedes Werthepaar (¢, x) in dem Bereich 
die Ungleichung besteht: 
m {p(t + ot, “z+ d,-mr) p(t, x)\ <h, 
h eine beliebig kleine Zahl, #,, #, ganz beliebige echte Briiche. 
3) Endlich sei noch hinzugefiigt, dass man jedenfalls ein solches 


T nehmen darf, welches kleiner ist als +: 
T<f. 


4. Hieraus lisst sich nun jedenfalls schliessen, dass man F'unctionen 








SN 
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x = B,(t) bilden kann, welche die Differentialgleichung angendhert 
erfiillen, derart dass: 


jm { Bu (t) — » (¢, Bx (t)) } <h im Intervall t= b bis t= b +- TZ. 
“ \ B;, (b) h eine beliebig kleine Zahl. 
Ah = 


Eine solche Function f,(¢) erhilt man z. B. auf folgendem Wege: 
Man theile das Intervall 
b bis b+ T in v Theil- 
intervalle: 
| +5, A,t, Ayt,... Avt, 
| welche simmtlich kleiner 
| sind als dieZahlr (3. 2)); 
| | | | die Werthe von ¢ in den 
| | | | Endpunkten dieser Theil- 
| | | | | intervalle sind: 
| |} | |, tb, t-=—b+A,z, 
b+ T % t=b+A,t+A,t,... 
t=b+T=b+A,t 
i Medd ---4-b8 
Fiir diese Punkte sei das gesuchte f,(¢) folgendermassen definirt: 
Ly = Pr) =a, 
x, = Balt) = a+ Plt, %)- Aye, 
L_ = Balt.) =a + P(ty, %)- Aye + wlt,, x) - Adé, 


ty = Balls) = a + >* (bet) x1) + Met 


Zunichst ist klar, dass man hierbei immer in dem Bereich bleibt, 
wo @ endlich und stetig ist. Denn ¢ nimmt nur Werthe zwischen b 
und b + 7 an, und andererseits ist: 


Mi, = ma <ma-+R, 
mz,<ma+(t,—b)-l <ma+R, 
Mr, <ma+(t,—b)-l <mat+R, 


Miy<ma+TZ-l <ma+R 
wobei darauf zu achten ist, dass T < 7 also R>T-1. Die Defi- 


nition ist demnach méglich. Fiir alle andern Werthe ¢, werde £;,(¢) 
folgendermassen bestimmt: Wenn ¢ zwischen ¢, und ¢,4,; liegt, so sei 
B,(t) durch die lineare Function 
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a 
Ba(t) =a + >* (tet, tet) > Ant + (ty ma) - (Ef) 
1 


gegeben (vgl. obenstehende Figur). Es ist dann: 
Bi (1) = (ha, ta), t—th <<, m (Ba(t) — Balla) <l-t <r (vgl. 3. 2)) 
also da nach 3. 2): 

m {@ , aa) — p(aA+a,rt, a+: mr)\ <h, 

m {Bi (t) — @ (t, B,(t)) }<h, 


ausserdem 
B,(b) =a. 

Es ist unser §,(¢) also: 

1) eine in dem betrachteten Bereich endliche und stetige Function, 

2) welche den Bedingungen @ Geniige leistet. 

Damit ist die Existenz solcher angeniiherten Lésungen bewiesen., 

5. Man erkennt aus diesem Existenzbeweis, dass es nicht nur 
eine solche Anniherung giebt, vielmehr werden die #, eine continuir- 
liche Aufeinanderfolge bilden. Aber die Gesammtheit der B, bleibt in 
endlichen Grenzen eingeschlossen, wie man folgendermassen erkennt: 

Es sei L = /-+ h; angenommen nun, es kénnte ein §,(¢) in einem 
Punkte ¢, aus dem von den Linien (z—a) = mL -(t —b) gebildeten 
» Kegel“ heraustreten, d. h.: 


m (Bx(¢;) -- a) > L-(t, —b) 


sein, sO Wire: 


3 (ty) — a) 

m (Ho *) > &, 

m (“ i) >L, b<t <t, vgl. 32. 3), 
also: 

m {By (t’) — 9 (t's Bat))} + me (t’, Bal)) >I +4, 

m {By (t’) — p(t’, Balt’))} > h, 
was gegen die Definition von B, wire. Der ,,Kegel #--a==(t--b)-mZ 
schliesst also alle 6, ein. Wenn » =—1, wird der ,,Kegel®“ durch die 
beiden Geraden: 

z—a=+L-(¢—b), «—a=—L, (t—b) 

ersetzt (s. Fig. 3). 

6. Der (n-+1)-dimensionale Raum, welchen die Curven z = £,(¢) 
erfiillen, wird von denselben liickenlos ausgefiillt (nicht in der unvoll- 
stiindigen Weise, wie z. B, die echten Briiehe die Strecke 0 bis 1 
erfiillen, zwischen denen man noch alle die Irrationalzahlen einschalten 





ee 
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kann.) Das besagt: Hine Function f(t) ist sicher selbst ein B,(t), wenn 
man fiir jedes beliebig kleine @ stets ein B,(t) angeben kann, so, dass 
fiir jeden Werth t: 

m (f@ — Br (t)) < od. 


Es ist dann nimlich: 


ifit+At)—fit) 8,¢+At) — 6, 20 
1) a Mee: weieshemee wees 5 

Sei ferner 7 eine fest vorgelegte kleine Zahi, so folgt aus der 
Ungleichung: 

m{ Bi (t) — 9 (t, Balt))} <h, 
dass es einen Werth ¢’ von der Art giebt, dass: 
B, (t+ At) — B, (t) 

2) m ab At — 9 (t, 8, (t))} <h+y, 
sobald nur At < t’ —t#. 

Weil weiter  stetig ist, so folgt: 


3) m{ (t, Br(t)) — 9 (t, f®)} <e, 
wo é mit d zugleich unendlich klein wird. 
Durch Addition von 1), 2), 3) ergiebt sich: 


4) m (EF Ad+TO (t, fO)\<teth+n. 


Also, weil man in 4) @ und ¢ beliebig klein nehmen kann, wihrend 
man Aé und y festhalt: 


4) m {Fer ALO @ (t, fb) < hn. 


Und zwar gilt diese Ungleichung fiir jedes noch so kleine At, welches 
< t’ —#¢t ist. Das heisst aber: 


m {f (t) —- @ (é, f(t) } <h+y. 
Oder da auch fiir 4 keine untere Grenze vorgeschrieben ist: 
5) m{f'(t) — » (t, f(O)} <h. 
(Dabei kénnen £,' (¢) und f’(¢) unbestimmt sein.) 

7*). Man denke sich nun die Gesammtheit der Curven 2 = 8,(t) 
vorgelegt. Ebenso die Gesammtheit z = 6, (t), h <h. Hs ist alsdann 
klar, dass die letutere Curvenschaar vollstindig in der ersteren ent- 
halten ist, und zwar gilt dies natiirlich fiir jedes beliebig kleine h’. 


Man kann nun, da die = #,(¢) alle innerhalb eines endlichen Raumes 
verlaufen , die Gesammtheit dieser Curven in eine endliche Anzahl uw yon 





*) Zu diesem Abschnitt vgl. Cantor. Math. Ann. Bd, 23. p. 454. 1884. 
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Gebieten zerlegen, die alle wieder ganz im Endlichen liegen. Mindestens 
eines von diesen Gebieten muss dann die Eigenschaft haben, dass es 
stets Curven x= 6,;(¢) enthalt, wie klein auch h’ sein mag. Denn wenn 
ein Gebiet fiir ein bestimmtes h’ diese Eigenschaft nicht mehr hat, so 
hat es sie auch fiir jedes kleinere h’ nicht; kénnte man also fir jedes 
Gebiet irgend eine Zahl angeben: h,’,h,,...hz, fiir welche es die 
Eigenschaft nicht hat, dann enthielte auch das Gesammigebiet keine 
Curven x = §,(t) mehr, sobald h’ kleiner ist als alle diese h,',h,',... hy. 
Das aber widerspriiche dem in 4. bewiesenen Satze. Fiir mindestens 
ein Gebiet, z. B. das k'*, wird also eine solche kleinste Zahl h,’ tiberhaupt 
nicht existiren. Dieses k'° Gebiet theile man wieder in uw kleinere 
Gebiete, so muss es ebenso unter diesen eines geben, welches fiir jedes, 
noch so kleine h’ noch Curven x = £,(¢) in sich schliesst. Dieses 
nehme man wieder heraus und theile es weiter. Fihrt man so beliebig 
lange fort, so nahert man sich einer einzigen Curve 7 = £,(t¢) als 
Grenzwerth. 

Diese Curve « = 8,(¢) muss zu der Schaar der 7 = £,(#) gehoren. 
Denn, angenommen sie gehdrte nicht selber dazu, so miisste es, wie 
aus ihrer Definition folgt, Curven 7 = {,(¢) geben, die ihr unendlich 
benachbart sind. Dann aber ergiebt sich aus 6., dass sie ebenfalls 
unter den x = #,(¢) enthalten ist. Ebenso gehért sie auch zu jeder 
der Schaaren 7 = f,(t), h’ < h. Also ist: 


m {By (t) sad (t, By (t)) } < h’, 


wo h’ eine beliebig kleine Zahl bedeutet, also: 
m {By'(t) — » (t, By) } = 9, 
By (t) = » (t, B,(t)) 


x = B,(t) ist also ein Integral der Gleichung. Damit ist der in 1. 
annoncirte Satz bewiesen. 

Anmerkung. Die Eintheilung der Gesammtheit der 6, in Gebiete 
kann man sich beispielsweise auf folgende Art vollzogen denken: Man 
fixire einen bestimmten Werth ¢, theile den Raum, welchen die Punkt- 
menge #,(¢) einnimmt, in w Theile. Dann sei ein ,,Gebiet‘ immer 
die Curvenschaar, welche durch je einen dieser Theile hindurchgeht, 
Man sucht nun, wie in 7. beschrieben, ein Gebiet heraus und theilt 
dies in derselben Weise. Schliesslich erhilt man ein Curvenbiindel, 
welches in ¢ unendlich diinn ist. Da dasselbe sich anderswo miglicher- 
weise wieder verbreitert, fixire man einen andern Werth ¢, wo man 
aus dem erhaltenen Curvenbiindel nach derselben Methode eines aus- 
scheidet, das auch hier unendlich diinn ist. So verfahre man lings 
der ganzen Strecke von b bis b + 7’, bis man schliesslich ein tiberall 
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unendlich diinnes Curvenbiindel erhilt «= 8, (¢), fiir welches das weiter 
in 7. gesagte gilt. 

8. Es ist sehr wohl mdéglich, dass es nicht nur eine solche Func- 
tion z = $,(¢) giebt (wenn man nicht noch die Lipschitz’sche Annahme 
macht. Vgl. 10.), sondern mehrere oder gar ein oder mehrere Continua 
von Functionen. 

Wenn » = | ist, sind nur zwei Faille méglich. Entweder giebt 
es nur ein x = #,(t) oder die Curven z = #,(¢) bedecken ein, und 
nur ein Continuum. Giibe es nimlich zwei Integrale x, =—/,(¢) und 
&%, = f,(t), zwischen denen noch Punkte (x,, ¢)) liegen (etwa so, dass 
f(b) << %< fo(to)), welche keinem #,(¢) angehéren, so muss es doch 
nach dem in 7. bewiesenen Satz eine Lésung der Gleichung geben 
f;(¢), welche fiir ¢ = ¢, den Anfangswerth x, hat. Und zwar muss f, (¢) 
in dem ganzen Intervall von ¢, bis b (riickwiirts gegangen) existiren. 
Ist nun /,(b) = a, so ist f,(¢) ja ein B,(¢) (s. Fig. 2), ist aber f(b) SY} a, 
so muss nach einem bekannten Satze /,(¢) an einem Punkte des Inter- 
valls b bis ¢, eutweder mit /, (¢) oder mit f, (¢) zusammenfallen: (s. Fig. 1) 
f(t’) =f,(t), b<t <t, 
oder 

hit) = f(t"), bt <h. 
Man definire nun eine Function a von ¢ so: 
von t=b bis t=?’, «=f, (t), von t=?’ bis t=t,, z—/f,(d), 
bezaw. , t=b , t=t",2—f,(t), » t=t” , t=, r=f,(t) 
so ist x eine stetige Function, welche der Differentialgleichung geniigt 
und fiir ¢—06 den Werth a hat, also ein £,(¢), welches durch den 
Punkt (#,, t) geht. 

Fiir beliebiges  lasst sich der Satz so aussprechen: 

Die die Integrale repriisentirenden Curven kénnen nicht Continua 
bilden, in welchen es noch ,,innere Punkte“ giebt, durch die kein 
x= B,(t) geht. ,,Innere Punkte“ heissen solche Punkte, dass alle 
Curven 2 = a(t) (@ (é) eine eindeutige, stetige Function), die durch sie 
hindurchgehen, bei gehériger Verliingerung wenigstens auf einer Seite 
das Continuum durchschneiden. — 

9. Wenn n = 1 ist, so wird die Curvenschaar der x = £,(¢) durch 
eine obere und eine untere Curve begrenzt. Diese Grenzcurven 
repriasentiren selber Integrale der Gleichung (s, Fig. 1 und 2). 

Sei die Gleichung der Grenzcurve (z. B. der oberen) x = f(t). 
Durch jeden Punkt dieser Linie muss sicher irgend ein x = §,(¢) hin- 
durchgehen, sonst wiirde sie nicht die Begrenzung bilden (nach 6. 
leicht zu beweisen). Im Punkte é¢,, sei der Werth von f(t): x, —/{(é,), 
es muss sicher ein {,(¢) geben, so, dass: 
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By (4:) = (4, %), 
By (t) = %. 
Da nun aber alle andern Werthe §,(¢) kleiner sind als die ent- 
sprechenden /(¢), so ist: 


Bo(ts) — Bolts — At) . Flt) — fits — Ati) 


At > ee ’ 
Bo(ts + Ats) — Bolts) — Ft + At) — fit), 
At, At, 


Macht man nun den Grenziibergang, so ergiebt sich: 


dB(t)\ __ (af it) . 
(“a),— (Car), 


f(t) = (4, %). 
Da dies fiir jeden Werth von ¢ gilt, so gentigt f(f) selbst der Glei- 
chung, ist also f,(¢). 

Fiir beliebiges » lautet der entsprechende Satz: 

Die Punktcontinua (n-fache Mannigfaltigkeiten), welche den von 
einer Schaar von Integralcurven ausgefiillten ((m + 1)-dimensionalen) 
Raum umbhiillen, werden von einer continuirlichen Reihenfolge von 
Integraleurven zusammengesetzt. 

10. Wenn man nun noch die Bedingung hinzufiigt: 

ao (7s a Sa) — ots #) <p 
p eine fest bestimmte Zahl, Ax beliebig klein, (a, t) irgend ein Werthe- 
system in dem betrachteten Bereich, so lisst sich zeigen, dass es nur 
ein einziges Integral giebt, dass die Mannigfaltigkeit x = B,(t) sich also 
auf eine Curve reducirt. 

Anmerkung. Dies ist die von Lipschitz gemachte Annahme. 
Es ist damit nicht gesagt, dass die partiellen Derivirten: 


Also: 


Oo: Om a. OPn 


Oa,’ Om? OX, 





existiren mtissten. Vielmehr kénnen diese beliebig viel Singularitiaten 


= 2 
von der Art haben, wie sin ; fir «= 0. 


Seien 2, =f, (4), Y= /,(t) zwei Functionen 6,(¢); nach Voraus- 
setzung ist: 


git, a) — lt, X») 
m(etsaates) <p 


m (p(t, &,) — p(t, a)) <p. m(x, — 2). 


Nun ist nach 2. 2): 
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cd m(ax,—2_) < m (f,’ () — fy (®) 
< m (fi, (t) — p(t, 2)) + m(fy (®) — w(t, 22)) 
+m (v(t, 2,) — w(t, %»)) 
<2h+p-m(2,—2,). 
Setzt man m(x,—2z,) = y, so gilt fiir y: 


Y <2h+p-y; (yi =0. 
Definirt man nun y, durch die Gleichung: 

“vs =2h+p-H3 (Yim =O 
so ist sicher y < y, fiir jedes ¢- Nun kann man aber die Gleichung 
durch die Function y, = =. (ee) —1) befriedigen. Also ist sicher: 


2h 


y = M(2,— 2p) <3 = (er?) — 1). 


Die simmilichen Curven z = sa — also in einer Rohre, 
deren Durchmesser iiberall kleiner ist als  (ent- *—1). Wird h unend- 


lich klein, so schrumpft diese Réhre in ‘a Curve zusammen, es wird 
“,=2,. Hs ist also nur eine einzige Curve «= £,(¢) vorhanden, 
das Integral ist eindeutig bestimmt (s. Fig. 3). 

Bemerkung zu 10. Dass die in 10. eingefiihrte Bedingung aber 
nur hinreichend und nicht nothwendig ist, zeigt Peano an folgendem 
Beispiel: 

dx 
dep = P(@) 
xz eine reelle Zahl. g sei im Intervail z=—a bis x= 5b stetig und 


von Null verschieden (g behilt also immer dasselbe Vorzeichen). Man 
setze nun: 


"de dx da 
tf fe =a, Wtf b, vt fig-! 


So ist ¢ eine Function von x, welche jeden Werth nur einmal annimmt 
und fiir z= x, gleich ¢, ist. Also ist auch x eine eindeutig bestimm- 
bare Function von ¢ im Intervall t= a’ bis b’, Anfangswerth fiir 


t=—t,:2—2,, und der Differentialgleichung - = (x) geniigend. 


Dabei braucht iiber m’(x) gar keine Annahme gemacht zu werden. 
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Erklarung der Figuren. 


Fig. 1. Integrale der Gleichung: 


dt “—r 
Anfangswerthe x= 0, t=0, p=0O. gp ist um den Anfangspunkt 
herum endlich, stetig und (wenn man das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel als positiv fixirt) eindeutig. Also lasst sich die Gleichung inte- 


dx (#*-+#— ara)t —t 
i, 


griren, (52) ist hingegen unendlich, also giebt es viele Lésungen: 

1) Das ,,singuliire Integral“: 2 =r —Y~r?—# 

2) Die ,,particuliiren Integrale*: 2 = r —//k?+#—2kt, 0<k<r, 
welche sich von dem singuliren Integral abzweigen. (Fall 2 in Nr. 8). 
Gezeichnet fiir K—=0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9. 
(r ist = 1 gewihlt). 

Sobald «=r wird, so wird g = oo, es hoéren da plétzlich die 
Integrale auf. 

(Nimmt man die Wurzel negativ, so erhilt man als einziges Inte- 
gral: 2 =r — Yr? — #). 

Fig. 2. Integrale der Gleichung: 

dz _ 42.8 
dt —s awt® +t? 
Anfangswerthe = 0, ¢=0, gp =0 (denn 2?+ t## > m2z?*), p um 
den Anfangspunkt herum endlich, stetig, eindeutig. (5%),— 0. 
Das ,,allgemeine Integral“ ist: 


(e+crPece’+H. 
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Also fiir den gegebenen Anfangswerth: 
a=ce—Ve+# oder: Ye?+t#—e, ¢ positiv. 

In der Figur ist: c = 0 (Parabeln a= +-7*); c = 0, 2; 0,5; 1,0; 2,5 
und ¢ = oo (Gerade x=). Alle die die Integrale repriisentirenden 
Curven beriihren die Axe im Anfangspunkt. (Fall 1 in Nr. 8). 

Fig. 3. (Der Masstab dieser Figur ist doppelt so gross, wie der 
der beiden andern). 

Integral der Gleichung: 


ai +) 
Anfangswerthe: =0, t=0, p=1. 
x = (1—#).are siné. 

Das Continuum der Curven 2 = £,(¢), wird begrenzt durch zwei 
Curven, welche die Integrale der Gleichungen a y(t, Ba) +h dar- 
stellen, d. h. durch: 

xv = (1—?). are sin ¢ +h. (1—?#). lg (1—2). 

In der Figur ist der Bereich der §, fir h = 0,1 weit-, und fir 
h = 0,05 eng-schraffirt. Fiir ¢ = 1 wird mg = o, nur fir¢=—1, c=0 
ist m unbestimmt. In Folge dessen endigen alle Curven im Werthe 
¢= 1, tiber welchen hinaus sich das Integral nicht fortsefzen lisst. 
Da aber zufallig fir ¢—1, 2 den Werth Null hat, so wird = fiir 
¢ = 1 nicht unendlich. 

Betrachtet man nur den Bereich x =O bis 0,5; ¢ = 0 bis 0,5: 
Der grésste Werth, den gp annimmt, ist 1/— 1, also _ T. Der 


grésste Werth von o in dem Bereich ist p = 2. Auf der Figur ist der 


in 5. beschriebene ,, Kegel' abgebildet fiir den Werth h = 0,1; ebenso 
fiir dasselbe h die ,,Réhre‘ von Nr. 10. Der ,, Kegel“ wird gebildet 
aus den beiden Geraden: 
g=+11.¢, (L—Il+h—1]1); 
die ,,Réhre“ aus den beiden Curven: 
x = (1—?).aresiné-+ 0,1 .(e*—1). 


Hinweis auf Peano’s Abhandlung Math. Ann. Bd. 37. 1890. 
Einleitung. Vgl. § a, wo die Zeichen des Logikkalkils erklirt 
werden. 
1. Peano reducirt das Problem p, 203 erst auf einen Specialfall, 
was mir um so weniger nothwendig erschien, als P. selber die Beweise 
oft ganz unabhingig von dieser Specialisirung fihrt. 
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2. Vgl. § b speciell 24 und 28. In der interessanten Abhandlung: 
» Integration par séries des équations différentielles lineaires‘‘ Math. 
Ann. Bd. 32, p. 450 behandelt Peano die complexen Zahlen ausfiihr- 
licher. Die manchmal recht niitzliche Formel 3) (siehe 5.) hat 
Peano nicht. 

In § ¢ und § e’ finden sich im Wesentlichen nur Gegenstiinde von 
mehr logischem Interesse behandelt. Die Definition der allgemeinsten 
Abbildung, Umkehrung (das Zeichen m § c, 4.), die Definition von 
»gleichmiissig stetig’ in logischen Zeichen (§ c’, 2) sind hier gegeben. 

§§ d und e beginnen den eigentlichen Beweis des Satzes (s, unten). 

3. und 4. Peano betrachtet im allgemeinen die Functionen £;, (¢) 
nicht in ihrem ganzen Verlauf, sondern nur in ihren einzelnen Punkten. 
Er definirt: 

§1, 1. B(&,¢,, 2): Gesammtheit der Abbildungen des Intervalls 
t, bis ¢, auf Complexe mn‘ Ordnung, welche die Gleichung mit der 
Auniherung h befriedigen. 

§ 1,2. B(a, t, ¢,, h): Gesammtheit der Werthe /(¢,), wenn 
f(t) ein B, ist, welches fiir ¢ = ¢, den Werth x, hat. 

§ 2 enthalt den Existenzbeweis, von welchem der meinige unter 4. 
nicht weiter abweicht. 


5. Vgl. §3, 7. Beweis stiitzt sich auf den Hiilfssatz § 3, 1. Ich 
meine diesen Umweg durch Anwendung der Ungleichung 2. 3) ver- 
mieden zu haben. 


6. Vygl. §3, 9. wo zu bemerken ist, dass k beliebig klein ist. 
Ferner siehe §d, wo der Begriff der ,,abgeschlossenen“' Punktmenge 
nach Cantor eingefiihrt wird. Da ich bei meiner Art des Beweises 
wiinschte, gleich den ganzen Ver- 
lauf der 6, im Auge zu behalten, so 
musste ich in 6. naturgemiiss einen [Fant 
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etwas andern Weg einschlagen als 

ee > fie 

Peano, welcher die einzelnen Punkte a LZ 
bd “ a7 xv 

betrachtet. In den von mir ge- —/s | 


B,— 
brauchten Zeichen geschrieben, hat 
der Beweis § 3, 9., der sich mit dem 
meinigen nicht direct vergleichen = 
lasst, folgenden Gang: Sei /(¢,;) = 2, 
p(t,, 2,)==a. Man bestimme einen nahe bei ¢, gelegenen Werth ¢, und 
eine kleine Zahl p so, dass fiir alle Aé und Az, wenn nur: 


Aisi, — 4, mO&x2 <p 
gilt: m{ p(t, + At, a, + Ax) — w(t, %,)} <;k, & beliebig klein 
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Dann giebt es einen Punkt z,, ¢, welcher sich einerseits mit 2, , ¢, 
durch ein £4, verbinden lisst, und andererseits auf einer durch den 
Anfangspunkt gehenden Curve f, liegt. (Und zwar nimmt dies §, fiir 
t, einen Werth «,’ an, der vom 2, um weniger als she (t, —t,) ver- 
schieden ist). Damit ist gezeigt, dass 2,, ¢, auf einem durch den 
Anfangspunkt gehenden £,,, liegt. 

7. Vgl. § e, 9. und 11. § 4 imsbesondere 4. 18. 19. 20. § 6, 
7. (8) und 9(10). § 7, 13. 14. (15). Da immer nur einzelne Punkte 
betrachtet sind, so ergiebt der Grenziibergang § e (den ich sonst ganz 
ebenso gemacht habe) nicht eine Curvenschaar, sondern im allgemeinen 
ein Continuum von héherer Dimension (§ 4) und es muss daher erst 
ausfiihrlich nachgewiesen werden (§ 6 und § 7), dass innerhalb dieses 
Continuums (und zwar nur hier) Integrale verlaufen, Uebrigens bemerkt 
man bei einigem Nachdenken leicht, dass Peano seine guten Griinde 
zu diesem Verfahren hat, zumal man auch bei der Form, die ich dem 
Beweise gab, schliesslich doch die einzelnen Punkte der Curven in 
Betracht ziehen muss (vgl. die Anmerkung zu 7.). 

8. Von Peano nicht ausgesprochen, 

9. Vgl. § 6. Beweis allerdings anders. 

10. § 5. Zur Bemerkung: § 8, p. 228. (Uebrigens ist dieser 
Beweis im wesentlichen noch der von Cauchy und Lipschitz gelieferte). 

Beispiele. Vegl. § 8. 

















Zur projectiven Geometrie. 
Von 


WivueLtm Kiniine in Minster i./W. 


Die zwei kleinen und einfachen Beitriige, welche ich hier zu ver- 
Offentlichen mir gestatte, betreffen beide die projective Geometrie, ohne 
im iibrigen mit einander in Beziehung zu stehen. Der erste Paragraph 
beantwortet die Frage, wie viel Punkte in einem projectiven Raume 
denselben Werthen der Coordinaten zugeordnet werden kénnen; in § 2 
gebe ich einen Weg an, der neben dem von Herrn Klein mitgetheilten 
geeignet ist, von der Projectivitiéit zur Metrik zu fiihren. 

Um die Lage eines Punktes in einem projectiven Raume von n 
Dimensionen zu bestimmen, wihit man »-+ 1 endliche Gréssen 
Xo, L, ... %, und ordnet jedem Punkte ein festes Verhiltniss von je 
zwei dieser Gréssen zu. Meistens denkt man auch umgekehrt durch 
die Verhiiltnisse der »+ 1 Grdéssen einen einzigen Punkt bestimmt, 
was offenbar gestattet ist. Dagegen ist bisher die Frage nicht beant- 
wortet, ob eine derartige Zuordnung nothwendig ist oder ob man dem- 
selben Werthsystem mehrere Punkte zuordnen darf. Und doch ist die 
Beantwortung dieser Frage nicht ohne Bedeutung. Wie schon friiher 
vielfach anerkannt war, jetzt aber in Folge der Berechtigung der 
Clifford-Klein’schen Raumformen unmittelbar einleuchtet, ist es nicht 
gestattet, den Raum als Ganzes von vorn herein der Untersuchung zu 
unterziehen, sondern man muss zunichst von einem allseitig begrenzten 
Bereiche ausgehen, dessen Gesetze entwickeln, und auf diese gestiitzt, 
die Art der unbegrenzten Fortsetzung untersuchen. Will man aber 
bei einer projectiven Raumform betrefis des letzten Punktes in’s Reine 
kommen, sO muss man wissen, wie viel Punkte zu gleichen Werthen 
der Coordinaten gehéren. 

Die Antwort lautet verschieden nach der Zahl der Dimensionen: 
in einer eindimensionalen Raumform kann demselben Verhiiltniss 2, : x) 
jede beliebige Zahl von discreten Punkten zugeordnet werden, aber bei 
zwei und mehr Dimensionen kénnen zu jedem Werthsystem der Coordi- 
naten héchstens zwei Punkte gehéren. Soweit ich die Literatur kenne, 
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diirfte der erste Theil des Satzes bereits bekannt sein; dagegen scheint 
man, soweit man iiberhaupt an eine derartige Frage gedacht hat, viel- 
fach das fiir eine Dimension gefundene Resultat als allgemein giiltig 
angenommen zu haben. 

Der Beweis fiir die beiden Behauptungen kann schon in einigen 
gelegentlich von mir gemachten Bemerkungen gefunden werden; ich 
habe aber geglaubt, ihn hier in voller Ausfiihrlichkeit mittheilen zu 
sollen, da ich dort metrische Beziehungen benutzt habe und der Leser 
vielleicht nicht unmittelbar erkennt, dass sie nur den Ausdruck be- 
treffen, dem Wesen aber durchaus fremd sind. — 

Um zu den Mannigfaltigkeiten constanter Kriimmung zu gelangen, 
stellt Herr Klein im sechsten Bande der Annalen (8. 127) folgende 
Forderungen auf: 

1) Man entwickle die projectivische Behandlungsweise einer Mannig- 
faltigkeit von beliebig vielen Dimensionen, im Anschluss daran den Be- 
griff algebraischer Gebilde und complexer Elemente. 

2) Man griinde auf ein Gebilde, welches durch eine quadratische 
Gleichung (von nicht verschwindender Determinanfe) zwischen den 
projectivischen Coordinaten dargestellt wird, die Cayley’sche Mass- 
bestimmung. 

3) Man beschriinke sich auf die Betrachtung quadratischer Glei- 
chungen mit reellen Coefficienten und untersuche, welche besondern 
Eigenschaften die auf eine solche Gleichung gegriindete Massbestimmung 
besitzt je nach der Art der gegebenen Gleichung. 

Hierbei sind diejenigen (n — 1)-dimensionalen Gebilde zweiten 
Grades auszuschliessen, welche reelle Gerade oder Ebenen euthalten, 
und um zu den parabolischen Raumformen zu gelangen, hat man einen 
Weg einzuschlagen, der bereits im vierten Bande (S. 611—615) von 
Hrn. Klein angegeben war. 

Im zweiten Bande seines im Anschluss an Clebsch’s Vorlesungen 
bearbeiteten Lehrbuches der Geometrie (S. 470) fiihrt Hr. Lindemann 
direct die unendlich fernen Gebilde ein, zeigt, dass sie vom ersten oder 
zweiten Grade sein miissen, und griindet hierauf die Metrik. Dieser 
Weg ist jedoch, wie mir scheint, nicht frei von Bedenken. Wenn 
zudem: das unendlich ferne Gebilde vom ersten Grade ist, so miissen 
noch weitere Forderungen gestellt werden, um die Metrik begriinden 
zu kénnen. 

Jedenfalls diirfte die Mittheilung eines neuen Weges, welcher 
geeignet ist, von der Projectivitét zur Metrik zu fiihren, einiges 
Interesse beanspruchen, wofern er nur rein auf projectivem Gebiete 
bleibt und die Messung (und damit die starre Bewegung) nicht benutzt. 
Nach dieser Richtung hin wird man, wie ich glaube, der mitzutheilenden 
Methode keinen Vorwurf machen kénnen; sie hat aber noch den be- 
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sonderen Vorzug, dass sie nur zu den Riiumen constanter Kriimmung 
oder wie ich gern sage, zu den eigentlichen Raumformen fiihrt, also 
fiir das Quadrat des Linienelementes eine bestiindig positive quadratische 
Form der Differentiale und fiir das Kriimmungsmass einen constanten 
Werth liefert. Wir wollen das Princip fiir den dreidimensionalen Raum 
aussprechen. 

Die projectiven Umgestaltungen eines solchen Raumes bilden eine 
15-gliedrige Gruppe, deren Transformationen gestatten, jeden Punkt, 
jede Gerade und jede Ebene in Beziehung zu jedem wh a8 Punkte, 
jeder andern Geraden und Ebene zu setzen. Hs muss demnach als 
eine wesentliche Eigenschaft der projectiven Transformationen be- 
trachtet werden, dass sie nicht nur gestatten, jeden Punkt in jeden 
andern, sondern auch jede Gerade in jede andere Gerade, jede Ebene 
in jede andere Ebene zu transformiren, Will man demnach die Ge- 
sammtheit der projectiven Transformationen beschriinken, so liegt 
nichts niiher, als die Forderung bestehen zu lassen, dass wenigstens 
fiir einen gewissen Bereich alle Punkte, Geraden und Ebenen in ein- 
auder transformirt werden kénnen; man kann somit nach der kleinsten 
projectiven Gruppe fragen, welche im Stande ist, dieser Forderung zu 
geniigen. Dabei tritt die merkwiirdige Vereinfachung ein, dass man 
sich auf die Ebenen beschriinken darf, dass man also nur die Forderung 
zu stellen braucht: Von der allgemeinen projectiven Gruppe des drei- 
dimensionalen Raumes soll die kleinste Untergruppe gesucht werden, 
welche im Stande ist, eine Ebene in jede andere zu transformiren, die 
mit ihr in einem festgewahlten Bereiche liegt. 

Um zur Metrik zu gelangen, darf man demnach folgenden Weg 
einschlagen: 

1) Nachdem die allgemeinen Begriffe von Fliiche, Linie und Punkt 
entwickelt sind, setze man die Geraden und Ebenen axiomatisch als 
Systeme von Linien und Flichen voraus, welche der Forderung ge- 
niigen, dass a) durch je zwei Punkte eine einzige Linie des Systems 
geht, und dass b) durch jede Linie des Systems und einen jeden ausser 
ihr gelegenen Punkt eine einzige Fliche des Systems geht. Hieraus 
leite man die Gesetze der Projectivitét her, namentlich entwickle man 
die gebriiuchlichen Coordinaten und die allgemeine projective Trans- 
formationsgruppe. 

2) Darauf wihle man einen Punkt, betrachte alle Ebenen, welche 
in seiner Umgebung liegen, und bestimme die kleinste projective 
Gruppe, deren Transformationen im Stande sind, eine derartige Ebene 
in jede andere soleche Ebene tiberzufiihren. Hierdurch gelangt man 
zur Metrik, und zwar zu den Raumformen positiver, verschwindender 
und negativer Kriimmung. In der Darstellung der Untergruppe tritt 
namlich eine willkiirliche Constante auf; ihr Verschwinden liefert die 
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parabolische, ein positiver Werth die elliptische, ein negativer die 
hyperbolische Geometrie. 

Wie bereits von den verschiedensten Seiten hervorgehoben ist, 
diirfte es am Besten sein, auch die erste Forderung zunichst auf ein 
fest begrenztes Gebiet zu beschriinken. Statt die kleinste Untergruppe 
zu suchen, welche der zweiten Forderung geniigt, kann man auch 
manche andere Beschrinkung einfiihren. Indessen. gehen wir darauf 
nicht niher ein. 

In einer projectiven Raumform von n Dimensionen giebt es ausser 
den geraden Linien Ebenen von 2, 3... ”—41 Dimensionen. Die 
Gesammtheit der projectiven Transformationen ist im Stande, jede 
Ebene in irgend eine andere iiberzufiihren, wofern beide nur gleich- 
viel Dimensionen haben. Wir kénnen also nach der kleinsten Unter- 
gruppe fragen, bei welcher diese Eigenschaft wenigstens solange be- 
steht, als man innerhalb eines gewissen Bereiches bleibt. Zu dem 
Zwecke geniigt es aber schon, dass die (n —- 1)-dimensionalen Ebenen 
in der bezeichneten Weise auf einander bezogen werden kénnen. Auch 
hier enthilé die kleinste Untergruppe, die dieser Forderung geniigt, 
noch eine willkiirliche Constante; jenachdem diese positiv, Null oder 
negativ ist, bekommt man ein positives, verschwindendes oder negatives 
Kriimmungsmass. 

Dieser Satz erleidet nur eine Ausnahme fiir » = 2, wo noch eine 
bekannte, bereits von Herrn von Helmholtz aus mechanischen Prin- 
cipien hergeleitete Méglichkeit besteht, Fir die projective Geometrie 
ist diese Ausnahme um so weniger von Belang, da fiir den Aufbau 
der Projectivitiit die Zahl der Dimensionen mindestens gleich drei 
vorausgesetzt werden muss; indessen ndthigt uns das eingeschlagene 
Beweisverfahren , auch diese Ausnahme zu beriicksichtigen. 

Was den Beweis betrifft, so gestaltet sich derselbe besonders ein- 
fach, wenn man gewisse Siitze benutzen will, die Herr Lie tiber pro- 
jective Gruppen bewiesen hat. Nameutlich hat dieser Gelehrte schon 
vor lingerer Zeit die projectiven Gruppen der Ebene vollstiindig und 
die des dreidimensionalen Raumes der Hauptsache nach mitgetheilt; 
auch findet man in seinen Arbeiten zahlreiche Bemerkungen, die es 
ausser Zweifel setzen, dass er entsprechende Theoreme fiir jede Zahl 
von Dimensionen kennt, wie sie der Eintheilung der projectiven Gruppen 
des dreidimensionalen Raumes zu Grunde liegen. Demunach diirfen 
wir annehmen, dass der dritte Band seines grossen Werkes eine ein- 
gehende Behandlung der projectiven Gruppen bringen wird, die es 
erméglicht, den Beweis unseres Satzes ohne jede Rechnung fast un- 
mittelbar abzulesen. In der That zeigt ein Blick auf die im zehnten 
Bande des norwegischen Archivs S. 108 und 109 angegebenen Gruppen, 
dass fiir die Ebene zweigliedrige Gruppen der gestellten Forderung 
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nicht geniigen, und dass von dreigliedrigen Gruppen nur diejenigen 
in Betracht kommen, bei denen zwei Schaaren von geraden Linien in 
sich verbleiben, wobei es nur nothwendig ist, die beiden Schaaren als 
coujugirt complex vorauszusetzen. Indessen glaube ich mich auf diesen 
Hinweis beschriinken zu sollen. Schon der Umstand, dass Hr. Lie 
die fraglichen Siitze meines Wissens nur in seinem Archiv verdffent- 
licht hat, das nicht jedem Leser zugiinglich sein diirfte, lisst es an- 
gwemessen erscheinen, einen Beweis mitzutheilen, der nur die ersten 
Elemente aus der Theorie der Transformationsgruppen benutzt, indem 
er sich ausschliesslich auf den Satz stiitzt, dass in einer Gruppe, 
welche zwei infinitesimale Transformationen enthilt, auch nothwendig 
die durch die Combination beider erhaltene Transformation vorkommt, 
Leider ist bei diesem Wege eine gewisse Breite nicht zu vermeiden. 

Zum Schlusse will ich noch bemerken, dass man die (mn — 1)-di- 
mensionalen Ebenen fiir unsern Zweck auch durch Ebenen von weniger 
Dimensionen und durch gerade Linien ersetzen kann. Speciell kann 
man sagen: Die kleinste projective Untergruppe des dreidimensionalen 
Raumes, die es ermdglicht, alle Geraden in der Umgebung eines 
gewissen Punktes in einander iiberzufiihren, liefert die Transforma- 
tionen, durch welche die Bewegung eines Euklidischen oder Lo- 
batschewsky’schen oder Riemann’schen Raumes beschrieben wird. Auf 
dev Beweis dieser Behauptung glaube ich jedoch nicht niher eingehen 
zu sollen. 


$1. 
Wie viel Punkte lassen sich denselben Coordinatenwerthen zuordnen? 


A. Den einzelnen Punkten einer eindimensionalen Raumform 
kann man stetig Zahlen x in der Weise zuordnen, dass jede projective 
Umgestaltung durch eine gebrochene lineare Function von 2 in der 
Form 

, xx+A 
(1) 7 : 
dargestellt wird. Soll auch diese Umgestaltung stetig erfolgen, so 
lasse man das System x, A, uw, v aus dem System 1, 0, 0, 1 durch 
eine stetige Verinderung hervorgehen, ohne dass die Determinante 
xv -—Aw jemals verschwindet. Man kann etwa die Coefficienten 
x, 4, w, v von einer veriinderlichen Grésse ¢ abhiingig machen und 
festsetzen, dass sie fiir ¢—0O die Werthe 1, 0, 0, 1 annehmen. 
Hiernach kann man jede projective Umgestaltung aus infinitesimalen 
Transformationen erhalten, vermittelst deren die unendlich kleine 
Aenderung dx von x bei passender Wahl dreier constanter Gréssen 
a, b, e durch die Gleichung dargestellt wird: 
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(2) da = (a+ ba + cx’) bt,—7 
welche fiir ean t iibergeht in: 
(2*) 0—& = — (c+ DE + a&?) OF. 


Mindestens einer der Quotienten dx”: 0¢ und d&:d¢ ist somit bei 
jeder Wahl der Constanten a, b, ¢ fiir jeden Werth » eindeutig und 
endlich. 

Jetzt setze man die Grésse 2 in Beziehung zu einer Grosse y 
durch die Gleichung: 
(3) a= tgs, 
wo k eine constante Grésse bezeichnet, die etwa gleich Eins gesetzt 
werden kann. Dann entspricht jedem endlichen reellen Werthe von y 
ein einziger Werth von 2; dagegen gehéren zu jedem Werthe von « 
unendlich viele Werthe von y, die sich um beliebige Vielfache von 
2k unterscheiden. Zugleich wird 


(4) dy =k| (a+) +bsin¥ + (a—e) cos 4] dt, 


so dass zu jedem reellen endlichen Werthe von y ein reeller endlicher 
Werth des Quotienten dy: d¢ gehért, der sich nicht iindert, wenn 
man y um beliebige Vielfache von 2ka vermehrt oder vermindert. 
Setzt man also: ; 
t= tg 5, x = tg y., f= ae 

lisst die Coefficienten x, 4, wu, v in der angegebenen Weise sich 
stetig indern und gestattet auch nur stetige Aenderungen von y’, so 
erméglichen diese drei Gleichungen, jedem reellen Werthe von y einen 
einzigen reellen endlichen Werth y’ zuzuordnen. Wenn hierbei y in 
y ibergefiihrt wird, so geht auch y + 2kva in y’ + 2kyz fiir den- 
selben ganzzahligen Werth von v iiber; Werthe, die sich nur um be- 
liebige Vielfache von 2kz unterscheiden, erleiden gleiche Veriinderungen. 
Die Zuordnung (3) hort fiir keinen Werth von x auf, eindeutig und 
stetig zu sein, wofern die Coefficienten x, 4, w, v nur stets den an- 
gegebenen Bedingungen geniigen. 

Die Werthe y ordnen wir stetig den Punkten einer Linie zu. 
Wir legen zuerst eine einfach unendliche Linie ZL ohne Doppelpunkte 
und Spitzen zu Grunde, messen die Lange des Bogens, der von einem 
festen Punkte A und dem zu bestimmenden Punkte P begrenzt wird, 
und bezeichnen sie mit y, indem wir sie nach der einen Seite hin 
als positiv, nach der andern als negativ voraussetzen. Dadurch wird 
jedem Werthe y ein einziger Punkt der Linie Z und jedem Puakte 
von ZL ein einziger Werth y zugeordnet. 

An zweiter Stelle nimmt man eine geschlossene Linie M vom 
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Umfange 2mkxz, wo m irgend eine ganze Zahl ist; auch hier mégen 
Doppel- und Riickkehrpunkte ausgeschlossen sein. Wieder gehen wir 
von einem festen Punkte in der Linie nach einer bestimmten Richtung 
voran und bezeichnen die Linge des zuriickgelegten Weges mit y. 
Fiir die Liinge 2mka kommen wir zum Ausgangspunkte y= 0 zuriick; 
iiberhaupt stellen alle Werthe von y, die sich nur um Vielfache von 
2mkzx unterscheiden, denselben Punkt dar, 

Im ersten Falle, wo jedem Punkte der Linie ein einziger Werth 
y entspricht, sind jedem Werthe von 2 unendlich viele Punkte der 
Linie LZ zugeordnet. Ist x ein bestimmter Werth, so wollen wir von 
einem Punkte ausgehen, der ihm zugeordnet ist und ihn mit P(x), 
bezeichnen. Indem wir w in der angegebenen Weise veriindern, bis 
wir nach Zurticklegung aller reeller Werthe zu dem Anfangswerthe 
zuriickkehren, wird der Punkt P(x), nicht wieder in seine Anfangs- 
lage gelangen; gehért zu P(x), der Werth y, so entspricht der neuen 
Lage des Punktes der Werth y+ 2ha oder y—2ka; den zu dem 
ersten dieser beiden Werthe zugeordneten Punkt wollen wir mit P(2),, 
den andern mit P(x)_, bezeichnen. Hat die angegebene Umformung 
den Punkt P(x), in P(x), tibergefiihrt, so wird zugleich P(x), in 
eine neue Lage P(x), u. s. w., tiberhaupt der Punkt P(x), auf den 
Punkt P(x),41 gebracht, wo dem Punkte P(x), die Zahl y + 2vka 
zugeordnet ist. 

In der geschlossenen Linie M gehéren zu jedem Punkte unendlich 
viele Werthe von y; ist y, einer unter ihnen, so werden alle iibrigen 
erhalten, indem man die Grésse 2mkz beliebig oft zu y, addirt oder 
von ¥, subtrahirt. Dagegen stellen die Werthe y,, y, +2ka,... 
Yo + 2(m — 1) ka verschiedene Punkte dar. Somit gehéren zu jedem 
Werthe x genau m verschiedene Punkte der Linie; ist P(x), einer 
derselben, so kénnen die andern der Reihe nach mit P(x),, P(«),... 
P(x)m-1 bezeichnet werden, so dass diejenige projective Umgestaltung, 
die den Punkt P(x), in P(x), tiberfiihrt, zugleich den Punkt P(x), 
nach P(x),,..- P(x), nach P(%)41,... P(#)m—1 nach P(x), bringt. 
Man kann die Linie auch so in sich bewegen, dass P(x), zuerst nach 
P(2)m—1, dann nach P(%),-2 u.s. w. gelangt. 

Hiernach kann man jedem Werthe « beliebig viele Punkte einer 
Linie zuordnen, Wird die Variabele « durch irgend eine gebrochene 
lineare Function transformirt, so wird auch die Linie in sich trans- 
formirt; die Veriinderung von x weist auch jedem Punkte der Linie 
eine ganz bestimmte Bewegung zu, wobei solche Punkte, die dem- 
selben Werthe der Variabeln entsprechen, jedesmal in gleicher Weise 
bewegt werden. 

Da es sich nur darum handelte zu zeigen, dass den Werthen x 
in der angegebenen Weise Punkte einer Linie zugeordnet werden 
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kénnen, war es gestattet, die Hiilfsgrésse y als Liinge vorauszusetzen. 
Indessen ist eine solche Annahme keineswegs nothwendig. Im ersten 
Falle, wo wir die unendliche Linie Z benutzten, kam es nur darauf 
an, jedem reellen endlichen Werthe von y einen einzigen Punkt und 
umgekehrt jedem Punkte einen einzigen Werth von y zuzuordnen. 
Das kann auf mancherlei andere Weise geschehen und macht es nicht 
einmal nothwendig, die Linie ZL als unendlich vorauszusetzen. Im 
zweiten Falle, wo wir die geschlossene Linie M benutzt haben, musste 
die Variabele y den Punkten stetig so zugeordnet werden, dass 1) zu 
jedem Werthe von y ein einziger Punkt gehért, und dass 2) allen 
Werthen von y, die sich nur um Vielfache von 2mkaz unterscheiden 
und nur diesen, derselbe Punkt entspricht. Auch diesen Forderungen 
kann man geniigen, ohne die Groésse y als Masszahl der Liinge an- 
zunehmen. 

B. In einer zweidimensionalen Raumform seien 2%, 2,, 2 die 
homogenen Coordinaten. Sieht man von den Punkten der Geraden 
2, = 0 ab, so kann man die Punkte durch zwei Gréssen x(= 2, : x) 
und y(=—4,:2%,) bestimmen. Bei Benutzung dieser Gréssen werden 
die projectiven Umgestaltungen durch gebrochene lineare Functionen 
mit gemeinschaftlichem Nenner dargestellt. Wir untersuchen, wie viel 
Punkte wir jedem einzelnen Werthsystem (2, y) zuordnen kénnen. 

Zu dem Zwecke beachten wir, dass ein geradliniger Weg uns 
von einem Punkte P(x, y),, der zum Werthsystem (a, y) gehdrt, zu 
allen weiteren Punkten P(x, y),, P(x, y),... fiihren muss, die dem- 
selben Werthsystem zugeordnet sind. Man denke nimlich irgend eine 
Linie verzeichnet, welche die Punkte P(x, y), und P(x, y), verbindet, 
und zeige, dass sie durch eine gerade Linie ersetzt werden kann. 
Das ist unmittelbar klar, wenn man annimmt, dass durch zwei Punkte, 
die nicht zu demselben Werthsystem gehéren, eine gerade Linie gelegt 
werden kann. Will man diese Annahme nicht machen, so muss man 
doch mindestens die Méglichkeit, dass fiir ein beschriinktes Gebiet 
durch je zwei Punkte eine gerade Linie geht, zulassen, und kann 
daraus auf eine unbegrenzte Erweiterung des Gebietes schliessen. Zu- 
dem wiirden unter der Annahme, dass keine geradlinige Verbindung 
der Punkte P(x,y), und P(#,y), méglich sei, jeder Gleichung 
ay + by +¢=O0 getrennte Linien geniigen; es gibe dann iiberhaupt 
keinen Uebergang von der einen zur andern Linie; man erhielte also 
nicht eine einzige Raumform, sondern getrennte Gebilde, von denen 
jedes als Raumform betrachtet werden kann. 

Jetzt denke man eine gerade Linie in sich verschoben; dann lisst 
sich durch passende Wahl der Marken erreichen, dass man vom Puukte 
P(x, y)) zu P(x, y),, von dazu P(x, y), u.s. w. gelangt. Kehrt man 
hierbei nicht wieder zum Punkte P(x, y)) zuriick, so sind jedem 
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Werthsysteme (x,y) unendlich viele Punkte zugeordnet; wenn man 
aber vom Punkte P(x, y)m-1 wieder zum Punkte P(x, y), zurtck- 
gelangt, so entsprechen jedem Werthsystem genau m verschiedene 
Punkte. Um hieriiber eine Entscheidung treffen zu kénnen, ist es 
natiirlich nicht gestattet, die Gerade fiir sich zu betrachten; man muss 
vielmehr eine projective Umgestaltung der Ebene untersuchen, bei der 
eine Gerade in sich verschoben wird. 

Am einfachsten ist es anzunelimen, dass ein Punkt, der der Geraden 
nicht angehért, in Ruhe gehalten werde. Wir gehen also von drei 
Punkten A,, A,, A, aus, die nicht in gerader Linie liegen, legen 
durch die beiden ersten eine gerade Linie und untersuchen eine stetige 
projective Umgestaltung der Ebene, bei welcher der Punkt A, in 
Ruhe bleibt und die Gerade A,A, in sich bewegt wird, ohne dass 
einer ihrer Punkte in Ruhe gehalten wird. 

Um die Untersuchung zu erleichtern, wihlen wir die drei Punkte 
so, dass in den drei Strecken A,A,, A,A, und A, A, keine zwei 
Punkte liegen, die zu demselben Werthsysteme gehéren. Zu dem 
Ende setze man etwa fest, der Umfang des Dreiecks werde von der 
Geraden x, = 0 nicht geschnitten; denn hierdurch schliesst man das 
Werthsystem x = yoo von vorn herein aus; man kann aber von 
einem Punkte einer Geraden aus auf ihr erst dann zu einem zweiten 
Punkte gelangen, der denselben Coordinatenwerthen entspricht, nach- 
dem man alle der Gleichung der Geraden geniigenden Werthsysteme 
durchlaufen hat. 

Hiernach seien die Gleichungen der drei Geraden A,A,, A, A,, 
A, A 3° 

ac+by+e =—0, 
(5) a,“ + by +e, =0, 

a,% + bsy + ¢, = 0. 

Man setze: 
(6) _ aye + bby +c oo + bey + Ce 
gx + Dy + Cs’ g& + bgy + Cs’ 

und nehme die Transformation vor: 
(7) f=Ecosp—ysing, yn —Esing +7 cosg, 
welche den gestellten Anforderungen geniigt, wofern man g von Null 
an stetig wachsen lisst. 

Sobald bei diesem Verlauf die Grésse m den Werth 227 erhiilt, 
werden die Variabeln & und y, und damit auch die Coordinaten x und 
y ihre Anfangswerthe wieder erhalten. Da aber der Punkt A, in 
Ruhe geblieben ist, kehrt in jeder Geraden, die von diesem Punkte 
ausgeht, jeder Punkt in seine Anfangslage zuriick, Fiir pg = 2” deckt 
also jeder Punkt der Ebene denselben Ort, den er fiir m = O einnimmt. 
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Will man den Beweis weiter ausfiihren, so beachte man, dass der 





. ° > ) f 7 P 
Punkt A, die Coordinaten # = (| y — () und der Punkt A, die 
. (ayb_)? 7 (ay by) i 
Coordinaten a = {") | y — (2% 


2 y= ) hat. Um die Lage zu finden, die 
(dz bs) (az bs) mi 

der Pankt A, fir g —2z einnimmt, fiihre man das erste Werth- 
system stetig so in das zweite iiber, dass auch fiir die Zwischenwerthe 
die Bedingung a,x + b,y+c, =O erfiillt ist und dass unendlich 
grosse Werthe von # und y vermieden werden, und erdne den Zwischen- 
werthen Punkte der Seite A,A, zu. Dann muss man den Coordinaten 
x und y fiir (a,b,)x% = (¢,b,), (a.b,)y = (¢,a,) den Punkt A, zuordnen. 
Auf dieselbe Art kann man den Beweis fiir den Punkt A, und darauf 
fiir das Innere des Dreiecks A,A,A, durchfiihren. 

Somit bringt die durch die Gleichung (7) angegebene Transfor- 
mation, wofern man die Hiilfsgrésse mg von Null bis 2a wachsen list, 
jeden Punkt der Linie A,A, in seine Anfangslage zuriick. Fiir die 
Punkte dieser Geraden lassen sich die Coordinaten «, y unter Beriick- 
sichtigang der Gleichung a, + b,y-+¢,—=0 aus dem Verhiltniss 
—:% bestimmen; in ihr gelegene Punkte haben dieselben Coordinaten, 
sobald dies Verhiiltniss denselben Werth hat. Der Quotient & :y wird 
aber nur dann gleich §: 7, wenn die Hiilfsgrésse m gleich einem Viel- 
fachen von z ist. Bezeichnen wir fiir einen Punkt dieser Linie, dessen 
Coordinaten x, y sind, die Anfangslage mit P(x, y), und nennen 
P(x, y), diejenige Lage, die er fiir m — 2 deckt, so muss dieselbe 
Bewegung, die den Punkt P(x, y), nach P(x, y), bringt, den Punkt 
P(x, y), nach P(x, y), tiberfiihren. Wir kénnen also jedem Werthe- 
paar (z, y), wofern es einen Punkt der Linie A, A, bezeichnet, und 
demnach, wie wir oben gesehen haben, iiberhaupt jedem Werthepaar 
in der Ebene héchstens zwei Punkte zuordnen. 


C. Was wir hier fiir die Ebene bewiesen haben, gilt fiir den 
projectiven -dimensionalen Raum bei jeder beliebigen Zahl ». Wenn 
die Punkte P(x),, P(x),, P(w),... zu denselben Verhiiltnissen der 
homogenen Coordinaten gehéren, so muss jede Gerade, die durch 
P(x), hindurehgeht, auch die Punkte P(z),, P(x),... enthalten. 
Demnach hat man nur eine Gerade in sich zu verschieben und zu 
untersuchen, wie oft die in ihr gelegenen Punkte dieselben Coordinaten- 
werthe erhalten haben, nachdem sie in ihre Anfangslage zuriickgekehrt 
sind. Zu dem Zwecke bewegt man eine zweidimensionale Ebene so, 
dass einer ihrer Punkte in Ruhe gehalten und eine ihrer Geraden in 
sich verschoben wird; natiirlich darf kein Punkt dieser Geraden in 
Ruhe bleiben. Die fiir die Ebene durchgefiihrte Untersuchung lisst 
sich also auf jeden mehrdimensionalen Raum iibertragen. So seien im 
dreifach ausgedehnten Raume die homogenen Coordinaten x, 2, 2), 2X; 

















Zur projectiven Geometrie. 579 


x 


x. x. . . 
man setze 7=—, y=, 2 = ;, und betrachte eine Transformation, 
= 0 0 


welche durch die Gleichungen (4)—(6) in Verbindung mit der Glei- 
chung ’ = ¢ bestimmt wird. Dann bleibt die obige Entwicklung und 
damit auch das Resultat ungeiindert. 

D. Es eriibrigt jetzt nur noch der Nachweis, dass es in der That 
gestattet ist, jedem Verhiiltniss (#):a,:-+-:%,) zwei verschiedene 
Punkte zuzuordnen. Da die m+ 1 Grdssen 2, 2,...2%, reell sind 
und es nur auf ihr Verhiltniss ankommt, kann man festsetzen, dass 
sein soll: 

(8) ry +e? +---+ 2? = 1 

Dann kann man jedem Werthsystem, welches der Gleichung (8) geniigt, 

. . . . x, 

einen Punkt zuordnen, so dass zu jedem Werthsystem (2, = . — 
0 “0 

zwei verschiedene Punkte gehéren. Jetzt fiihren wir die unendlich 

kleine Transformation aus: 


0x, 
(9) ‘Tio >: Genta — Le > Ay. Ln XQ fiir a, #,A=0,1...0. 


xa 


Hier betriigt die Anzahl der constanten Coefficienten (n-+-1)?; da 
aber fiir G9 = @;, = +++ =n, jeces Ox, =O wird, so hingen die 
infinitesimalen Transformationen (9) nur von n(m-+ 2) willkiirlichen 
Constanten ab. 


Da die Transformation (9) der Relation geniigt: 
Hy OX) + 1,92, + +++ MnO Ly, =O, 
so bleibt die Bedingung (8) bei jeder Transformation ungeiindert 
Ersetzt man auf der rechten Seite von (9) jedes x, durch — a,, so 
geht dv, in — 0a, tiber; somit bleiben fiir zwei Punkte (a, 2, . ..%n) 
und (— %, —a,--+—2%,) die Verhiiltnisse der n+ 1 Gréssen & 
ungeiindert. Wenn also durch eine aus (9) hergeleitete endliche Trans- 


formation (%) +--+ %,) in (a@ +++ &') tibergeht, so wird zugleich 
(— % +++ — a) in (— a’ +--+ —a,’) umgewandelt. 
x x . 
Setzt man y, = =? eh wird, da man in (9) dy) = 0 
voraussetzen darf, fiir a,x —1---n: 
OY, XOX, — L825 
(10) gp agg DP ax — Yu DF one 


Hier stellt die rechte Seite die allgemeine Form einer infinitesi- 
malen projectiven Transformation dar. Umgekehrt kann man aus (10) 
die Transformation (9) herleiten, wofern man zwischen 2, 2... a 


die Beziehung (8) festsetzt. Die Transformationen (9) und (10) sind 
also identisch. 











; 





) 
1 
i 


580 W. Kiturna. 


E. Es sei gestattet, eine Betrachtung beizufiigen, die sehr ge- 
eignet erscheint, die gewonnenen Resultate zu erliiutern. Wir betrachten 
nur Gebilde des euklidischen Raumes und benutzen Cartesische Coordi- 
naten, bestimmen also die Lage der Punkte einer einzelnen Geraden 
durch den Abstand von einem festen, in ihr gelegenen Punkte. Natiir- 
lich miissen wir die unendlich fernen Punkte als uneigentliche Punkte 
hinzunehmen, wenn wir den Sitzen der Projectivitit allgemeine Giiltig- 
keit sichern wollen. Indem die projective Geometrie dies thut, lisst 
sie gewohnlich die Gerade im Unendlichen geschlossen sein und stellt 
die Sache so dar, als ob bei einer projectiven Umgestaltung ein Punkt 
der Geraden von der einen Seite zur andern durch das Unendlichferne 
hindurch iiberginge. Statt dessen wollen wir hier eine Anschauung 
benutzen, die Herr Veronese fiir einen andern Zweck gebildet hat. 
Wir gehen von mehreren parallelen Geraden aus und nehmen an, der 
Punkt verlasse im Unendlichfernen die eine Gerade und trete auf eine 
andere iiber. Um zu erkennen, nach welcher Seite hin die Verbindung 
hergestellt werden muss, hat man zunichst in jeder Geraden die Lage 
der Punkte in der angegebenen Weise durch Zahlen zu bestimmen. 
Bezeichnet man diese Zahlen mit x, versteht man also unter 2 den 
Abstand des zu bestimmenden Punktes von einem festen Punkte der 
Geraden, so muss der reciproke Werth § von « durch Null hindurch 
von positiven zu negativen Werthen (oder umgekehrt) iibergehen; also 
muss man zwei parallele Gerade in der Weise verbunden denken, dass 
sehr grosse positive Werthe der einen Geraden sich an sehr grosse 
negative Werthe der andern anschliessen. 

Zuvorderst denke man sich in einer Ebene eine unendliche Reihe 
von parallelen Geraden gegeben und bezeichne sie durch G,, indem 
man unter 4 irgend eine positive oder negative ganze Zahl mit Hin- 





eee 8 ___________ schluss der Null versteht. 
- | _ <a Die Anordnung ist so ge- 
ee troffen, dass jedesmal G, 
OE ET ee — zwischen Gj, und Gi; 
( . 4 liegt. Man durchschneidet 
G_y in die parallelenLinien durch 
a ) eine auf ihnen senkrecht 
_ o 1 gtehende Gerade, wihlt 
Fig. 1. 


den Fusspunkt dieser 
Senkrechten in jeder Geraden als Anfangspunkt der Messung (# = 0), 
nimmt die Laingeneinheit in allen Linien als gleich an, fiihrt aber die 
Messung in je zwei auf einander folgenden Linien nach der ent- 
gegengesetzten Seite aus; dann erfolgt die Verbindung von G, mit 
Gas jedesmal auf der positiven Seite von G,, wie die nebenstehende 
Figur 1 andeutet. Wir haben also hier den ersten unter A) an-. 
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gegebenen Fall, wo jedem Werthe von 2 unendlich viele Punkte 
zugeordnet sind. 

An zweiter Stelle denke man auf den Mantel eines Kreiscylinders 
m gerade Linien G,, G,, G,...Gm-1 verzeichnet und diese im Un-- 
endlichen so verbunden, dass man vom positiven Theile von G, zum 
negativen Theile von G,, vom positiven Theile von G, zum negativen 
Theile von G, u. s. w. und endlich vom positiven Theile von Gm— 
zum negativen Theile von G, gelangt. Wenn m eine gerade Zahl ist, 
so kann man wieder annehmen, die Messung erfolge in je zwei auf 
einander folgenden Linien in entgegengesetztem Sinne und die Ver- 
bindung geschehe in derdurch Fig. 2 
angedeuteten Weise, wihrend fiir 
ein ungerades m Vig. 3 die Art der 
Verbindung bezeichnet. ‘ 

In der Ebene mége die Lage Sie deres 
der Punkte durch Cartesische Co- iy 




















ordinaten x und y bestimmt sein. = 

Natiirlich erfordern die Sitze der __ = 
Projectivitit, dass man die ,,un- ras | 
endlich ferne Gerade“ hinzunehme, | 7, 9 ‘ 
und es ist nicht ausgeschlossen, a — 
dass man noch weitere ideale Ge- <a A 


biete beifiige. Mag man letzteres 
thun oder nicht, immer fihrt jede vom Anfangspunkte ausgehende 
und in ihm begrenzte Gerade (jeder vom Anfangspunkte ausgehende 
Strahl) anf einen unendlich fernen Punkt, und die Gesammtheit der 
auf diese Weise erhaltenen Punkte bildet einen geschlossenen Linien- 
zug, dem weitere Punkte nicht angehéren kénnen. Indem man die 
Grésse x durch das Verhiiltniss 7,:2%,, y durch 2: ersetzt, kann 
man jeden unendlich fernen Punkt durch das Verhiiltniss x, : 2, und 
die Forderung 7) = 0 bestimmen; jeder solchen Festsetzung entsprechen 
somit in der angegebenen Linie héchstens zwei Punkte. Sollte es 
mdglich sein, durch die Gleichungen a = 0, 2, : 7, = 0 eine gréssere 
Zahl von Punkten darzustellen, so miissten die weiteren Punkte in 
einem Linienzuge liegen, der von dem angegebenen vollig getrennt 
liegt, und das geht nicht an. Nun sind vom projectiven Standpunkte 
aus alle Verhiiltnisse x, : 7, : 2, gleichberechtigt, weil sie in einander 
iibergefiihrt werden kénnen. Folglich kénnen zu jedem Werthsystem 
der Coordinaten héchstens zwei Punkte gehéren. 

Gewohnlich liisst man durch jedes Werthsystem einen einzigen 
Punkt bestimmt sein; will man jedem Werthepaar (7, y) zwei Punkte 
zuordnen, so kann man sich folgende Vorstellung bilden. Man errichte 
auf zwei parallelen Kbenen eine gemeinschaftliche Senkrechte und 
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nehme in jeder den Fusspunkt der Senkrechten zum Anfangspunkte 
eines Cartesischen Coordinatensystems, Die X-Axen der beiden Systeme 
sollen parallel, aber von entgegengesetzter Richtung sein, und in ent- 
sprechender Weise sollen die Y-Axen gewihlt sein. Ein von der 
Mitte M zwischen den beiden Anfangspunkten ausgehender Strahl trifft, 
wofern er nicht zu den beiden Ebenen parallel ist, eine (und nur eine) 
der Ebenen. Bewegt man einen solchen Strahl, so bilden die Schnitt- 
punkte einen zusammenhingenden Linienzug, mag der Schnitt in der- 
selben Ebene bleiben oder von einer Ebene zur andern iibergehen, 
Hiernach sind jedem Werthsystem (x, y) zwei Punkte zugeordnet, 
nimlich die Schnittpunkte mit einer durch M gehenden geraden Linie. 

Man denke sich eine gréssere Zahl von parallelen Ebenen 
E,, E,, E,... gegeben. Sobald eine vollstiindige Verbindung zwischen 
E, und £, in der angegebenen Weise hergestellt ist, kann man nicht 
mehr zu FE, iibergehen. Aber bei einer theilweisen Verbindung der 
beiden ersten Ebenen wird man vergebens versuchen, allen Werth- 
systemen eine gleiche Anzahl von Punkten zuzuordnen. Wollte man 
z. B. von positiven Werthen von x in der ersten Ebene EZ, zu negativen 
Werthen von # in E,, tiberhaupt in jedem Ebenenpaare EL, E£,, LE, £,, 
E,E, von positiven Werthen der ersten zu negativen der zweiten 
Ebene iibergehen, so wiirde man zwar im allgemeinen jedem Werth- 
system (av, y) vier Punkte zuordnen; aber das Werthepaar x = 0, 
y = oo oder x, = x, = 0 wiirde eine Ausnahme machen. 

Ganz ahnliche Erwigungen lassen sich anstellen, wenn man die 
Fiction eines mehrdimensionalen Euklidischen Raumes bildet. 


§ 2. 
Uebergang von der Projectivitat zur Metrik. 

In den folgenden Entwicklungen werden die Formeln am ein- 
fachsten, wenn man die Ebenen des n-dimensionalen Raumes durch 
n-+ 1 Gréssen y,, y,... Yn darstellt und dementsprechend die Trans- 
formationen als homogene lineare Functionen dieser Gréssen ausdriickt. 


Dann kénnen wir nach der symbolischen Bezeichnung des Herrn Lie 
jede infinitesimale Transformation in der Form schreiben: 


(1) PX Ee fir «,x=0,1..., 


wo nur die Transformation Duy keine Aenderung in den Verhiilt- 


nissen der Coordinaten herbeifiihrt, so dass von ihr abgesehen werden 
kann, 


Indem. wir zuniichst eine zweidimensionale Raumform untersuchen, 
setzen wir »=2 voraus. Wir bestimmen die geringste Gliederzahl 
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fiir eine projective Gruppe, durch welche alle Strahlen eines Punktes 
in einander tibergefiihrt werden kénnen. Das vermag schon eine ein- 
gliedrige Gruppe, d. h. eine, welche aus einer einzigen infinitesimalen 
Transformation hergeleitet wird. Der Kinfachheit wegen wiihlen wir 
Y, =0 als Gleichung desjenigen Punktes, durch welchen alle jene 
Strahlen gehen. Jede unendlich kleine projective Gruppe einer zwei- 
dimensionalen Ebene, bei der die durch den Punkt y, = 0 gehenden 
Geraden in sich transformirt werden, erhilt fiir y, = 0 die Form: 


By, VY HO y291 Yo F G24 G24 HF G22 924o- 
Da aber bei dieser Transformation keine reelle Gerade, die durch 
den gewihlten Punkt geht, in sich verbleiben soll, so miissen die 
Gleichungen : 


AsV, + M242 = OY, AY + M24, = OG. 

nur imaginiire Lésungen haben, oder es muss mdglich sein, die y, 
und y, durch homogene lineare Functionen von ihnen so zu ersetzen, 
dass unter Anwendung der neuen Coordinaten a,,=a,.=0, ay) a,,;=0 
wird. Zur Bestimmung der eingliedrigen Gruppe, welche im Stande 
ist, die durch den gewihlten Punkt gehenden Strahlen in einander 
iiberzufiihren, diirfen wir also die infinitesimale Trausformation in der 
Form annehmen: 


(499% 1 %4091 + 22992) Yo + UW Y2 — G2 - 

Hier kann man aber y, durch y,-+ ay, y, durch y, + By, 
ersetzen und die Coefficienten @ und # so bestimmen, dass a,, und 
@, gleich Null werden. Soll also eine projective Gruppe im Stande 
sein, die simmtlichen Geraden in einander iiberzufiihren, welche durch 
einen festen Punkt gehen, so muss sie eine eingliedrige Untergruppe 
enthalten, die bei passender Wah] der Coordinaten aus der infinitesi- 
malen Transformation hergeleitet wird: 


(2) *GyYy + UWY2 — HM- 
Jetzt soll die zu bestimmende Gruppe im Stande sein, einer durch 
den Punkt y, =O gehenden Geraden eine Lage zu geben, bei der sie 


diesen Punkt nicht mehr enthilt, Somit muss eine zweite infinitesimale 
Transformation vorkommen, bei deren Darstellung die Coefficienten 
M, und ay, nicht beide verschwinden. Combiniren wir diese Trans- 
formation mit (2), so erhalten wir nothwendig eine dritte,.von den 
beiden ersten unabhiingige Transformation. Soll also eine projective 
Gruppe der Ebene im Stande sein, alle um einen festen Punkt liegen- 
den geraden Linien in einander tiberzufiihren, so muss sie mindestens 
dreigliedrig sein, also drei willkiirliche Parameter enthalten. Die Be- 
stimmung der verschiedenen Fiille, in denen diese Zah] festgehalten 
wird, bietet keine Schwierigkeit. Kntweder kann man bei beliebigem 
Werthe von A die drei Transformationen zu Grunde legen: 
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(3) GUY. — 9241» Gr —491Yo, WY2 — 442% 
oder bei beliebigem x: 

(4) 4G Yo + UNY2— GM» GWY1> WYeo- 


In Punktcoordinaten 2, 2,, x, stellen sich die Transformationen 
(3) in der Form dar: 


Ly Po — LoPy, LoPy — AX, Py, Lop, — ALM, 
wihrend man die zweiten in der Form schreiben kann: 


(%@_—%X,)P, — (H+ 4M2)p., LoPy, TP2- 
Die Gruppe (3) bewegt die Tangenten des Kegelschnitts in sich: 
Ay? + y:? + y.? = 0, 

die Gruppe (4) die des imaginiren Punktepaares y,? + y,2—0, so 
dass die Gerade y, = y, = (© ungeiindert bleibt. Soll also eine drei- 
gliedrige projective Gruppe einer Ebene im Stande sein, eine Gerade 
in jede andere iiberzufiihren, so muss sie die Form (3) fiir ein positives 
A haben, so dass man geradezu 4 = 1 setzen darf. 

Wir haben jetzt noch nachzuweisen, dass jede projective Gruppe, 
bei deren Transformationen keine Gerade auf eine einfach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit beschrinkt bleibt, die Gruppe (3) als Untergruppe 
enthilt. Dieser Nachweis unterscheidet sich aber nicht von dem 
Beweise des entsprechenden Satzes fiir eine beliebige Zahl von Dimen- 
sionen und kann daher hier tibergangen werden. 

Wir nehmen jetzt an, es sei fiir » — 1 Dimensionen bewiesen, 
dass jede projective Gruppe, bei deren Transformationen keine (— 2)- 
dimensionale Ebene auf eine Mannigfaltigkeit von weniger als n — 1 
Dimensionen beschrinkt bleibt, entweder selbst ein imaginires eigent- 
liches quadratisches Gebilde in sich transformirt oder doch eine Unter- 
gruppe enthilt, fiir welche ein solches Gebilde ungeiindert bleibt. 
Dann kénnen wir die Gesammtheit der (n—1)-dimensionalen Ebenen, 
welche in einem Raume von » Dimensionen durch einen festen Punkt 
gehen, als eine (n—1)-dimensionale projective Mannigfaltigkeit be- 
trachten und durch die Verhiltnisse von » Gréssen y, . . . y, darstellen, 
wihrend wir fiir die sdéimmtlichen Ebenen des Raumes noch eine weitere 
Grésse y, hinzunehmen miissen. Soll also eine Gruppe im Stande sein, 
simmtliche durch den Punkt y, 0 gehenden Ebenen in einander 
iiberzufiihren, so muss sie mindestens alle diejenigen Transformationen 
enthalten, durch welche fiir y, = 0 eine quadratische Form in y,...Yn 
ungeaindert bleibt. Die Determinante aus den Coefficienten dieser 
Form darf nicht verschwinden und demnach diirfen wir geradezu 
voraussetzen, die Form 


Wns +e 


andere sich durch die angegebenen Transformationen nicht. Damit 
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also eine projective Gruppe im Stande ist, alle (»—1)-dimensionalen 
Ebenen, welche durch den Punkt y, =O gehen, in einander iiber- 


zuftihren, muss sie fiir a, 8 = 1,... mindestens =—s infinitesimale 
Transformationen enthalten, welche in der Form 
(5) Wap = Ga¥p — IYa + Yo > Ma gx Tx 


fiir Mesy + Mgay = vorausgesetzt werden kénnen, wo auch die 
Summation nach x nur iiber die Marken 1,...m erstreckt zu werden 
braucht. 

Die Gesammtheit der Transformationen, durch welche die Ebenen 
des Punktes y, = in einander tibergefiihrt werden, bildet eine Gruppe. 


gliedrig, wird 
sie also durch die Wag bestimmt, so muss auch die durch Combination 
aus zwei von ihnen erhaltene Transformation wieder durch die Trans- 
formationen (5) darstellbar sein. Nun zeigt die Vergleichung derjenigen 
Glieder, in denen y, nicht vorkommt, dass 


(Wag Way) = Wey 
ist. Daraus ergeben sich die Beziehungen: 


Ist dieselbe, wie wir zuniichst annehmen wollen, an). 


Ma py + Mya = Mgya" 
fiir ungleiche Marken «, 6, y, und 
Meda = Mpyy- 
Aus der ersten Gleichung folgt durch Permutation der Marken a, £, y, 


dass Meg, = 0 ist fiir drei ungleiche Marken, wiihrend die zweite 
Gleichung gestattet, allgemein 


2 Mapp = Pa 
zu setzen. Nun ersetze man jedes y, durch yg — po y) und erhilt 
dadurch Mage = 0, 80 dass wir jetzt 


(6) Wap = ap — Ye Yo 
annehmen diirfen. Damit also die Gruppe im Stande ist, die siimmt- 
lichen durch einen festen Punkt gehenden Ebenen in einander zu 
transformiren, muss sie die a(n 1) infinitesimalen Transformationen (6) 
enthalten. 

Wir suchen jetzt eine Gruppe, welche nicht nur dieser Forderung 
geniigt, sondern welche zugleich einer dieser Ebenen gestattet, so 
transformirt zu werden, dass sie den festen Punkt nicht mehr enthilt. 


Zu dem Zwecke muss zu den Transformationen (6) mindestens eine 
neue Transformation 


(7) > %e YoYo fiir Q, = 0, 1. oo eo RM 


hinzukommen, in deren Ausdruck die Coefficienten a,... Go, nicht 
Mathematische Annalen, XIII, 38 
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simmtlich verschwinden. In der zu bestimmenden Gruppe miissen 
aber auch alle Transformationen vorkommen, welche man durch 
Combination aus (6) und (7) erhilt. Combinirt man aber die Trans- 
formation W., mit (7), so wird der Coefficient von q): 


(8) AoaYs — WpYe, 
wihrend dieser Coefficient in (7) ist: 
(9) Aoi Yy 1 Xo2Y2 + +++ + Aon Yn- : 


Damit sich also die hinzutretenden Transformationen auf weniger 
als » zuriickfiihren lassen, muss die Determinante der in irgend n — 1 


Ausdriicken (8) und in (9) vorkommenden Coefficienten von y, . .. Yn 
verschwinden. Wihlen wir aber speciell « = 1 und # der Reihe nach 
gleich 2,...m, go ergiebt sich die Determinante: 
By, M2 M3 + - + Aon | 
— Aoo Qo 0 “ee 0 | 
7 n—2 (2 Z 2 
—Q&, O ay... 0 | =an (ao + det. ++ Gon). 


— Gon O O ... Gq | 

Alle derartigen Determinanten kénnen aber fiir reelle Werthe von 
My1> Aq -++@on nicht yerschwinden. Ausser der Transformation (7) 
kommen also mindestens noch »—1 weitere hinzu, so dass wir bereits 
das Ergebniss aussprechen kénnen: 

Damit eine projective Gruppe des n-dimensionalen Raumes alle um 
einen Punkt gelegenen Ebenen von n — 1 Dimensionen in einander 
tiberfiihren kann, muss sie mindestens = Parameter enthalten. 

Nehmen wir, was hiernach gestattet ist, fiir (7) speciell die 
Form an: 


(10) GY + % >, Ax Vz +> buaQeYa, 


wo die Summation beidemal nur auf die Marken 1... m erstreckt 
werden soll, so ergiebt sich durch ihre Combination mit W,,: 


(1) gy YoYo (41 Ge— a9) -4> bam tde>, biasa— th >) Dean 


+ Ye >) bx Yx+ Oy1— baa) (G1 Yat Ga) 
—(bia+ ba1) (9141 — Ga Ya), 
wo die Summation nach x und A in & nur auf die von 1 und a ver- 
schiedenen Marken auszudehnen ist. Alle diese Transformationen sind 
fiir @ == 2...m in der Gruppe vorhanden. Indem ich aber (11) wieder 
mit Wi, combinire, erhalte ich: 


WY + Yo (41% +4 Ya) + “> Daa Yat a> bays + Ye >) Dea dx 
+> br Yx + 2 (04, — Daa) (GY; —QaYa) + 2 (Oi at+ba1)(GYat Y;)- 
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Diese Transformation muss sich aus (10), (1lj und W,, zusam- 
mensetzen lassen, Da aber q¥Y., GoY3> +++ Yn nicht vorkommen, 
diirfen die Transformationen (11) hierbei nicht benutzt werden. Zudem 
kénnen wir, ‘nachdem der Fall » = 2 gesondert behandelt ist, n > 2 


voraussetzen; demnach ist fiir 6 2 « nothwendig ag 0 und damit 
auch dg =0. Zudem ist 


2(bu + bee) = ba = — ba, 
2(Dia + be1) == Dia of M = be —_ M. 


Aus den ersten Gleichungen folgt b,, = bea = 0, und da wir zu 
(10) die W,, mit beliebigen Coefficienten hinzufiigen kénnen, so diirfen 
wir in Folge der zweiten Gleichungen allgemein b,, = 0 annehmen. 
Hiernach miissen zu den W,, noch die » infinitesimalen Transforma- 
tionen hinzugefiigt werden: 


(12) GY; — AQ: Yo» 22+ WYn — AGnYo- 
Alle diese te » Transformationen bestimmen aber eine Gruppe. 


Wofern wir also fiir jeden (n—1)-dimensionalen Raum die obigen 
Voraussetzungen als richtig annehmen kénnen, erhalten wir fiir jeden 
n-dimensionalen Raum den Satz: 

Die kleinste projective Gruppe, durch deren Transformationen in 
einem Raume von n Dimensionen alle (n— 1)-dimensionalen Ebenen in 
der Umgebung eines festen Punktes in einander tibergefiihrt werden 


< sy, (N+ 1 22 
konnen, enthal ae Parameter und kann bei passender Wahl der 
Coordinaten durch die infinitesimale Transformation 
GaYs — WsYa, Ye — AGaYo fir a, B=1...% 
bestimmt werden. 
Diese unendlich kleine Transformationen gehen unter Anwendung 
von Punktcoordinaten iiber in 


Laps — LpPay LoPa — AL Po; 
die Gruppe stellt also die Bewegung eines Raumes von dem constanten 
Kriimmungsmasse 4 dar. 

Bei dem Nachweise des Satzes, dass die Transformationen (5) in 
die Form (6) gebracht werden kénnen, ist angenommen, dass dies die 
einzigen von einander unabhingigen Transformationen seien, durch 
welche die Ebenen des Punktes y) = 0 in einander itibergefiihrt werden 
kénnen. Wir miissen nachweisen, dass das Resultat von dieser speciellen 


Annahme unabhingig ist. Kamen noch weitere Transformationen von 
der Form 


(13) > ten GY + Yo Dd) eG 


hinzu, so wiirden jedenfalls die (6) mit den (13) zusammen eine Gruppe 


38 * 
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bilden. Combinirt man aber zwei Transformationen (5), so zeigt die 
Vergleichung derjenigen Glieder, in denen y,,...¥Y, vorkommen, dass 
sie fiir sich eine Gruppe bilden. Darauf stiitzt sich aber der gegebene 
Beweis. 

Hierbei wird nur vorausgesetzt, dass dié a,, in (13) nicht simmt- 
lich verschwinden. Waren aber alle a,,—0, so wiirde man wieder 
durch Combination alle » Transformationen y, 4, , Yo Go, + «+ YoQn erhalten, 
und man diirfte diese in (5) weglassen, also alle Mapx gleich Null 
voraussetzen. 

Damit die’ Induction vollstandig ist, miissen wir unter der fiir 
nm — 1 Dimensionen gemachten Voraussetzung jetzt noch nachweisen, 
dass auch im m-dimensionalen Raume jede projective Gruppe, durch 
deren Transformationen alle reellen Ebenen in einander iibergefiihrt 
werden, eine Untergruppe enthalt, zu deren Bestimmung bei passender 
Wahl der Coordinaten die Transformationen 


Ga¥3 — WYa, WYa — Ja Yy 
gewahlt werden kénnen. 

Zu dem Ende haben wir zu untersuchen, welche infinitesimale 
Transformationen zu den Was—=QaYs — 9p Yo hinzugefiigt werden kénnen, 
um eine Gruppe zu erhalten, und welche von diesen Gruppen im Stande 
sind, alle Ebenen in einander iiberzufiihren. Die Lésung der ersten 
Aufgabe wird durch folgenden Satz vermittelt: 


Kommt fiir einen -dimensionalen projectiven Raum zu den Trans- 
formationen 


Was = QaYs —-Fp Ya fiir a, B = 1... ~n 
eine davon unabhingige Transformation 


(14) o>, Ax Yx + Yo > by qx +>) Cu adn Ya 


hinzu, so lisst sich hieraus nur in dem Falle nicht auf das Hinzutreten 


weiterer Transformationen schliessen, wenn die Transformation (14) 
identisch ist mit 


(15) GY: + Q2Y2 +++ + nn, 
oder, was dasselbe ist, wenn die a, und b, verschwinden und die ¢,, 


fiir irgend zwei ungleiche Marken @ und # den Bedingungen gentigen: 
(16) 


Caa — Can = 0, Cap + Cae = 0. 
Wofern aber die Bedingungen (16) nicht simmtlich erfiillt sind, 
so enthalt die Gruppe alle Transformationen 
(17) qaYa — Gaye und gap. 
Sind die Coefficienten a, und b, nicht simmtlich gleich Null, so treten 
noch die Transformationen hinzu: 


(18) AQ Ya ica Baa, 
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wo A und B Constante sind, und zwar diese allein nur, wenn allgemein: 


(19) ar 


ist; sobald aber diese » Bedingungen nicht simmtlich erfillt sind, 
erhailt man in der Gruppe die Transformationen : 
(20) Ye und Ge. 

Um diesen Satz zu erweisen, combinire man die Transformation 
(14) mehrmals mit geyg — Gg¥a- Indem man die neuen Transforma- 
tionen addirt, welche man durch ein- und dreimalige Ausfiihrung dieser 


Operation erhalt, sieht man, dass in der Gruppe auch die infinitesimale 
Transformation vorkommt: 


(Cap +a) (GaYa—WsYp) — (Caa— Cap) (Ga¥p +p Ya) - 
Addirt man aber die Resultate, welche sich durch zwei- und 
viermalige Ausfiihrung der Operation ergeben, so erhilt man: 


(Caa— pp) (QaYa— Ip Ys) + (Capt Cpa) (Ya¥s + 9s Ya). 

Wenn also nicht fiir alle ungleichen Marken a, 6 die Bedingungen 
(16) erfiillt sind, so muss die Gruppe mindestens fiir ein Paar die 
Transformationen QeYe — 98Y3, Qae¥p + sYa und damit auch g.y¢ 
enthalten. Indem man diese mit Wa, und W,, combinirt, findet 
Man GaYys VGyYar Wey, Iya tir jeden Werth von y. Durch Combi- 
nation von gaYy und gy Ya ergiebt gaYa — Gyyy und durch Subtraction 
VON GaYae — GyYy Und qeYa — Ys¥s auch gyy, — qsys, deren Combi- 
nation mit 9,y¥s — GsYy 2U qyY¥s + gays und somit zu jedem q,yg fiihrt. 
Somit sind alle Transformationen (17) in der Gruppe enthalten, sobald 
nicht alle Bedingungen (16) erfiillt sind. 

Jetzt kann man (14) in der Form: 


(21) > nx + ” >) Date + WG + +++ + InYn) 


voraussetzen; denn sollte es diese Form nicht haben, so miissten alle 
Transformationen (17) hinzukommen, durch deren Subtraction von (14) 
man die Form (21) enthilt. Combinirt man aber die (21) zweimal mit 
Wag, so erhilt man die Transformationen: 


Gap + ba¥ods — U9 Ya — bs GaYo 


und 
489) Ye + OBYoUs + Gado Ya + baqaYo, 

welche auf (18) hinauskommen, wenn die Bedingungen (19) erfiillt 
sind, und zugleich w» =O ist, wihrend im andern Falle sie sich in 
Go Yo "and Ja Yo zerlegen. 

Somit kénnen zu den W., hinzukommen etueder 
(22) UY: +242 t+ * + UnYn, 
oder die sémmtlichen 
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(17) GaYa—Wpyp wd gays, 
oder die sémmtlichen: 

(18) Aq Ya — Bqay, 
oder 

(20) GYu und gaY. 


Wenn die Transformationen (22) und (17) einzeln oder zusammen 
hinzukommen, so werden die Ebenen’, welche durch einen festen Punkt 
gehen, nur so transformirt, dass sie stets diesen Punkt enthalten. 
Dasselbe gilt, wenn fiir A = 0 die Transformationen (18) hinzutreten, 
wibrend fir B=—0O die Ebene y, = y, —---—=—y, =O ungeindert 
bleibt; ist aber B : A — A und dieses endlich, so bleiben die Tangential- 
ebenen des Gebildes 


dy ty t+: +> + yn? =0 
in einer (n— 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit; unserer Forderung 
wird also nur durch ein positives 4 geniigt, wo es gestattet ist, A—1 
zu wihlen. Die Transformationen (20) setzen sich unmittelbar zu 
QYa— YaYy zusammen. Das gleichzeitige Vorkommen von (22) oder 
(17) mit (18) zieht fiir ein nicht verschwindendes B die Transforma- 
tionen (20) nach sich, wahrend fir B—=—0O wiederum die Ebene 
Y¥, = Y. =+++=y, =0 sich nicht andert. Damit also in einem 
n-dimensionalen Raume durch eine projective Gruppe eine Ebene in 
jede andere iibergefiihrt werden kann, muss sie die Transformationen 


Gaye —UpYa Und qoYa — dao 
enthalten. Unsere Voraussetzung gilt also allgemein, sobald sie fiir 


n = 1 bewiesen ist, und fiir diesen Fall leuchtet die Richtigkeit un- 
mittelbar ein. 


























Zu den Grundformeln der analytischen Geometrie. 
Von 


O. Sroxuz in Innsbruck. 


Die Note des Herrn v. Lilienthal zur Hesse’schen Normalform 
der Gleichung einer Ebene im 42, Bande dieser Zeitschrift 8. 497 ver- 
anlasst mich zu nachstehender Bemerkung. 

Die von ihm gegebene Regel zur Unterscheidung der beiden 
Seiten einer durch einen Punkt getheilten Geraden habe auch ich, 
wenigstens fiir die Geraden einer Ebene, bereits erwihnt. Ich definire 
nimlich in meinen Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik II, 8. 37 
die positive Richtung einer nicht zur Ordinatenaxe parallelen Geraden 
durch den Uebergang vom Punkte M(&, 7) zu M’(&', 7’) wenn 
f' — §& > 0 ist. 

Ich halte es jedoch nicht fiir zweckmissig, ein fiir alle Male diese 
oder eine ahnliche Festsetzung zu treffen, da eine solche unter Um- 
stiinden unbequem werden kénnte. Wenn wir z. B. die positive 
Richtung einer jeden Geraden in def wy-Ebene nach v. Lilienthal 
von der negativen Seite der Abscissenaxe auf die positive treten lassen, 
so haben wir damit die Polarcoordinaten so bestimmt, dass die Anomalie 
@ zwischen 0 und 180° bleibt, der Radiusvector r—=O M jedoch negativ 
ist fiir die Punkte aller Halbstrahlen durch O, die auf der negativen Seite 
der w-Axe liegen. Diese Annahme iiber r diirfte schwerlich iiberall 
Kingang finden, erscheint es doch zunichst natiirlicher, auf jedem 
Halbstrahl durch O positive Werthe von r zuzulassen, d. h, iiber die 
positive Richtung in der Geraden durch O nichts festzusetzen. Damit 
soll aber nicht gesagt sein, dass die Festlegung dieser Richtungen fiir 
besondere Untersuchungen ‘hicht practisch sein kénne. 

Hinsichtlich der Grundformeln der analytischen Geometrie scheint 
mir jedoch die mdglichste, mit ihrer Kindeutigkeit vertrigliche All- 
gemeinheit am Platze zu sein. Sie besteht darin, die Richtung der 
darin vorkommenden Geraden nicht weiter zu beschriinken, als dass, 
wenn in einer Ebene der positive Drehungssinn gegeben ist, die positive 
Normale fiir diese Ebene, sowie die positive Richtung in derjenigen 
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Geraden dieser Ebene, welche auf einer in ihr liegenden Richtung 
senkrecht steht, auf bestimmte Weise “‘angenommen werden. In dieser, 
Art habe ich einige Formeln der analytischen Geometrie des Raumes 
in den Monatsheften fiir Math. u. Phys. I. B., 8. 433 dargestellt. Ich 


schreibe die Gleichung einer Hbene, deren positive Normale mit 
bezeichnet wird, in der Gestalt: 


“NN “N “~ 
xz cos xn + y cos yn + 2 cos en — OR = 0 
an, worin OR, das Perpendikel vom Anfangspunkte O auf die Ebene, 
sein Zeichen gemiiss der Richtung » bekommt. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass schon Gauss in Art. 54, 137 
der Theoria motus corp. coel. (1809) empfiehlt, die geometrischen 
Gréssen so zu definiren, dass nicht fiir jeden der etwa mdglichen Fille 
eine eigene Figur zu betrachten ist und dies soweit, als er es dort fiir 
nothig halt, durchfiihrt. 


Innsbruck, im Juli 1893, 








rs 








On a Geometrical Proof of Jacobi’s #- Formula. 
By 


H. F. Baxer in Cambridge. 


The object of the following note is to deduce from Jacobi’s 
%-formula a geometrical property of the plane cubic curve. The 
establishment of this result by pure synthetical Geometry appears to 
be difficult, but would be an interesting extension of what is already 
well known, and would moreover, by a reversal of the analysis here 
given, furnish a new proof of Jacobi’s formula. 

Weierstrass has simplified Jacobi’s formula, substituting a formula 
(“die dreigliedrige Gleichung” s, a. Kronecker, Crelle 102, S. 263 etc.) 
in which, instead of the four functions that occur in Jacobi’s formula, 
there occurs only his, one, 6- function. 

Ané from Weierstrass’ formula Jacobi’s is deducible, or conversely. 
In the following we make a further simplification, proving in fact 
Jacebi’s ‘and Weierstrass’ formulae as properties of a doubly-periodic 
function of only one argument. And geometrical applications, similar 
to that here made for the plane cubic, can therefore also be made 
for every elliptic curve. 


§ 1. 
What. is to be proved is as follows: 


(«) The function, wherein u,, u,, u,,%, are arbitrary arguments 
and x is for shortness written for u, + u, + u, + %, 


o(w + u,) o(6 + tp) 0(m + ty) (4 + m4) 
o(2u + : % 


is a doubly-periodic function of u, having the same periods, 2@, 2’ 
as g(u), such that 


(1) g(u) + g(u +o) + glut o’) + g(u+ a+’) 
ment 20( + Ms - % - *) 6 (2th —) é (“+ SS ). 


9 
= 





g(u) = 
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Moreover if S denote the substitution (so that S? — 1) 
is 4 4 


1 1 —1 1 1 
5s 1 —1 1| 
| 4 1 1 l 


and U,, U,, U;, U, denote the arguments given by 
(U,, U,, Uy, Uy) = S(uy, ty, uy. U4), 
and G(u) denote what g(w) becomes when, therein, U,, U,, U,, U, 
are written for u,, U., Us, &, respectively, then also*) 
[— G(u), —G(u+o), —Giu+aoa’), —Giuto+ao’)| 
=Slg(u), gute), gufo’), guto+to’)}, 
These results may be deduced from the following two results (II) 
and (III): 
(Il) — G(u) = 5[—g(u) + 9(u+o) +9(ut+o’)+g(u+o+o’)] 


which is easily seen to become Jacobi’s formula when w is put equal 
to 0, namely the formula 


229(U; 4 =) = x (us 4 4 xo(uj :. > + x (u; = 1) 
— zO(uw; 1, 1) 
and : 
g(u) — G(u) = — 6 (U, — u,) 6(U, — u,) 6 (U0, — uy) 
(IIT) = g(u + o) —G(u + o) = g(u+ a’) —- G(u+ a’) ~ 
=g(u+a+o’)—Gu+oa+a’) 
which, by putting «—0, is Weierstrass’ “dreigliedrige Gleichung’’. 
(8) If a conic be drawn to touch a plane cubic curve at a point 
O, meeting the cubic. again in P, Q, R, S, and P,, Q,, R,, S,, 
be the “corresponding” points**) of the first kind, to P, Q, R, S 
respectively, those of the second and third kinds being respectively 
P,, Q., R,, S,, and P;, Q,, R,, S,, then three other conics can be 
drawn to touch the cubic at O and to pass respectively through 
P,, Q%, Ry, S,, Py, Q, R,, 8, and P;, Q,, R;, S,. Also if any 
straight line through O meet these four conics in TZ, 7,, T,, T, 
respectively, and meet the polar conic of O in K, 


4 1 1 ‘1 1 
(IV) OR ~oT tortor, ton 


*) V. Briot et Bouquet Theorie des Fonctions Elliptiques. Paris 1875. 
8. 497. 


**) See Salmon’s “Higher plane Curves’’. 
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Also if OP,OQ, OR, OS meet the cubic again in P’, Q’, R’, 8’, 
a conic can be drawn through P’, Q’, R’, S’ to touch the cubic at O, 
and if OK meet this conic in 7”, 


2 1 1 
mm ., Ok OP oF’ 
This result (V) is immediately deducible geometrically from a known 


property of the polar conic. Equation (IV) is the geometrical result 
referred to, and is the direct interpretation of the, equations (III). 


§ 2. 

To establish the equations (I), (II) and (III) it is sufficient to 
establish (I) and (III). That g(u) has the periods 2@, 2@’ is im- 
mediately obvious from the properties of the o-function. From this 
periodicity of g(u) it follows that the function 


p(u) = 9(u) + 9(U+ @) + 9(u+ @') + 9(U+ @ + w’) 


has the periods w, ’. But since g(w), g(u + @) etc. have, each of 
them, the four simple infinities 


1 1 ; 1 , 
—<se, —7s#+o, —jZ4*+o, —7estot+e, 
these are also the infinities of p(w). So that p(w) has only one 
infinity within its parallelogram of periods and is therefore a constant. 


Let the value of this constant be for the present denoted by /. 
It follows in the same way that 
O(u) = — [G(u) + G(u+ o) + Gut a’) + Giu+ o+ a’)] 
is also a constant, = J’, say. 
1 


os 1 
Then, putting u=— — 7*%— 3% 


mm g(— 12 ~L0) +9/ -7x+5o)+g(—jfx~ - o +a’) 


i 
2 
1 1 ‘) 
—=-%*%— = @ 
+9(—Z*- 504+ 
7 . 1 1 
is immediately seen, because u, — 7% = 7% —U, etc., to be equal to 


— G(— «+ 50) ~ G(—jx— 50). @( -T*%+ 50 ~ o') 


1 1 ; 
—G(—jx + 3 + a’) 
=— G(u+o)—G(u) -Gu+o+ a’) —G(u -@’), 
which, by the periodicity of G(w), is equal to F’, so that 
f= F. 
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Considering next the doubly-periodic function g(u) — G(u), we 


immediately find that its residue at the infinity « — — i “x is 


5 o(u, = i*) 6 (u, ae ; x) 6 (us — ; x) 6 (1, — rx) 
ome 50(U,— i x) o(U,— : “) 6(U,— i x) o(U,— ;*) 


or zero, and similarly that its residue is zero at each of its other 
three infinities. Thus 


g(u) — G(u) = constent =, therefore, g(u + o) — G(u + @) 
=g(u+ o')—Gut+o')=gu+ot+o)—Guto+o), 
=, therefore, i [g(u) — G(u) + g(u+o) — G(u+ o) + g(u+ a’) 

— G(uto')+9(u+o+o')—G(upo+o’)] 


- — 
= (ft+FP)=—35f. 

We are thence able to find a value for f. For if in g(w) — G(u) 
we put — U, for u, G(u) vanishes and g(u) becomes o(u, — U,) 
6(u, — U,;) o(u, — U,). Hence our Proposition (a) is completely 
proved. 


Passing new to the proof of the proposition (8) and recalling 
the ordinary elliptic representation of the points of a. plane cubic 
curve, the arguments of the pomts P, Q@, R, S may be taken as 
— Uy, — Ug, — Us, —%, and the argument of the point O as 
; (Uy + Uy + ts + U4). 

And using axes for which the cubic takes the form 

Pa + Qa’y + Ray? + Sy’ + Av’ + 2Hry+ By +y=0 
the origin being at the point O and the axis of ~% the tangent at 
this point, the polar conic of O will be of the form 

S=— Az’? + 2Hay + By + 2y=0, 
and the four conics PQRSOO, P,Q,R,8,00, P,Q, R,8,00, 
P,Q, R,S,00, whose existence is immediately obvious either by 
Sylvester’s theory of residual points, or because the elliptic arguments 
of the points P,Q, etc. are known, will be of the form 
C =az®? + 2hazy + by —y=—0, 
C, = a,2? + 2h,zy + dy? —y.=9, ete. 

Then a.consideration of the zeros and infinities of the function 

g(u) shews that, on the cubic, 


(VI) g(u)—mS, glu-+o)—m, SF ete. 


where m, m, etc. are constants. 
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The value of the constant m may be found as follows: . 
The conic P’Q’R'S’OO being defined by the equation (V), it 
follows if its equation be written 
C'=a'x?+ 2hay+by—y=0 
that 
(VII) c+C’'+S8=0 


- identically, and therefore at the point P’, for which C’ —0, that 
Cc 


y=. 

But at P’, 

u = — U, and g(u)=—o(u, — U,) o(u, — U,) o(u, — Uj). 
Therefore equations (V1) give : 

m = 6(U, — u,) o(U, — u,) 6(U, — u,). 
And we see now that equations (V) and (VII) are the equivalent of 
equation (III), and that the constant m, = m. 
Therefore the equation (I) gives 


C+¢C,4+0,+¢6,=—28 
and therefore 
a+a,+a,+a,=——2A ete. 

But since 

== 1 Acos? 90 + 2H cos 9 sinO + B sin? 9 

= is. i  —_— --  * 

1 __ acos*® + 2h cos 0 sin 0 + b sin? O “ 
i ee = le 


(where © gives the inclination of OK) 


these are equivalent to equation (IV), which is therefore proved. 


Druckfehler-Berichtigung zu dem Aufsatze des Verfassers in 
Bd. 42 (pag. 601) dieser Zeitschrift. 


Im Kopf- und Columnentitel ist ,,H. F. Baker“ statt ,,H. J, Baker“ zu setzen; 
p. 604, Z. 10 v. 0., ist += 1 zu streichen. 








Kinige Satze tiber projective Spiegelung. 
Von 


Maxme Bocuer in Cambridge (Mass.). 


In den Untersuchungen von Herrn H. Wiener (vergl. Siachsische 
Berichte 1890—91) ist erneut hervorgetreten, mit welchem Vortheil 
man die involutorischen Transformationen (allgemeine Spiegelungen) 
als erzeugende Elemente verschiedener Transformationsgruppen ge- 
brauchen kann. In der gegenwirtigen Note beschrinke ich mich auf 
Collineationen, zerlege dieselben aber nicht, wie es Herr Wiener thut, 
in lauter Spiegelungen, sondern vielmehr in Spiegelungen und Trans- 
formationen der ,,Hauptgruppe‘‘, um die Bezeichnungsweise von Herrn 
Klein (Erlanger Programm) zu gebrauchen.*) 

Zu diesem Zwecke will ich zunichst vier Siitze iiber projective 
Spiegelungen vorausschicken, von denen zwar die drei ersten fast 
trivial‘ sind, der letzte aber auch an und fiir sich von Interesse sein 
diirfte. 

I. In der Ebene kann man, und zwar auf zwei verschiedene 
Weisen, jedes Punktepaar A, B in jedes andere Punktepaer C, D 
durch eine projective Spiegelung an Punkt und Gerade iiberfiihren. 

Dieser Satz folgt sofort aus den harmonischen Eigenschaften des 
vollstiindigen Vierecks. 

Il. Sind K und K’ swei Kegelschnitte, welche in verschiedenen 
Ebenen liegen aber zwei Punkte gemein haben, so kann man, und zwar 
auf zwei Weisen, K in K’ durch eine projective Spiegelung an Punkt 
und Ebene iberfiihren. 

Hierzu hat man nimlich als Ordnungspunkt die Spitze eines der 
zwei Kegel zweiten Grades zu wahlen, welche durch K und K’ hin- 
durchgehen, und als Ordnungsebene diejenige Ebene, welche durch 
die Spitze des anderen Kegels und die Schnittlinie der Ebenen von K 
und K’ hindurchgeht. . 

Ill. Sind K und K’' irgend zwei Kegelschnitte, so kann man K 
in K’ auf unendlich viele Weisen durch die Aufeinanderfolge zweier 
projectiven Spiegelungen an Punkt und Ebene iiberfiihren. 


*) Man bemerke, dass die zu entwickelnden Siitze folgendem bekannten 
Satze genau analog sind: 

Jede Kreisverwandtschaft lisst sich in eine Inversion und eine Transfor- 
mation der Hauptgruppe zerlegen. 
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Man wihle nimlich irgend einen dritten Kegelschnitt K, welcher 
mit K und zugleich mit K’ zwei Punkte gemein hat, aber weder mit 
K noch mit K’ in einerlei Ebene liegt. Sodann fiihre man der Reihe 
nach K in K, K in K’ durch Spiegelung an Punkt und Ebene iiber. 


IV. Sind K und K’ zwei Kegelschnitte, welche nicht in einerlei 
Ebene liegen, so kann man, und zwar auf vier Weisen, K in K' durch 
eine projective Spiegelung an zwei Geraden iiberfiihren. 

Diesen Satz beweisen wir, indem wir die Construction fiir die zwei 
Ordnungsgeraden angeben. 

Bezeichnen wir die Ebenen von K, K’ durch E, E’ und die 
Schnittlinie dieser Ebenen durch /. Seien ferner die Schnittpunkte 
von 1 mit K bezw. K’ durch A, B bezw. A’, B’ bezeichnet. Dann 
giebt es zwei Involutionen auf dieser Geraden, welche das Punktepaar , 
A, B in das Punktepaar A’, B’ iiberfiihren. Die Doppelpunkte dieser 
Involutionen mégen durch P,Q und P,, Q, bezeichnet werden. 

Construiren wir jetzt die Pole O, O’ von 1 in Bezug auf K, K’ 
und legen wir durch OO’ P (bezw. OO’P,) eine Ebene, welche die 
Kegelschnitte K, K’ in vier Punkten schneidet. Fasst man diese 
Punkte auf als Ecke eines vollstiindigen Vierecks, so wird P (beazw. P,) 
die eine Nebenecke sein, waihrend die zwei anderen, welche auf der 
Geraden OO’ liegen, durch M, N (bezw. M,, N,) bezeichnet werden 
mégen. Fiihren wir ferner eine ebensolche Vierecksconstruction in 
der Ebene 00'Q (bezw. OO'Q,) aus, und bezeichnen die so erhaltenen, 
auf OO’ liegenden, Punkte durch M, N (bezw. M,, N,). Dann 
werden, und dies ist der Kern unseres Gedankenganges, die Punkte 
M, N (bezw. M,, N,) mit den Punkten M, N (bezw. M,, N,) eu- 
sammenfallen. Um die Richtigkeit dieser Behauptung am bequemsten 
einzusehen, wollen wir K’ durch eine Collineation in den Kugelkreis 
iiberfiihren, wodurch die ganze Figur vom metrischen Standpunkte 
aus viel einfacher wird. Es wird nimlich dann O der Mittelpunkt von 
K sein, und die Geraden OP, OQ (bezw. OP,, O@,) werden, da sie 
offenbar symmetrisch in Bezug auf die Hauptaxen von K liegen, gleich 
lange Durchmesser sein, deren Linge wir mit @ (bezw. a,) bezeichnen 
wollen. Auf der Geraden OO’, welche senkrecht auf der Ebene £ sieht, 
‘werden wir dann folgende Liingen aufzutragen haben: 


OM=OM=ON = ON=ay—1 
(bezw. OM, = OM, = ON, = ON, = a,/—1), w. x b. w. 
Man hat also als Paar von Ordnungsgeraden zu wiihlen: 

MP, NQ oder MQ, NP oder M,P,, N,Q, oder U,Q,, N,P,. 


In der That wird jede von diesen vier Spiegelungen sechs Punkte 
von K in Pankte von K’ iiberfiihren, und folglich auch K selber in KX’, 
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Bedenken wir nun, dass die Transformationen der Hauptgruppe 
einfach diejenigen Collineationen sind, welche die Kreispunkte bezw. 
den Kugelkreis in sich selbst transformiren, so kénnen wir aus den 
obigen Siitzen I, III, IV unmittelbar folgende ableiten: 

V. Eine ebene Collineation kann man auf zwei Weisen in eine 
projective Spiegelung an Punkt und Gerade und eine Transformation 
der Hauptgruppe zerlegen. 

Sofern wir uns auf reelle Collineationen beschrinken, werden 
Ordnungspunkt und Ordnungsgerade beider Spiegelungen reell sein. 
Die zwei Zerlegungen unterscheiden sich aber, wie leicht zu sehen, 
dadurch, dass bei der einen die Transformation der Hauptgruppe 
Umlegung der Winkel bewirkt, bei der anderen nicht. 

VI. Eine réumliche Collineation lisst sich auf wnendlich viele 
' Weisen in zwei Spiegelungen an Punkt und Ebene und eine Trans- 
formation der Hauptgruppe zerlegen. 

Hier kann man, wenn die Collineation eine reelle ist, unendlich 
viele Zerlegungen finden, bei denen die Ordnungselemente der Spiege- 
lungen reell sind. 

VII. Eine réumliche Collineation lisst sich auf vier Weisen in 
eine Spiegelung an zwei Geraden und eine Transformation der Haupt- 
gruppe zerlegen. 

Bei reeller Collineation werden zwei von diesen Spiegelungen 
reelle Ordnungsgeraden haben, die anderen zwei conjugirt imaginiire. 
In der That sieht man sofort, dass wenn, wie .es jetzt der Fall ist, 
K und K’ beide nulltheilige Kegelschnitte sind, das eine Punkte- 
paar, sagen wir P, Q, reell sein wird, wahrend das andere, P,, Q,, 
aus conjugirt imaginaren Punkten besteht. Ferner findet man, dass 
die Punkte M, N reell sind, die Punkte M,, N, aber conjugirt 
imaginar. Es werden also die Ordnungsgeraden MP, NQ und MQ, N P 
reell sein, die anderen aber paarweise conjugirt imaginir. 

Bei allen vier Zerlegungen werden die Transformationen der 
Hauptgruppe gleichartig sein. In der That weiss man, dass alle 
Spiegelungen an zwei Geraden, seien diese Geraden reell oder con- 
jugirt imaginaér, zu denjenigen Collineationen gehéren, bei welchen 
der Drehsinn nicht geindert wird. 

Schliesslich sei bemerkt, dass die Siatze dieser Note nur ,,im 
allgemeinen“ gelten. Die Ausnahmen aber aufzuzihlen und zu discutiren 
wollen wir an dieser Stelle unterlassen. 


Gottingen, Juli 1893. 
































Das Grundproblem der Flachen- und Rauminhaltslehre. 
Von 


Orro RAUSENBERGER in Frankfurt a./M. 


Die Lehre vom Flicheninhalte ebener Figuren hat den Satz zur 
Grundlage: Wenn zwei endliche ebene Figuren durch eine Zerlegung 
in entsprechend congruente Figuren als gleich erwiesen sind, so kann 
sich nicht durch eine andere Zerlegung ihre Ungleichheit ergeben; oder 
was auf dasselbe hinausliiuft: Kine endliche ebene Figur kann niemals 
so in Theile zerlegt werden, dass sich durch eine andere Zusammen- 
setzung derselben eine Figur ergiebt, von der die urspriingliche nur ein 
Theil ist. Ist dieser Satz als Axiom auszusprechen, oder lisst er sich 
beweisen, ohne andere Grundvoraussetzungen zu Hilfe zu nehmen als 
diejenigen, die bei Operationen mit Strecken und Winkeln gemacht 
werden mtissen? Der directe Nachweis durch Zerlegungen fiihrt auf 
eigenthiimliche Schwierigkeiten, weshalb ich selbst friiher vermuthete, 
dass ein Axiom anzunehmen sei. Am KEingange seiner Abhandlung 
Ueber endlich-gleiche F lichen“, Math. Ann, Bd. 42, p. 297 ff. be- 
zeichnet Herr Réthy diesen Satz als eine Folgerung aus den Grund- 
vorstellungen iiber Gleichheit und Ungleichheit der Flichen, d. h. 
eben als Axiom. Auch die Untersuchungen von Herrn Dobriner, 
Math. Ann. Bd. 42, p. 275 ff. und 285 ff., liefern keinen Beweis des 
Fundamentalsatzes. Eine erneute Beschiftigung mit dem Gegenstande 
fiihrte mich jedoch zu einem ebenso einfachen als strengen Beweise 
des Satzes bei geradlinigen Figuren. Das Resultat ist vom Parallelen- 
axiom unabhingig, der Beweis gestaltet sich jedoch je nach Annahme 
oder Verwerfung desselben verschieden. Im letzteren Falle sind nur 
einfache Betrachtungen iiber Winkel néthig; im ersteren muss die 
Aehnlichkeitslehre und damit das Operiren mit irrationalen Strecken- 
gréssen als sicher begriindet angenommen werden. *) 


*) Die im ganzen sehr strenge Behandlungsweise der Aehnlichkeitslehre bei 
Euklid kann Jeicht von den ihr anhaftendeu Mingeln befreit und namentlich auch 
von der Flaicheninhaltslehre unabhiingig gemacht werden. 


Mathematische Annalen, XLIIL 39 
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Wir sprechen in der Folge bei Annahme des Parallelenaxioms 
vom F’ldchenwerthe einer endlich begrenzten, ebenen geradlinigen Figur 
als einer Function ihrer bestimmenden Stiicke (Strecken oder Winkel) ; 
bei Zugrundelegung einer fiir die ganze Untersuchung festzuhaltenden 
Streckeneinheit hat er fiir jede Figur einen festen Zahlenwerth.*) Bei 
dem Dreieck soll das halbe Product der Liingen von Basis und Héhe 
der Flichenwerth genannt werden; sein Werth bleibt derselbe, welche 
Seite man auch zur Basis waihlt. Der Flichenwerth lisst sich in Aus- 
driicke umrechnen, in denen nur Seiten und Winkel des Dreiecks 
auftreten. 

Fallen bei den Dreiecken ABC und ACD die Seiten BC und 
CD in eine Gerade, so isi ABC+ ACD=ABD. Hierbei kann 
BC oder CD auch in negativem Sinne genommen werden, wenn nur 
gleichzeitig ABC und ACD der negative Sinn beigelegt wird. 
Haben die Punkte A, B, C, D eine beliebige Lage in der Ebene, 
so ist 


(I) ABD+BCD=+(ABC+ ADOC); 


man muss hierbei dem Fliichenwerthe zweier zusammenstossender 
Dreiecke gleiches oder entgegengesetztes Zeichen beilegen, jenachdem 
sie auf verschiedenen Seiten oder auf derselben Seite der gemeinsamen 
Geraden liegen. (Bezeichnet O den Schnittpunkt von AC und BD, 
so ist ABD = ABO+ AOD us. w). 

Den Flichenwerth eines beliebigen geradlinigen Linienzuges 
ABCD ...A definiren wir analog der Definition von Meister u. A. 
fiir den Flicheninhalt. Wir verbinden die Punkte A, B, C, D mit 
einem Punkt O derselben Ebene; die eine Seite des Linienzuges be- 
trachten wir als die positive, die andere als die negative und nehmen 
die Flichenwerthe der Dreiecke OAB u.s. w. als positiv oder negativ 
an, jenachdem sie der einen oder der anderen Seite anliegen; bei einem 
Polygon im gewdhnlichen Sinne soll die innere Seite die positive sein. 
Unter dem Flichenwerthe von ABCD...A verstehen wir dann die 
algebraische Summe der Flachenwerthe OAB, OBC u.s. w. Dass der 
Flichenwerth von der Lage des Punktes O unabhingig ist, wird wie 
der entsprechende Inhaltssatz unter Benutzung von (I) dargethan. Beim 
Dreieck unterscheidet sich der so erhaltene Fliichenwerth nicht von 
dem friiher definirten. Wird ein Polygon durch Gerade in beliebig 
viele Polygone zerlegt, so gilt der Satz: (II) Der Flichenwerth des 
Ganzen ist gleich der Summe der Fliichenwerthe seiner Theile. Legen 
wir nimlich von O aus die Dreiecke an siimmtliche Theilpolygone an 
und summiren tiber die Flichenwerthe aller, so erscheinen je zwei 


*) Wir bezeichnen ihn durch die Buchstaben an den Eckpunkten der 
Figur. ' 
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derselben Trennungslinie anliegende Dreiecke mit entgegengesetzt- 
gleichem Flichenwerthe. 

(Ill) Der Fliéchenwerth eines Polygons, dessen Umgrenzung sich 
nicht selbst durchschneidet , ist eine positive, von Null verschiedene Grosse, 
wie die Zerlegung in Dreiecke zeigt. 

Man schreibt zwei Polygonen gleichen Fldcheninhalt zu, wenn 
sie sich in Theilpolygone zerlegen lassen, die paarweise congruent 
sind, Kin Polygon heisst grésser als ein anderes, wenn ein Theil 
seiner Bestandtheile ausreicht, um das zweite zusammenzusetzen. Poly- 
gone von gleichem Flacheninhalt haben nach (II) auch gleichen Flichen- 
werth; ein Polygon, das ein anderes an Flicheninhalt tibertrifft, hat 
nach (II) und (III) auch grésseren Flichenwerth. Hieraus fliesst der 
Hauptsatz: 

(IV) Zwei Polygone, die durch eine Zerlegung als flichengleich 
nachgewiesen sind, kinnen nicht durch eine andere Zerlegung als un- 
gleich erwiesen werden. 

Nachdem die Lehre vom Flicheninhalte durch (IV) eine feste 
Grundlage erhalten hat, lassen sich die gewdhnlichen Entwicklungen 
ohne Einwand ausfiihren. Es ergiebt sich auch der Satz: (V) Poly- 
gone A und B von gleichem Flichenwerthe lassen sich durch Zer- 
legung in eine endliche Zahl congruenter Theile als: flichengleich nach- 
weisen. A und B kénnen nimlich durch elementare Constructionen, 
denen entsprechende Zerlegungen zur Seite stehen, in Quadrate A, 
und B, verwandelt werden, die von gleichem Flichenwerthe und 
in Folge dessen congruent sind. Legt man diese unter Beibehaltung 
ihrer Zerlegungen aufeinander und denkt sich die Zerschneidungen 
von A, und BP, gleichzeitig ausgefiihrt, so erhilt man eine Zerlegung 
in eine endliche Zahl von Theilen, die A in B iberfiihrt. Dass der 
Satz: ,,Gleiches von Gleichem subtrahiert giebt Gleiches“ auch fiir Poly- 
gone gilt, ist jetzt unmittelbar zu erkennen. — Bei der gewdhnlichen 
Berechnung des Flicheninhalts ergiebt sich seine Identitét mit dem 
Fliichenwerth. 

Gilt das Parallelenaxiom nicht, so ist der Flicheninhalt von der 
Winkelsumme o des Polygons abhiingig, wodurch die Untersuchung 
sehr vereinfacht wird, Es geniigt, dieselbe fiir sphdirische Polygone 
(Kcken) durchzufiihren; fiir die beiden Gattungen der nicht- Euklidischen 
Geometrie gestaltet sie sich natiirlich ebenso. Wir bezeichnen mit 
dem ,,sphdrischen Excess“ des sphirischen n-Kcks die hier positive 
Grésse ¢ — (2m — 4) R; wir beweisen, dass zwei sphirische Polygone 
mit den sphirischen Excessen ¢, und ¢, aneinandergesetzt ein Polygon 
mit dem Excess «, + «¢, lieferun. Zerlegt man daher ein sphirisches 
Polygon in beliebig viele andere, so ist der Excess des Ganzen 
gleich der Summe der Excesse der einzelnen Theile. Negative An- 
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tragungen sind zulissig. Nun kann wie aus (II) weitergeschlossen 
werden. ; 

Handelt es sich um krummlinig begrenzte Ebenentheile, so lasst 
sich der Flichenwerth durch ein bestimmtes Integral ausdriicken; die 
Untersuchungen verlaufen wenigstens bei Annahme des Parallelen- 
axioms ganz analog. Auch kénnte in anderer Weise ein Grenziiber- 
gang angewandt werden. 

Auch fiir den Rauminhalt lassen sich entsprechende Untersuchungen 
anstellen, die sich unter Voraussetzung des Parallelenaxioms sehr ein- 
fach gestalten. Als Raumwerth eines Tetraeders kann der dritte Theil 
des Productes aus dem Flichenwerthe der Grundfliche und der Héhe 
definirt werden; driickt man diese Grésse als Function der Kanten 
aus, so ergiebt sich ihre Unabhingigkeit von der Wahl der Grund- 
fliche. Die Definition kann auf mehrseitige Pyramiden ausgedehnt 
werden. Hierauf wird der Raumwerth eines Polyeders analog wie der 
Flichenwerth eines Polygons nach Mébius’scher Weise definirt, wie 
iiberhaupt die weiteren Untersuchungen einen leicht zu iiberblickenden 
Verlauf nehmen. Satz V liasst sich nicht auf den Raum iibertragen. 


Frankfurt a./M., im Mai 1893. 


Druckfehler - Berichtigungen zum 43. Bande: 


197 Zeile 4 v. u. ist (@;,—«,;) zu streichen. 
223 10 o. setze 1— w-2—2---, stati 1— 2%, 2—-a---- 
223 11 v. o, setze » statt m. 
223 9 u, ergainze: = 0. 

223 u. setze w,; statt w,; 

223 3 u. setze a, statt a. 


224 . 0. setze e* statt e*, 
224 . 0. setze ; statt : 
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Math. Annalen XLM. 














” ih 
gi” 
P 
PP 
i 
rd aan. 
- a 
/ Y ra 
/ a A 
/ J - i 
/ Fd , “ 
fr a 
/ Se al y 
ee ae ae ’ 
A y 





= Soe be Ww evschi ew: 





THEORIE 


TRANSFORMATIONSG RU PPEN 
DRITTER UND LETZTER ABSCHNITT 


UNTER MITWIRKUNG 
VON 


Pror. Dr. FRIEDRICH ENGEL 


BEARBEITET 
VON 


SOPHUS LIE, 





Gi 


| We L | 7 den » Ze < ive Vila. 
~ X | ccl . L 





LEIPZIG 
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER 


1893 














Bestell-Zettel. 





Bei der Buchhandlung von 


in 


bestelle ich hiermit zu schnellster Lieferung ein Exemplar 
des im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig soeben 
erschienenen Werkes: 
Lie, Theorie der Transformationsgruppen. 
Dritter und letzter Abschnitt. 1893.  geh. 
n. A, 26.— 


Unterschrift 


Ort, Datum, Wohnung 























sind, 
Gruy 
Reih 
gorit 
des 

und 

Von 
wen 
jekti 


Gru 


Gru 
fiir | 
keit 
wicl 
die 

Zus: 


die 

ges! 
wir 
Gru 
sch 
sie 

deu 
Me 


es 


3 


« 


g 


the 
sau 

















Die beiden ersten Abschnitte, die 1888 und 1890 erschienen 
sind, enthalten die allgemeine Theorie der endlichen kontinuierlichen 
Gruppen. Der vorliegende dritte Abschnitt bringt zuniichst eine ganze 
Reihe von wichtigen speziellen Untersuchungen iiber einzelne Kate- 
gorieen von Gruppen. Es werden da auf Grund der Entwickelungen 
des Abschnitts I alle endlichen kontinuierlichen Gruppen der Geraden 
und der Ebene aufgestellt, ferner alle projektiven Gruppen der Ebene. 
Von den endlichen kontinuierlichen Gruppen des Raumes werden 
wenigstens die wichtigsten bestimmt und die Bestimmung der pro- 
jektiven Gruppen des Raumes wird so weit geférdert, dafs man diese 
Gruppen ohne Schwierigkeit alle finden kann. 

Hieran schliefsen sich Untersuchungen iiber gewisse Klassen von 
Gruppen im Raume von » Dimensionen z. B. iiber die Gruppen, die 
fiir die Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie von Wichtig- 
keit sind. Ferner enthalten einige Kapitel auch allgemeine Ent- 
wickelungen iiber die endlichen kontinuierlichen Gruppen, z. B. wird 
die Theorie der Bestimmung aller r-gliedrigen Gruppen von gegebener 
Zusammensetzung vervollstindigt. 

Hine ziemlich ausgedehnte Abteilung ist den Untersuchungen iiber 
die Grundlagen der Geometrie gewidmet. Das von Riemann implicite 
gestellte und von ihm und von Herrn v. Helmholtz behandelte Problem 
wird gruppentheoretisch formuliert und mit Hiilfe der Methoden der 
Gruppentheorie erledigt. Diese Untersuchungen sind an und fiir sich 
schon fiir jeden Mathematiker vom héchsten Interesse, iiberdies sind 
sie sehr lehrreich, da sie die Macht der Gruppentheorie in besonders 
deutlicher Weise erkennen lassen und zeigen, dafs man ohne die 
Methoden der Gruppentheorie sehr leicht wesentlichen Irrtiimern aus- 
gesetzt ist. 

Die letzte Abteilung beleuchtet die Fundamentalsiitze der Gruppen- 
theorie von einem héheren Standpunkte aus und bringt sie in Zu- 
sammenhang mit allgemeineren Theoremen, z. B. wird die Tragweite 
der Jacobischen Identitiit festgestellt. Das Schlufskapitel dieser Ab- 
teilung enthilt einen Bericht iiber die neueren Untersuchungen, die 
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von anderer Seite an Lies Arbeiten ankniipfend iiber die endlichen 
kontinuierlichen Gruppen angestellt worden sind. 

Dieses Werk giebt eine fast vollstindige Darstellung von Lies 
aus den Jahren 1870 bis 1884 herriihrenden abstrakten Untersuchungen 
iiber Gruppentheorie. Dagegen war es nicht méglich auch seine Unter- 
suchungen iiber unendliche kontinuierliche Gruppen und seine zahl 
reichen Anwendungen auf Differentialgleichungen und Geometrie mit 
aufzunehmen. 

Seit dem Jahre 1883 haben eine Reihe franzésischer Mathematiker, 
nimlich die Herren: Picard, Poincaré, Vessiot, de Tannenberg, 
Tresse schéne Anwendungen von Lies Gruppentheorie u. A. auf 
lineare Differentialgleichungen, und auf die Theorie der komplexen 
Einheiten gemacht. Ebenso stehen die wichtigen von Laguerre (1879), 
Halphen (1880— 1883), Darboux, Liouville, Appell, Goursat, 
Painlevé, Autonne, Elliot, Riverau etc. herriihrenden Unter- 
suchungen iiber Differentialinvarianten in genaustem Zusammenhange 
mit Lies (1872— 1884) Invariantentheorie der endlichen und unendlichen 
Gruppen. Es haben andererseits seit dem Jahre 1885 eine grofse Anzahl 
englischer Mathematiker versucht, den schon von Lie stark betonten 
Zusammenhang seiner Invariantentheorie mit der alten Cayleyschen 
Invariantentheorie durch viele leider gréfstenteils triviale Beispiele 
zu illustrieren. Ungleich wichtiger sind die seit dem Jahre 1884 von 
den deutschen Mathematikern: Engel, Killing, Study, Schur, 
Maurer, Scheffers, Werner, Umlauf und Knothe sowie von 
den Herren Page und v. Zorawski ausgefiihrten gruppentheoretischen 
Untersuchungen. 

Da Lies iiltere Untersuchungen an sich ein vollstiindiges Lehr- 
gebiiude bilden, war es unndtig bei ihrer Darstellung die Ergebnisse 
der neueren Untersuchungen zu verwerten. Doch wird das Verstiindnis 
und die Wiirdigung derselben durch die systematische Darstellung 
dieses Werkes in hohem Malse erleichtert. 
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Im Verlage von. B. G. Teubner in Leipzig ist ferner er- 
schienen und durch alle Buchhandlungen zu beziehen: 


Lie, Sophus, Professor der Geometrie an der Universitit Leipzig, 
Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen zur LEin- 


fiihrung in die Theorie derselben. Bearbeitet und heraus- 
gegeben von Dr. G. Scheffers, Privatdocenten a. d. Univ. Leipzig. 
Mit Figuren im Text. [XII u. 810 S| gr. 8. 1893. geh. 
n. A 24.— 


In den Jahren 1873—84 begriindete Lie eine Theorie der endlichen kontinuierlichen 
Transformationsgruppen, die jetzt schon von namhafter Seite als eine neue mathematische 
Disziplin bezeichnet worden ist, die fiir mehrere andere Zweige der hvheren Mathematik, 
besonders fiir die Theorie der Differentialgleichungen grofse Bedeutung besitzt. Eine syste- 
matische Darstellung dieser Theorie findet man in vr in gleichem Verlage erschienenen 
»lheorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung von Prof. Engel bearbeitet von 
Sophus Lie“. Bei der Abfassung dieses Werkes waren jedoch griéfste Allgemeinheit und 
miglichste Strenge der Entwickelungen die leitenden Gesichtspunkte, sodafs pidagogische 
Riicksichten erst in zweiter Linie zur Geltung kamen. Infolgedessen ist das citierte Werk 
weniger fiir die erste Einfiihrung in die Theorie als vielmehr fiir das griindliche Studium 
derselben berechnet. Versuche, die von anderer Seite gemacht wurden, eine einfachere Be- 
griindung der Fundamentalsiitze zu liefern, kinnen schon deswegen diese Theorie nicht zu- 
giinglicher machen, weil auch sie die Betrachtungen in nm Veriinderlichen und iiberdies in noch 
abstrakterer Form geben. 

In ilteren Arbeiten sowie in seinen Vorlesungen schlug Lie einen anderen Weg ein, 
indem er die Theorie zuerst in einer, zwei und drei Veriinderlichen auseinandersetzte, ehe er 
zur allgemeinen Betrachtung in » Veriinderlichen iiberging. Dadurch fanden die Begriffe und 
Siitze eine anschaulich geometrische Deutung, die der Verstiindlichkeit der rein analytischen 
Entwickelungen zu gute kam. 

Dieser Weg wird nun auch in den hier angezeigten Vorlesungen eingeschlagen: 
Zuniichst werden die wichtigsten Begriffe der Gruppentheorie an projektiven Gruppen der 
Geraden und der Ebene erliutert und sodann alle diese Gruppen, schliefslich tiberhaupt alle 
endlichen Gruppen der Ebene berechnet. Alsdann wendet sich die Betrachtung zu Gruppen 
des Raumes, um endlich in den Gruppen in x Veriinderlichen ihren Abschlufs zu finden. Da- 
zwischen sind Abschnitte iiber Anwendungen der Gruppentheorie eingeschaltet, so iiber den 
Zusammenhang mit der modernen Invariantentheorie der ganzen Functionen und — nach den 
Arbeiten verschiedencr Autoren — mit den komplexen Zahlensystemen sowie tiber das Aquivalenz- 
problem von Gebilden gegeniiber einer Gruppe und schliesslich tiber Anwendungen auf Differential- 
gleichungen mit Fundamentallisungen 

In diesem Werke werden die Beweise der Fundamentalsitze der Gruppentheorie aus dem 
citierten griéfseren Werke wiedergegeben, jedoch unter Weglassung aller jener Betrachtungen, 
welche zu den Beweisen nicht unbedingt nétig sind, sondern teils zu ihrer anschaulichen 
Deutung teils deswegen aufgenommen waren, um gleichzeitig viele andere an sich bedeutungs- 
volle Sitze iiber infinitesimale Transformationen abzuleiten. Nach Fortlassung aller dieser 
Nebenbetrachtungen lassen die alsdann rein analytischen Betrachtungen an Kiirze nichts zu 
wiinschen iibrig. 

An Vorkenntnissen setzt dies Werk streng genommen nur einiges aus der Theorie 
der gewdhnlichen Differentialgleichungen voraus. Andere Hilfsmittel, wie die der projektiven 
Geometrie, werden im Texte selbst entwickelt. Indem das Buch im Gegensatz zu dem citierten 
Werke stets vom Besonderen zum Allgemeinen fortschreitet, gestattet es ein bequemes Eindringen 
in die Theorie der Transformationsgruppen, sowohl fiir solche, die nicht allzuviel Spezial- 
studien darauf verwenden wollen, als auck namentlich fiir Studierende in mittleren Semestern. 
Leser, die schon die ,,Vorlesungen tiber Differentialgleichungen mit bekannten intinitesimalen 
Transtormationen“ aus demselben Verlage kennen, werden die Lektiire besonders leicht finden 
Doch ist die Kenntnis dieses Buches durchaus nicht nétig, um das hier angezeigte zu versiehen 


Vorlesungen iiber gewdhnliche Differentialglei- 
chungen mit bekannten infinitesimalen Transformationea. 
Bearbeitet und herausgegeben von Dr. G. Scheffers. [XVI u. 568 S.| 
gr. 8. 1891.  geh. n. M 16.— 


Das vorliegende elementare Lehrbuch beschiftigt sich mit der Integration von ge- 
woéhnlichen und linearen partiellen Differentialgleichungen und setzt wesentlich nur den Begriff 
des Integrals und die Existenz desselben als bekannt voraus. Es eignet sich somit fiir Studierende 
etwa im 4. Semester, welche eine griindliche Vorlesung iiber Differential- und Integralrechnung 
gehért habon. Fiir das leichtere Verstiindnis ist es niitzlich, aber keineswegs notwendig, dafs 
dem Leser die Anwendung einfacher geometrischer Vorstellungen in der Differential- und 
Integralrechnung einigermafsen geliiufig sei. 





Gegenstand dieser Vorlesungen ist zuniichst die Entwickelung der in den ge- 
briuchlichen Lehrbiichern enthaltenen elementaren Integrationsverfahren, 
welche daselbst als einzelne voneinander unabhiingige Theorieen dargestellt werden, wiihrend 
sie hier als Ausflufs aus einer allgemeinen Methode auftreten. Diese Methode giebt 
eine Integrationstheorie fiir alle Differentialgleichungen, welche eine oder mehrere infinitesimale 
Transformationen oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine kontinuierliche Transformations- 
gruppe gestatten. Es zeigt sich, dafs diejenigen allgemeinen Klassen von Differentialgleichungen, 
welche die ilteren Mathematiker integrierten und die in den Lehrbiichern betrachtet werden, 
eben als die allgemeinsten Differentialgleichungen charakterisiert werden kinnen, die gewisse 
Gruppen von Transformationen zulassen. Es kommt somit der moderne Begriff der Diffe- 
rentialinvarianten, wenn auch in versteckter Form, in jedem Lehrbuche iiber Differential- 
gleichungen vor 

In diesen Elementarvorlesungen werden nun gewdhnliche Differentialgleichungen erster, 
zweiter und dritter Ordnung sowi are partielle Differentialgleichungen in drei und vier 
Veriinderlichen integriert, welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten Der 
Leser wird hierdurch vorbereitet zur Inang¢ 1ahme des allgemeinen und ganz besonders wich 
tigen Problems, ein sogenanntes vollistindiges System mit bekannter Gruppe zu integrieren 
Die allgemeine Erledigung dieses Problems, auf das ch aufserordentlich viele wichtige 
andere zuriickfiihren lassen, wiirde jedoch zuniichst das Studium der Transformationsgruppen 
erfordern. Das Wenige, was von der Theorie der Transformationsgruppen in diesem Lehrbuche 
gebraucht wird, ist ausfiihrlich von den ersten Elementen an entwickelt. Daher kann dies 
Werk dazu dienen, einerseits die Bedeutung der Gruppentheorie klarzumachen, andererseits 
das Eindringen in dieselbe in besonderem Mafse vorzubereiten 


Schliefslich mufs noch bemerkt werden, dafs durch zweckmiifsige Teilung des Stoffes 
dafiir Sorge getragen ist, dem Anfinger zunichst die leichteren Particen verstindlich zu machen, 
indem schwicrigere oder weiterfiihrende Entwickelungen, die beim ersten Lesen tiberschlagen 
werden kénnen, durch kleineren Druck gekennzeichnet wurden. Auch sind, wo es immer an- 
ging, zahlreiche Ubungsbeispiele rund 200 eingeschaltet. Dafs das Werk auch 
Fachminnern mancherlei Interessantes darbietet, liegt schon in seiner eigenartigen Methode 


Lie, Sophus, Professor der Geometrie an der Universitit Leipzig, 
Theorie der Transformationsgruppen. Erster Abschnitt. Unter 
Mitwirkung von Dr, Friedrich Engel bearbeitet. [X u. 632 S8.] 


gr. 8. 1888. geh. n. A. 18.— 


Galois und seine Nachfolger, besonders C. Jordan, haben die fundamentale Bedeutung 
des Begriffes einer diskontinuierlichen Gruppe fiir die Theorie der algebraischen 
Gleichungen in helles Licht gesetzt. Derselbe Begriff ist spiiter von Dedekind fiir die Zahlen- 
theorie und in den letzten Jahren namentlich von Klein, Poincaré und Picard mit grofsem 
Erfolge fiir die allgemeine Funktionentheorie verwertet worden 

Es giebt nun neben den diskontinuierlichen Gruppen noch andere Kategorieen von 
Gruppen, unter denen zunichst die endlichen kontinuierlichen Gruppen Beachtung 
verdienen, indem ihre Theorie fiir mehrere mathematische Disziplinen, insbesondere fiir die 
Theorie der Differentialgleichungen von grofser Bedeutung ist. 

Das vorliegende Werk giebt eine ausfiihrliche und systematische Darstellung von Lies 

} 


vieljihrigen Untersuchungen iiber diesen Gegenstand, welche bisher in vielen einzelnen, meist 


schwer zuginglichen Schriften niedergelegt worden sind 





Zweiter Abschnitt. Unter Mitwirkung von Prof. Dr. 
Friedrich Engel bearbeitet.- [VIII u. 555 8. rr. 8. 1890. 
geh. n. A. 16.— 


Der zweite Abschnitt enthilt die Theorie der Beriihrungstransformationen und der 
Gruppen von solchen Transformationen, er zerfillt in fiinf Abteilungen: In den beiden ersten 
werden der Begriff und die Eigenschaften der Beriihrungstransformationen entwickelt, die dritte 
Abteilung handelt von den infinitesimalen Beriihrungstransformationen, die beiden letzten be- 
schiftigen sich mit der Theorie der Gruppen von Beriihrungstransformationen. 

In der ersten Abteilung ist tiberdies die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung entwickelt, soweit es fiir den Plan des Ganzen notwendig war. 

Besonders mufs erwiihnt werden, dafs die beiden ersten Abteilungen, welche beinahe 
die Hilfte des ganzen Bandes ausmachen, von den Entwickelungen des ersten Abschnitts ganz 
unabhingig sind und daher auch von solchen verstanden werden kinnen, welchen der erste 
Abschnitt unbekannt ist. 





Dritter und letzter Abschnitt. Unter Mitwirkung von 
Prof. Dr. Friedrich Engel bearb. [XXVII u. 8308.]_ gr. &. 
1893. geh. n. A, 26. 
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Wilhelm Weber’s Werke. 


Herausgegeben 


von der 


Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 


zu Géttingen. 


Sechs Bande. 


Band I: Akustik, Mechanik, Optik und Wiirmelehre. Besorgt durch Wol- 
demar Voigt. Mit dem Bildniss Wilhelm Weber’s, XIII Tafeln und 
in den Text gedruckten Abbildungen. Preis M. 20,—; in Halbfranzband 
M. 22,50. 


Band II: Magnetismus. Besorgt durch Eduard Riecke. Mit X Tafeln und 
in den Text gedruckten Abbildungen. Preis M. 14,—; in Halbfranzband 
M. 16,50. 


Band III: Galvanismus und Elektrodynamik. Erster Theil: Abhandlungen 
bis zum Jahre 1857. Besorgt durch Heinrich Weber. Mit I Tafel 
und in den Text gedruckten Abbildungen. Preis M. 20,—; in Halbfranz- 
band M. 22,50. 


Band IV: Galvanismus und Elektrodynamik. Zweiter Theil. Besorgt durch 
Heinrich Weber. Mit IV Tafeln und in den Text gedruckten Abbil- 
dungen. Erscheint bis Ende 1893, 


Band V: Wellenlehre auf Experimente gegriindet. Besorgt durch Eduard 
Riecke. Mit XVIII Tafeln. Preis M. 18,—; in Halbfranzband M. 20,50. 


Band VI: Mechanik der menschlichen Gehwerkzeuge. Besorgt durch 
Friedrich Merkel und Otto Fischer. Mit XVII Tafeln und in den 
Text gedruckten Abbildungen. Erscheint bis Ende 1893. 


Als W. Weber nicht lange vor seinem im Juni 1891 erfolgten Tode seine 
Zustimmung zu einer Gesammtausgabe seiner Werke gab, sprach er gleichzeitig 
den Wunsch aus, dass dieselbe durch die Kénigliche Gesellschaft der Wissen- 
schaften in -Géttingen ausgefiihrt werden mdge. In Folge dessen setzte die 
genannte Gesellschaft fir diesen Zweck eine Kommission ein, deren Arbeit 
hiermit vorliegt. 

Obgleich W. Weber seinen Weltruf hauptsichlich seinen Untersuchungen 
iiber Magnetismus und Elektricitat verdankt, so sind doch auch seine Erstlings- 
arbeiten bereits von grossem Interesse. Dieselben behandeln die allgemeine 
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Wellenlehre und verschiedene Probleme der Akustik. Zwar sind die ersten 
Arbeiten Referate iiber die Untersuchungen anderer Akustiker, hauptsachlich von 
Savart und Wheatstone. Doch hat, wie man leicht erkennt, W. Weber sich 
meist nicht mit Referaten iiber die Versuche der genannten Gelehrten begniigt; 
vielmehr hat er dieselben wiederholt und vermag sie daher aus eigener An- 
schauung zu beschreiben. Von grossem Interesse ist ferner das Lebensbild, das 
er von seinem alteren Freunde und Fachgenossen Chladni entworfen hat, einem 
Gelehrten, der als der Begriinder der experimentellen Akustik angesehen werden 
kann. Mit seiner Habilitationsschrift: Leges oscillationis oriundae, si duo 
corpora ita conjunguntur, ut oscillare non possint, nisi simul et 


synchronice, betritt W. Weber ein Gebiet, in dem er sich alsbald als Forscher ' 
ersten Ranges bewihrte. Die Abhandlungen aus der Mecbanik enthalten ausser 
einer Reihe kleinerer Notizen eine epochemachende Entdeckung: die elastische > 


Nachwirkung. Aus der Optik und Wirmelehre liegen nur zwei kleinere 

Arbeiten vor. Die eine betrifft ,das von Gauss berechnete und von 
Steinheil ausgefihrte Fernrohrobjektiv‘. Die andere behandelt die 
specifische Wirme fester Kérper, insbesondere der Metalle‘. 
Wenige Jahre nach der Berufung W. Weber’s nach Géttingen wurde derselbe 
durch seinen alteren Kollegen F. Gauss zur Mitwirkung bei der Untersuchung 
des Erdmagnetismus angeregt. 

Die Erforschung des Erdmagnetismus in dem umfassenden Sinne der 
Géttinger Gelehrten erforderte einerseits eine genaue Priifung der Alteren, sowie 
der von Gauss ersonnenen Methoden, besonders aber auch eine eingehende Unter- 
suchung der anzuwendenden Apparate und Materialien, sowie der magnetischen 
Eigenschaften des Eisens und Stahles, der Verinderlichkeit des Magnetismus mit 
der Zeit und unter dem Einfluss der Temperatur. Die hierauf beziiglichen Ar- 
beiten bilden den grésseren Theil des Inhaltes des zweiten Bandes. 

In das Grenzgebiet des Magnetismus und der Elektricitit gehéren zwei 
Abhandlungen aber ,unipolare Induktion*, eine Erscheinung, welche W. Weber 
experimentell untersuchte, wihrend ihre theoretische Deutung, von Weber's 
Arbeiten ausgehend, eine lingere Discussion hervorrief u.s. w. u.s. w. 


Naturwissenschaftliche Rundschau. 





Wissenschaftliche Abhandlungen 


der 


Physikalisch-technischen Reichsanstalt 


zu Charlottenburg. 


Erscheinen in swanglosen Heften. 


Unter der Presse befindet sich: 
Heft I. 


Thermometrische Arbeiten 
betreffend 
die Herstellung und Untersuchung der Quecksilber-Normal-Thermometer 


unter Leitung und Mitwirkung i 
von 
Professor Dr. J. Pernet, 
ehemaligem Mitgliede der Physikalisch-technischen Reichsanstalt. 


Ausgefihrt von 
Dr. W. Jaeger und Dr. E. Gumlich. 
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Abhandlungen 


iiber die 


Algebraische Auflésung der Gleichungen 


von 


N. H. Abel und E. Galois. 


Deutsch herausgegeben von H. Maser. 
Preis M. 4,—. 


Die Bemihungen der hervorragendsten Mathematiker wihrend der zweiten 
Halfte des vorigen Jahrhunderts, die algebraische Auflésung der den vierten 
Grad iibersteigenden Gleichungen zu finden, hatten zwar zu vielen, fiir die 
allgemeine Theorie der Gleichungen héchst wichtigen Ergebnissen gefihrt, immer- 
hin aber waren sie in der Erreichung ihres eigentlichen Endzwecks vdllig ohne 
Erfolg geblieben. Erst Abel gelang es, nachdem bereits der italienische 
Mathematiker Ruffini einen Beweis fir die Unméglichkeit der algebraischen Auf- 
lésung allgemeiner Gleichungen zu geben versucht hatte, in aller Strenge zu 
begriinden, dass das, was man so lange vergeblich gesucht hatte, tiberhaupt 
nicht gefunden werden kénne, dass sich eine algebraische Gleichung 
von héherem als dem vierten Grade im Allgemeinen nicht auf reine 
Gleichungen zuriickfiihren lasse und somit die Darstellung ihrer Wurzeln 
mit Hilfe von Wurzelgréssen im Allgemeinen unméglich sei. Abel selbst gab 
dieser Frage die neue Fassung, indem er die Aufgabe stellte, alle Gleichungen 
von irgend einem gegebenen Grade zu finden, welche algebraisch 
lésbar seien. Gleichzeitig mit Abel und mit nicht geringerem Geschick und 
Erfolg beschaftigte sich Galois mit der algebraischen Auflésung der Gleichungen. 
Seine Untersuchungen gipfelten in dem Satze: Damit eine irreductible 
Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, durch Wurzelgréssen 
lésbar sei, ist nothwendig und hinreichend, dass, wenn irgend 
zwei ihrer Wurzeln gegeben sind, die tibrigen sich rational daraus 
herleiten lassen. Aus dem Vorwort des Herausgebers. 


Algebraisehe Analysis 


von 


Augustin Louis Cauchy. 
Deutsch herausgegeben von Carl Itzigsohn. 
Preis M. 9,— 


Von der im Springer’schen Verlage erscheinenden Sammlung mathematischer 
Werke, ,welche auf die Entwicklung der reinen Mathematik einen wesentlichen 
Einfluss geibt haben“, liegt nunmehr Cauchy’s Analyse algébrique in deutscher 
Uebersetzung vor. Dass Inhalt und Darstellung klassisch sind, dass es noch 
heute, 54 Jahre nach seinem Erscheinen, als Lehrbuch vorziiglich ist — all das 
bedarf keiner Besprechung; wir haben uns allein an die deutsche Uebertragung 
zu halten. Zunichst faillt bei der Lectiire eine dreifache Druckart auf: einfache, 
gesperrte und fette Schrift laufen durcbeinander. Jedenfalls aber zeigt dieses 
Bestreben des Markirene die Absicht, die Lectiire zu erleichtern, und lasst auf 
Sorgfalt in der Bearbeitung schliessen. Diese zeigt sich in der That auch durch- 

ehend; die Uebersetzung ist im Allgemeinen genau und geschickt durchgefihrt. 
Die Ausstattung des Werkes ist eine vorziigliche. 


Deutsche Litteraturseitung. 
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Reductionstabellen 


zur 


Gauss-Poggendorff’schen Spiegelablesung 


von 


Dr. Paul Czermak, 


Privatdocent und Assistent der Physik an der Universitit zu Graz. 
Mit 7 in den Text gedruckien Figuren. 


Dreisprachig: Deutsch, Englisch (Reduction tables for readings by the Gauss-Poggendorff mirror method), 
Franzisisch (Tables de réduction d’aprés la méthode du miroir de Gauss-Poggendorff). 


Preis gebunden M. 12,—. 


Die Messungen, welche auf die Drehung eines Spiegels zurickgefihrt 
werden und welche zuerst von Poggendorff vorgeschlagen, dann von Gauss 
so erfolgreich bei den erdmagnetischen Untersuchungen verwerthet wurden, haben 
jetzt eine so verbreitete Anwendung gefunden, dass die Messungen mit Spiegel- 
ablesung wohl die am hiufigsten ausgefiihrten sind. Zur Auswerthung dieser 
Messungen sind nun stets Reductionen von Winkelwerthen auf trigonometrische 
Functionen, oder umgekehrt, erforderlich, und hat der Verfasser zur Zeitersparniss 
bei den vorzunehmenden Rechnungen die angezeigten, sehr zweckmiissig ein- 
gerichteten Reductionstabellen berechnet. Den Tabellen ist in einer Einleitung 
die Theorie der Messung durch Spiegelablesung vorausgeschickt, ferner sind einige 
Methoden fiir die Aufstellung der Apparate angegeben unter Hinweis auf die 
Ermittelung derjenigen Dimensionen der Abstiinde von Scala, Spiegel, welche 
bei den Berechnungen in Betracht kommen. Die Einleitung ist dreisprachig 
(deutsch, englisch, franzésisch) abgefasst, in der gewiss richtigen Voraussetzung, 
dass die sehr zweckmissigen Tabellen iiberall Beifall finden werden. 


Literar. Centralbdlatt. 


Rinleitung in die Analysis des Unendlichen 


von 
Leonhard Euler. 
I. 
Ins Deutsche iibertragen von H. Maser. 


Preis M. 7,—. 


Wir stehen keinen Augenblick an, die Maser’sche Bearbeitung jiingeren 
Studirenden unserer Wissenschaft angelegentlich zum Studium zu empfehlen; 
der allgemeine Gewinn, den sie aus dieser Lektiire ziehen werden, wird als ein 
grosser auch dann anerkannt werden miissen, wenn der Anfanger bei fortschreitender 
Erkenntniss sich genéthigt sieht, den ihm von Euler vorgesetzten Wein reiner 
Schaffensfreudigkeit mit kritischem Wasser zu versetzen. Auf einen einleitenden 
Abschnitt iber das Wesen der Funktionen an sich, dieses Wort im Leibniz’schen 
Sinne genommen, folgt die Zerlegung rational gebrochener Gréssen in Partial- 
briiche, daran reiht sich die Einfiihrung neuer Verinderlicher und die Entwick- 
lung in unendliche Reihen. Nunmehr beginnt die von Euler recht eigentlich in 
ein System gebrachte Exponentialanalysis u.s.w. Reihen, Produkte und Ketten- 
briiche an und fiir sich und in ihren gegenseitigen Wechselbeziehungen erfillen 
die zweite Halfte des Werkes; insbesondere zeigt Euler mit Virtuositit den 
Uebergang von der einen dieser ,unendlichen Ausdrucksformen* zu einer der 
beiden andern u. s. w. 

_ Zeitschrift f. mathem. u.s.w. Unterricht. 
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Experimental-Untersuchungen tiber Elektricitat 


von 


Michael Faraday. 


Deutsche Uebersetzung 





von 
Dr. S. Kalischer, 


Privatdocent an der Technischen Hochschule zu Berlin. 


3 Bande. 
Mit vielen in den Text gedruckten Abbildungen und Tafeln. 


Preis M. 36,—; gebunden M. 39,60. 


Die denkwiirdigen Arbeiten des griéssten Meisters experimenteller Natur- 
forschung haben durchaus nicht nur historische Bedeutung, sondern dieselben 
wirken noch heute sowohl auf rein wissenschaftlichem, wie auch auf praktischem 
Gebiete befruchtend weiter. Wenn man die hervorragendsten unter unseren 
heutigen Erfindern und Konstrukteuren auf elektrischem Gebiete fragt, welches 
der Queil sei, aus dem sie die Anregung zu den meisten ihrer erfinderischen 
Gedanken geschépft haben, so weisen sie fast alle auf dieses unvergingliche Werk 
des grossen Englanders hin. In vielen Punkten ist man gerade in neuerer Zeit 
wieder mehr und mehr auf die einfache Auffassung elektrischer und magnetischer 
Vorgiinge zuriickgekommen, die von Faraday begriindet worden ist. Uebersetzer 
und Verleger verdienen daher den aufrichtigen Dank der deutschen Fachgenossen. 

Elektrotechnische Zeitschrift. 


Analytische Theorie der Warme 


von 


M. Fourier. 


Deutsche Ausgabe von 


Dr. B. Weinstein. 


Mit 21 in den Text gedruckten Holzschnitten. 


Preis M. 12,—; gebunden M. 138,20. 


Das Fourier’sche Buch ,Théorie analytique de la chaleur‘ hat lange 
Zeit im Buchhandel gefehlt, so dass es nur wenigen Studirenden vergénnt war, 
einen Kinblick in dieses fir die ganze mathematische Physik und einen michtigen 
Zweig der Analysis grundlegende Werk zu thun. Ich habe geglaubt, von einer 
Uebersetzung nicht abstehen zu miissen, da fir die Studirenden das Buch, weil 
es die Grundlagen der in der theoretischen Physik zur Anwendung kommenden 
Methoden enthilt und in glinzenden Beispielen zeigt, wie man physikalische 
Probleme mathematisch zu behandeln hat, von héchster Bedeutung ist. 


Aus dem Vorwort des Uebersetzers. 
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- 
Handbuch 
der 
s s ee = 
Elektricitat und des Magnetismus. 
Fiir Techniker bearbeitet 
von 
Dr. O. Frélich. 
Mii in den Text gedruckien Holzschnitten und zwei Tafeln. 
Zweite vermehrte und verbesserte Auflage. » 
Preis M. 15,—; gebunden M. 16,20. 
Die erste Halfte bildet ein Lehrbuch der Elektricitaét und des Magnetismus, 
welches von den einfachsten Beobachtungen beginnend das ganze Lehrgebiet in | 
fasslicher Beschreibung und unter Vermeidung “schwieriger mathematischer und 
anderer theoretischer Erérterungen behandelt. Von dem zweiten Theil ist die 
erste Halfte den technischen Verwendungen der Elektricitét gewidmet, von denen } 
hauptsichlich die Telegraphie (mit Telephonie und Mikrophonie) beriicksichtigt 
ist, wahrend von den ibrigen technischen Verwendungen nur die elektrischen | 
Maschinen aufgenommen wurden; den Schluss bildet die elektrische Messkunde. 
Das Buch muss als eines der ’wichtigsten Lehrmittel zur Einfihrung in die 
modernen Anschauungen, welche das Gebiet der Elektrotechnik beherrschen, be 
zeichnet werden. Fortschritte der Elektrotechnik. 
Allgemeine Untersuchungen iiber die unendliche Reihe . 
1428, (e+ 1) BB+ 1) | cai or) oe B (8+1) (6+2) en 
ley (1.2. (y+) re. Se. Fr ere 
von 
Carl Friedrich Gauss. 
Mit Einschluss der nachgelassenen Fortsetzung 
aus dem Lateinischen iibersetzt 
von 
Heinrich Simon. 
Preis M. 3,— 
Die Gauss’sche Abhandlung ist in der vorliegenden Gestalt mit Freuden 
zu begriissen. Bildet sie ja an sich schon ein Gesammtgut der mathematischen } 
Welt, fiir jeden Mathematiker ein unumgingliches Studium. Hier aber wird sie { 
in einer dusserst correcten Form geboten, vermehrt in einem Anhang mit An- 
merkungen des Uebersetzers, die in literarisch-historischer Hinsicht, sowie auch } 


zur Erlauterung einzelner Stellen sehr dankenswerthe Beitrage geben. Diese Be- 
arbeitung kann fir die nachfolgenden Ausgaben des Unternehmens als Muster 
hing gestellt werden. 


Literar. Centralblatt. 
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Carl Friedrich Gauss’ 


Untersuchungen iiber hohere Arithmetik. 


(Disquisitiones arithmeticae. Theorematis arithmetici demonstratio nova. Summatio quarumdam 

serierum singularium. Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis demon- 

strationes et ampliationes novae. Theoria residuoram biquadraticoram, commentatio prima 
et secunda. Etc.) 


Deutsch herausgegeben von H. Maser. 
Preis M.14,—; gebunden M. 15,40. 


Geometrisehe Optik 


von 
R. S. Heath, 
Mitglied des Trinity College, Cambridge, Professor der Mathematik am Mason College, 
Birmingham. 
Autorisirte deutsche Ausgabe. 


Herausgegeben von R. Kanthack. 
Erscheint bis Ende 1893. 


Grundzige 


der astronomischen Zeit- und Ortsbestimmung 


vou 


Dr. W. Jordan, 


Professor an der Technischen Hochschule zu Hannover. 


Mit sahlreichen in den Text gedruckten Abbildungen. 


Preis M.10,—; gebunden M. 11,20. 


Der Verfasser hat zahlreiche praktische Ortsbestimmungsarbeiten ausgefihrt. 
Mit dem obengenannten Werke beabsichtigt er nun die Mittel und Wege, welche 
zur Ausfiihrung solcher Arbeiten erforderlich sind, im Zusammenhang und doch 
mit einer gewissen Beschriinkung beziiglich der zu erreichenden Genauigkeit dar- 
zustellen. Infolgedessen entwickelt er besonders ausfihrlich die Grundformeln 
und geht von diesen stufenweise zu den schwierigern Anwendungen iiber, wobei 
er allenthalben durch gut gewihlte und mit ihren Einzelheiten vorgefiihrte 
praktische Beispiele den Anfanger zur eigenen Arbeit — Eine reiche 
Sammlung von Hilfstafeln ist beigegeben, ebenso werden die hauptsichlichsten 
Instrumente durch vorziigliche Abbildungen erliutert. 
Kélnische Zeitung. 
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Lehrbuch der Spektralanalyse 


von 





Dr. Heinrich Kayser, 


Privatdocent an der Universitit zu Berlin und Assistent am Physikalischen Institut. 


Mit 87 in den Text gedruckien Holzschniiten und 9 lithogr. Tafeln. 
Preis M. 10,—. 


Das vorliegende Werk ist eine ernste und verdienstvolle Arbeit, eine Zu- 
sammenfassung aller der herrlichen Resultate, welche die Forschung auf dem 
Gebiete der Spektralanalyse bis auf die Gegenwart zu Tage geférdert hat. In- 
dem der Verfasser die populire Behandlung aufgiebt, welche die meisten bisher 
iiber diesen Gegenstand erschienenen Handbicher festhielten, vielmehr ganz vom 
wissenschaftlichen Standpunkt aus vorgeht, fillt sein Werk eine bisher sehr fihl- 
bare Licke in der physikalischen Literatur aus. Die Zusammenfassung, Anein- 
anderreihung und Erérterung der verschiedenen Gegenstinde bekunden die volle 
Beherrschung des Stoffs und machen im Verein mit der Klarheit der Darstellung 
das Buch geeignet, nicht nur zu belehren, sondern auch zu interessiren. Es leitet 
den Leser bis unmittelbar vor die Fragen der Gegenwart und riistet ibn zu deren 
Bearbeitung aus durch die Mittheilung der bisher gewonnenen Thatsachen, Be- 
schreibung der bewahrtesten Instrumente und Methoden, und Aufzihlung der auf- 
gestellten Theorien und der literarischen Quellen. 


Zeitschrift fiir Instrumentenkunde. 


Die Theorie der Beobachtungsfehler 


und 


die Methode der kleinsten Quadrate 


mit ihrer 
Anwendung auf die Geoddsie und dice Wassermessungen 
von 


Otto Koll, 


Professor u. etatsmissigem Lehrer der Geodisie a. d. Landwirthschaftl. Akademie Poppelsdorf. 


Mit in den Text gedruckien Figuren. 


Preis M. 10,—. 


Das vorliegende Werk ist verfasst worden zur Benutzung beim Studium 
und in der Praxis. Es soll den Studirenden die theoretischen Entwicklungen in 
klarer iibersichtlicher Fassung iibermitteln und ihnen an zablreichen Beispielen 
zeigen, wie das durch die theoretischen Entwicklungen Gewonnene praktisch an- 
zuwenden ist und zwar in grésserem Umfange, als dies allein durch Vorlesungen 
geschehen kann. Es soll aber auch als Fihrer in der Praxis dienen, und deshalb 
ist das Verfabren, wo es nur méglich und niitzlich war, bis zur Aufstellung 
mechanischer Rechenregeln und einfacher Formulare entwickelt. Die Fassung des 
Werkes ist so einfach gehalten, dass es jedem Fachmanne ohne weitere Anleitung 
gelingen diirfte, daraus das fiir ihn brauchbare zu gewinnen. 


Aus dem Vorwort des Verfassers. 
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Analytisehe Mechanik 


von 


J. L. Lagrange. 


Deutsch iibertragen von Dr. H. Servus. 


Preis M.16,—. 


Das grossartige Werk von Lagrange iber die analytische Mechanik, 
dessen erste Auflage — in franzésischer Sprache — im Jahre 1788 erschien, 
bezeichnete den Beginn einer neuen Epoche in der Geschichte der Mechanik. — 
Dieses epochale Werk des grossen Gelehrten bildet noch heute das Fundament 
der mechanischen Wissenschaft. Leider ist es im Originale nicht mebr erhaltlich 
und iiberhaupt schwer zuginglich. Durch eine méglichst wortgetreue Ueber- 
setzung hat Dr. Servus dem Werke seinen urspriinglichen Charakter gewabrt, 
ohne unklar, undeutlich oder verworren zu werden; im Gegentheile, der Stil ist 
geschmeidig, die Sprache leicht und fliessend, frei von Gallicismen. 


Wochenschr. d. ésterr. Ing.- u. Arch.-Vereins. 


Physikalisch-chemische Tabellen 


von 
Dr. Hans Landolt, und Dr. Richard Béirnstein, 
Professor an der Universitit Berlin, Professor der Physik 
Direktor des I!. chemischen Instituts, a. d, Landwirthschaftl. Hochschule zu Berlin. 


Herausgegeben unter Mitwirkung der Herren 


Barus, Blaschke, Heilborn, Kayser, Less, Léwenherz, Marckwald, Neumayer, Rimbach, 
Scheel, Schénrock, Schiitt, H. Traube, W. Traube, Weinstein. 


Zweite, stark vermehrte Auflage. 


Preis gebunden M. 24,—. 


Die ,,Chemische Industrie“ schrieb iiber die 1. Auflage: ,Das Werk 
unterscheidet sich von allen fhnlichen in deutscher Sprache erschienenen Zu- 
sammenstellungen dadurch, dass alle Angaben mit Litteraturnachweisen versehen 
sind und daher leicht controlirt werden kénnen. Ein grosser Theil der Tabellen 
ist von den Verfassern eigens fiir diesen Zweck zusammengestellt resp. berechnet 
worden, ein anderer Theil ist aus Journalen etc, tibernommen, aber zugleich 
einer Revision unterzogen worden. Obwohl bei der Auswahl der Tabellen mehr 
die Bedirfnisse der rein wissenschaftlichen Chemie und Physik als die der 
chemischen Technik maassgebend gewesen sind, so diirfte das Buch doch wegen 
seiner Reichhaltigkeit und Zuverlissigkeit auch fir den praktischen Chemiker 
von grossem Werthe sein. Namentlich ist der Abschnitt iiber die spezifischen 
Gewichte, Schmelzpunkte und Siedepunkte der Elemente und der wichtigsten 
anorganischen und organischen Verbindungen eine so vorziigliche Zusammen- 
stellung, wie sie unseres Wissens bisher nicht existirt hat.“ 
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Theori r 
Partiellen Differentialgleichungen 


erster Ordnung 
von 
Dr. M. Paul Mansion, 
Professor an der Universitit Gent, Mitglied der kénigl. belgischen Akademie. 
Vom Verfasser durchgesehene und vermehrte deutsche Ausgabe. 
Mit Anhadngen von S. von Kowalevsky, Imschenetsky und Darboux. 
Herausgegeben von H. Maser. 
Preis M. 12,—. 

Die ,,Théorie des équations aux dérivées partielles‘‘ des Herrn P. Mansion, 
welche als preisgekrént von der kénigl. belgischen Akademie 1875 erschienen 
ist, hat sich wegen ihrer mannigfachen Vorziige der Gunst der Mathematiker in 
hohem Grade zu erfreuen gehabt. Der Verfasser beweist eben in diesem Werke, 
wie in allen seinen Verdffentlichungen, eine umfassende Kenntniss der beziiglichen 
Litteratur, ein tiefes Verstandniss bei der Sichtung des Stoffes und ein grosses 
Geschick zur klaren Darstellung sowie zur Verkniipfung getrennter Untersuchungen 
durch erginzende Forschungen. Der Leser erhalt ausser einer Darstellung des 
Gegenstandes eine kurze Uebersicht iiber die Geschichte seiner Entwickelung 
nebst einem recht vollstindigen Verzeichniss der zugehdérigen Litteratur. Da die 
franzésische Ausgabe des Werkes erschépft ist, so kommt die von Herrn Maser 
unter Mitwirkung des Verfassers mit bekannter Sorgfalt herausgegebene deutsche 
Uebersetzung einem wirklichen Bediirfnisse entgegen. 

Deutsche Litteraturseitung. 


Lehrbuch 


der 
Elektricitat und des Magnetismus 
E. Mascart, “a J. Joubert, 
Professor am Collége de France, Professor am Collége Rollin. 


Director des Bureau central météorologique. 


Autorisirte deutsche Uebersetzung 


von 
Dr. Leopold Levy. 
2 Binde. 
Mit 264 in den Text gedruckten Abbildungen. 
Preis M. 30,—; geb. M. 32,40. 

Das franzésische Original des Buches von Mascart und Joubert erfreut 
sich schon seit lingerer Zeit in den Kreisen der deutschen Physiker und Elek- 
triker eines sehr guten Rufes. Der Uebersetzer Dr. Levy und die Springer’sche 
Verlagshandlung haben sich daher unzweifelhaft ein Verdienst dadurch erworben, 
dass sie das Werk nunmehr auch weiteren Kreisen zugiinglich gemacht haben. Ein 
wesentlicher Vorzug desselben besteht darin, dass die Schlussformeln fast iiberall 
in einer Gestalt gegeben sind, welche es méglich macht, die Rechnungsergebnisse 
unmittelbar fir die Lésung technischer Aufgaben zu benutzen. Als Beispiele der 
allgemeinen Theorien sind meist solche Falle gewahlt, welche am hiaufigsten in 
der Praxis vorkommen. Im Anschluss an die Behandlung der Leydener Flaschen 
und Condensatoren sind z. B. unendlich lange conachsiale Cylinder untersucht, 
als welche man Kabel ansehen kann. Bei Besprechung der Wirkungen von 
Solenoiden werden auch conachsiale Solenoide mit und ohne Eisenkern untersucht, 
wie solche in jedem Inductionsapparat auftreten u.s.f. Der mathematische Hilfs- 
apparat ist derart gewahlit, dass akademisch gebildete Ingenieure keine besonderen 
Schwierigkeiten finden werden; um so mehr, als man an der Darstellung Eleganz 
und Leichtfasslichkeit rihmen muss. 


Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure. 





— 
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Theorie des Potentials 


und ihre Anwendungen anf 


Elektrostatik und Magnetismus 


von 
Emile Mathieu, 


Professor der Mathematik zu Nancy. 


Autorisirte deutsche Ausgabe 
von 


H. Maser. 


Preis M. 10,—. 


An vortrefflichen Lebrbiichern tiber die Theorie des Potentials und die 
Anwendungen derselben auf die verschiedensten Zweige der mathematischen Physik 
ist in der deutschen mathematischen Litteratur gerade kein Mangel. Auch 
die ,,Théorie du Potentiel et ses applications 4 |’Klectrostatique et au Magnétisme“ 
des durch seine hervorragenden Arbeiten auf dem Gebiete der angewandten 
Mathematik riihmlichst bekannten Verfassers reiht sich jenen vortrefflichen Lehr- 
biichern wiirdig an, ja dies Werk besitzt so wesentliche Vorziige vor den meisten 
andern, dass es mir werth erschien, auch dieses den deutschen Studirenden etwas 
naher zu ricken. Aus dem Vorwort des Uebersetzers. 


Lehrbuch 


Elektricitat und des Magnetismus 


James Clerk Maxwell, M. A. 


Autorisirte deutsche Uebersetzung 
von 


Dr. B. Weinstein. 


In 2 Binden. 
Mit zahlreichen Holeschnitien und 21 Tafeln. 


Preis M.26,—; geb. M. 28,40. 


Das Ziel, die vornehmlich von deutschen und franzésischen Forschern 
gehegten Ansichten itiber das Wesen der im Titel genannten Krifte mit den 
kesdbiusiens Faraday’s zu versdéhnen, vielmehr zu vereinigen, konnte wohl 
niemand besser erreichen, als der fiir die Wissenschaft zu frih gestorbene eng- 
lische Physiker. Wir wagen die Behauptung, dass das Buch Maxwell’s, obwobl 
vorwiegend mathematischen Inhalts, der iberdies nach Methoden behandelt wird, 
die nur den in dieser Disciplin vorgeschrittenen Lesern zuginglich sind, dennoch 
durch die Klarheit und Anschaulichkeit der Sprache, durch die Scharfe und 
Reinheit der Definitionen in seinem nichtmathematischen Inhalt jedem willigen 
Studirenden reiche Belehrung bringen muss. Im Interesse wirklicher Belehrung 
wiinschen wir dem Werke die weiteste Verbreitung. 


Zeitschrift fiir Elektrotechnik. 
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— nd ee ~~ 
Metronomische Beitrage. 


Kaiserlichen Normal- Aichungs - Kommission. 


No. 1. 


Mit Hiilfstafeln zur Berechnung von Volumen- und Gewichts-Bestimmungen, mit Riicksicht auf 
die Schwankungen der Dichtigkeit des Wassers und der Luft und auf die unter dem Einfluss 
der Wirme stattfindenden Veriinderungen der Dimensionen der zu messenden a 
und za wigenden Kérper. 
Preis 75 Pf. 


No. 2. 
Ueber Veranderlichkeit von Platin-Gewichtsstiicken. 
Kritische Untersuchungen 
von 


Dr. L. Loewenherz, 


Assistenten der Kaiserlich Deutschen Normal-Aichungs-Kommission, 
mit Benutzung von Wiagungen der Normal - Aichungs - Kommission. 


Preis 75 Pf. 


No. 3. 
Thermometrische Untersuchungen. 


1. Vergleichungen von Quecksilber-Thermometern, von Dr. M. Thiesen. 


2. Vergleichungen von Quecksilber-Thermometern mit dem Luft-Thermometer, von 
Dr. L. Grunmach. ’ 


%. Ueber die Bewegungen der Fundamentalpunkte von Thermometern, von H. F. Wiebe. 


4. Ueber die Reduktion der Angaben von Gas-Thermometern auf absolute 
Temperaturen, von Dr. B. Weinstein. 


Preis M. 4,80. 


No. 4. 
Barometrische Untersuchungen. 


1. Absolute barometrische Bestimmungen 
unter Kontrole des Vakuums durch elektrische Lichterscheinungen, von Dr. L. Grunmach. 


2. Das Heberbarometer N, von H. F. Wiebe. 
Preis M. 2,—. 


No. 5. 


Zur Geschichte und Kritik der Toisen-Maass-Stiabe. 


Fin Beitrag zur definitiven Einordnung der auf altfranzisisches System begriindeten { 
Messungen in das metrische System 


von 


C. F. W. Peters. 
Preis M. 1,50. 
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No. 6. 
Kapillaritats - Untersuchungen 


und ihre 
Verwerthung bei der Bestimmung der alkoholometrischen Normale 
von 
Dr. B. Weinstein. 
Preis M.2,—. 
No.7. 


Ueber die Bestimmung von Araiometern 
mit besonderer Anwendung auf 
die Feststellung der deutschen Urnormale fiir Alkoholometer 
von 
Dr. B. Weinstein. 
Preis M. 4,—. 


Wilhelm Olbers. 


Sein Leben und seine Werke. 


Im Auftrage der Nachkommen 
herausgegeben von 


Dr. C. Schilling. 
Erster Band. 
Gesammelte Werke. 
Mit dem Portrait Olbers’ in Stahlstich. 
Gelangt bis Ende 1893 zur Ausgabe. 


Das Werk erscheint in 4 Banden, von denen Band II und III, enthaltend den Briefwechsel 
Olbers’ mit Gauss, Schumacher, Harding, Zach etc., und Band IV, das Leben Olbers’ be- 
handelnd, im Laufe der nichsten Jahre ausgegeben werden. 


In dem angezeigten Werke stellt der Herausgeber sich die Aufgabe, ein 
Bild des Mannes zu geben, der an der Wende des Jahrhunderts als der Mittel- 
punkt des geistigen Lebens auf dem Gebiete der Astronomie gelten diirfte, der 
einem Bessel die Wege zu seiner ruhmvollen Thiitigkeit ebnete und Gauss als 
den hervorragenden Gelehrten zuerst neidlos anerkannte. Wie die Astronomie 
zur Zeit Olbers’ im besten Sinne des Wortes populiir war, so sind auch die 
Arbeiten Olbers’, so durchdacht sie vom metaphysischen und mathematischen 
Standpunkt waren, nicht nur fiir den Kreis der Astronomen von Fach, sondern 
fir alle Freunde und Liebhaber der Sternenwelt gedacht und geschrieben. 

Der erste Band enthilt die gesammelten Werke Olbers’, die in vielen 
Zeitschriften zerstreat dem danach Suchenden nur schwer zuginglich sind, und 
die ein Bild der umfangreichen Thiitigkeit des Mannes geben, der neben der 
Anstrengung des Berufes als Arzt Zeit und: Kraft sich und der Natur abrang, 
um bis in das hohe Alter seiner Lieblingswissenschaft nachzugehen. — Der 
zweite Band wird den Briefwechsel zwischen Olbers und Gauss bringen, den 
die Kénigliche Gesellschaft der Wissenschaft zu Gdottingen dazu giitigst zur 
Verfiigung gestellt hat. — Der dritte Band soll dann aus der grossen Zahl 
vorliegender Briefe von Zeitgenossen an Olbers ein Lebensbild des Mannes als 
Gelehrten und Menschen hinzufiigen. 

Die Veréffentlichung erfolgt im Auftrage der in Bremen lebenden Nach- 
kommen Olbers’. 
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Thermodynamik. 


Voilesungen, gehalten von 


H. Poincaré, 
Professor und Mitglied der Akademie. 


Redigiit von J. Blondin, Privatdozent an der Universitat zu Paris. 
Autorisirte deutsche Ausgabe von 
Dr. W. Jaeger und Dr. E. Gumlich. 
Mit 41 in den Text gedruckten Figuren. 
Preis M.10,—. 


Das vorliegende Werk des auch in Deutschland rihmlichst bekannten 
franzésischen Gelehrten behandelt das Gebiet der Thermodynamik yon einem 9 
hohen, wissenschaftlichen Standpunkte und zeichnet sich durch seinen reichen 


Vor dem Eintritt in das Gebiet der speciellen Thermodynamik er- 


drtert der Verfasser in fesselnder Darstellung das Princip von der Erhaltung der 
Energie und wendet sich darauf nach einer scharfen Pricisirung der bei der 
Thermodynamik in Betracht kommenden Gréssen, wie absolute Temperatur, speci- 
fische Warme bei constantem Drucke und constantem Volumen, Warmemenge u.s. w. 
zuerst zu den Arbeiten von Sadi Carnot, um sodann das Princip der Aequivalenz, 
dessen Bestiitigung durch die Gase u.s.w., sowie das Princip von Carnot- 
Clausius mit den verschiedenen, dagegen erhobenen Einwirfen zu besprechen, 
Die Gase, Fliissigkeiten, Dampfe etc. werden in besonderen Kapiteln behandelt, 
ebenso wird die Anwendung der entwickelten Theorien auf die Bestimmung des 
Nutzeffektes der Dampfmaschinen ausfibrlich und streng wissenschaftlich durch- 


Hieran schliesst sich ein Abschnitt tiber Dissociation sowie eine ein- 


gehende Besprechung der elektrischen Erscheinungen. Das letzte Kapitel ist 
der Zurickfiihrung der Principien der Thermodynamik auf die allgemeinen Prin- 
cipien der Mechanik gewidmet. 


Elektrieitat und Optik. 


Vorlesungen, gehalten von 


H. Poincaré, 


Professor und Mitglied der Akademie. 


Redigirt von J. Blondin und Bernard Brunhes, Privatdozenten an der Universitat zu Paris. 


Autorisirte deutsche Ausgabe von 


Dr. W. Jaeger und Dr. E. Gumlich, 
Assistenten an der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt. 


Erster Band. Zweiter Band. 
Die Theorien von Maxwell und die elektromagnetische Die Theorien von Ampére und Weber — Die Theorie 
Lichitheorie. von Helmholtz und Die Versuche von Hertz. 
Mit 39 in den Text gedruckten Figuren. Mit 15 in den Text gedruckien Figuren. 
Preis M.8,—. Preis M.7,—. 


In dem ersten Bande des rein theoretisch gehaltenen Werkes werden die 
Theorien von Maxwell und Hertz in sehr klarer Weise mit einander in Verbin- 
dung gebracht und besonders die vielfach schwer verstindlichen Ableitungen 
von Maxwell dadurch einem grésseren Leserkreis zuginglich gemacht, wahrend 
der zweite Band die Theorien von Ampere und Weber, sowie die Theorie 
von Helmholtz enthilt. Das Werk wird in den Kreisen der Physiker, speciell ‘ 
der Studirenden, eine freudige Aufnahme finden und die Schwierigkeiten des 


in diese Materie wesentlich erleichtern. Die Eigenschaften der 


Poincaré’schen Ableitungsweise, leichte Fasslichkeit und klare Zusammenfassung 
sind diesem Werke in ganz besonders hervorragendem Maasse eigen. 


Prometheus. 
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3 
Elemente der Statik 
von 
L. Poinsot. 
Autorisirte deutsche Ausgabe. 

Nach der von Bertrand bearbeiteten zwélften Auflage des franzésischer Originals 

herausgegeben von 
Dr. H. Servus. 


Mit 4 lithographirten Tafeln. 
Preis M.6,—; geb. M. 7,—. 


Dieses Werk, dessen 1. Auflage bereits in das Jahr 1803 fallt, zeichnet 
sich durch jene durchsichtige Klarheit und Verstindlichkeit aus, welche bei dem 
Lernenden Lust und Liebe zum Gegenstande erweckt und somit selbstindiges 
Denken anregt. Poinsot hat mit seiner einfachen und eleganten Darstellungs- 
weise bereits Schule gemacht, doch wiire zu wiinschen, dass er in dieser Be- 
ziehung noch mehr Nachahmer finden mége. Durch die Einfihrung des Begriffes 
»Kriftepaar* hat er den Stoff mit jenem einheitlichen Begriff durchdrungen, der 
ihn dann in seiner ,Neuen Theorie der Drehung der Kérper“ auf das Central- 
ellipsoid fihrt. Dieses Princip ist auch in dem Abschnitte Elemente der 
Statik“ und in dem von den Maschinen handeinden beibehalten. In dem Werke 
sind weitgehende mathematische Deductionen vermieden, und es werden zu dem 
Verstiindnisse desselben nur die einfachsten mathematischen Kenntnisse bendthigt. 

Wochenschr. d. ésterr. Ing.- u. Archit.-Vereins. 


Vorlesungen tiber die Bernoullischen Zahlen, 


ihren Zusammenhang mit den 
Secanten-Coefficienten und ihre wichtigeren Anwendungen 
von 
Dr. Louis Saalschiitz, 
a. 0. Professor der Mathematik a. d. Universitit Kénigsberg. 


Preis M. 5,—. 


Die Bernoullischen Zahlen haben von jeher das Interesse hervorragender 
Mathematiker in Anspruch genommen. Von Jacob Bernoulli eingefibrt, um 
die Summation der ganzen Potenzen der natiirlichen Zahlen zu vollziehen, wurden 
sie bald darauf von Mac Laurin zum Ausgleich der Differenz einer endlichen 
Reihe und eines bestimmten Integrals verwandt und von Euler mit den Summen 
der reciproken Potenzen der natiirlichen und der ungeraden Zahlen, sowie mit 
den Coefficienten trigonometrischer und anderer Reihen in Zusammenhang ge- 
bracht. Auf diese Weise war ihre ausnehmende Wichtigkeit fir die Analysis 
festgestellt. Demgemiiss suchte man Methoden zu ihrer Berechnung aufzufinden 
und gelangte dabei zu Recursionsformeln und zu unabhingigen Darstellungen. 
Die iiberreiche Fille derselben und die Mannigfaltigkeit der Wege zu ibrer 
Herstellung erhéhten das Interesse an den Bernoullischen Zahlen, und dasselbe 
wuchs noch, als héchst merkwiirdige zahlentheoretische Eigenschaften derselben 
entdeckt wurden. Die Untersuchungen, an denen viele Forscher Antheil haben, 
waren bisher nur in vielen Werken und Zeitschriften zerstreut aufzufinden. Die 
Resultate derselben zu sammeln und einheitlich darzustellen schien dem Verfasser 
eine dankbare Aufgabe zu sein. Die Gliederung des Stoffes ergiebt sich fast von 
selbst in die drei Abschnitte: Recursionsformeln, Unabhangige Darstellungen, 
Zablentheoretische Untersuchungen, doch wurde, um die Symmetrie nicht zu 
stéren, der Vervollstandigung der Mac Laurinschen Summenformel nebst 
Beispielen, nachdem dieselbe in ihrer urspriinglichen Gestalt bereits im ersten 
Abschnitt entwickelt worden, ein besonderer, der vierte Abschnitt gewidmet. 

L. Saalschiits. 
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Gesammelte mathematische Abhandlungen 


von 
H. A. Schwarz. 
Zwei Bande. 
Mit zahlreichen Textfiguren und 4 Tafeln. 
Preis M. 25,—; geb. M. 28,—. 


Geordnet nach der Zeitfolge ihrer ersten Verdéffentlichung, sind im ersten 
Bande diejenigen in den Jahren 1865—1887 verdffentlichten wissenschaftlichen 
Abhandlungen des Verfassers in neuem Abdrucke vereinigt worden, welche auf 
die Flachen kleinsten Flacheninhalts Bezug haben. Der zweite Band enthalt alle 
anderen seit dem Jahre 1863 veréffentlichten mathematischen Abhandlungen. 

Die Reihenfolge, in welcher diese Abhandlungen zam Abdrucke gebracht 
sind, stimmt im Allgemeinen mit der Zeitfolge ihrer ersten Verdéffentlichung iiberein. 


Aus dem Vorwort des Verfassers. 


Wissenschaftliche und technische Arbeiten 


von 
Werner Siemens. 


Erster Band: Wissenschaftliche Abhandlungen und Vortrage. 
Mit in den Text gedruckten Abbildungen und dem Bildniss des Verfassers. 
Zweite Auflage. 

Preis M.5,—; geb. M. 6,20. 

Zweiter Band: Technische Arbeiten. 

Mit 204 in den Text gedruckten Abbildungen. 


Zweite Auflage. 
Preis M.7,—; geb. M. 8,20. 


Forschen und wissenschaftlich denken, das Erforschte und Erdachte sofort 
ins Leben einfihren und dadurch die Gesittung der Menschen, ihre Wohlfahrt 
fordern, das ist fiirwahr ein beneidenswerthes Loos. Nur wenigen unseres Geschlechts 
ist solch ein gesegnetes Denken und Wirken, solch ein erfolggekréntes Sinnen 
und Schaffen vergénnt. Und zu diesen wenigen, wahrhaft gliicklich zu- preisen- 
den Sterblichen gehért Werner Siemens. Aehnlich wie jener rémische Casar 
denjenigen Tag fiir verloren hielt, an welchem er keine Gutthat vollbracht, so 
muss auch unser Siemens sich gesagt haben, dass jeder Tag in seinem Leben 
ein verlorener fiir ihn sei, an welchem er nicht eine wissenschaftliche Idee oder 
eine Entdeckung oder eine Erfindung gemacht. Es liegt nahe, dass in wissen- 
schaftlichen Kreisen sich das Bedirfniss geltend macht, die in mancherlei Fach- 
zeitschriften, in den Sitzungsberichten der verschiedenen Akademien zerstreut sich 
vorfindenden Arbeiten gesammelt bei einander zu haben, um auf solche Weise 
ein vollstindiges Bild von der Geistesarbeit dieses ungewéhnlichen Mannes zu 
gewinnen. Es kann bei der Ankiindigung von dem Erscheinen solch einer Ab- 
handlungen-Sammlung in den 6ffentlichen Blittern nun freilich von einer Beurthei- 
lung derselben nicht die Rede sein. Vielmehr kann nur eben auf die erfreuliche 
Thatsache hingewiesen werden, dass fortan jeder, der sich fiir die Entwicklung 
eines der hervorragendsten Manner interessirt, der namentlich auch eine der 
stolzesten Zierden am deutschen Ruhmeshimmel bildet, ohne Miihe in der Lage 
ist, die wissenschaftlichen Arbeiten Siemens’ seit fast einem halben Jahrhundert 
volistindig kennen zu lernen. 


Berliner Tageblatt. 
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Ueber die 
Erhaltung der Sonnen-Energie. 


Eine Sammlung von Schriften und Discussionen 
von 


Sir William Siemens, 


F.R.S., D.C.L., L.L.D., Ph. D., Mem. Inst. C. B. 
Aus dem Englischen iibersetzt von C. E.Worms. 
Mit 6 in den Text gedruckien Holzschnitten und einer lithographirien Tafel. 
Preis M. 4,—. 


Nach den bisherigen Anschauungen iiber die Strahlung der Sonne wird 
nur der allerkleinste Theil, namlich der auf die Planeten (und Kometen) fallende 
Theil derselben, im Ganzen nicht ein Zweihundert-Millionstel, wirklich im System 
verwerthet, es geht also fast die gesammte Sonnenenergie dem Sonnensystem 
verloren, Diese Ansicht ist gewiss keine befriedigende, wenigstens wenn man 
bewusst oder unbewusst zu einer teleologischen Auffassung der natiirlichen Dinge 
hinneigt. Der Verfasser hat sich nun die Frage gestellt, ob nicht diese scheinbar 
verlorene Energie der Sonne in anderer Gestalt zuriickgefiihrt werde, so dass 
ein Kreislauf entstehe, der immer noch kein perpetuum mobile zu sein braucht, 
aber doch den wirklichen Verbrauch der Energie auf eine Grésse niedrigerer 
Ordnung reducire und so die Constanz der Sonnenwiarme natiirlicher erklire, als 
bisher geschehen. Literar. Centralblatt. 


Gesammelte Abhandlungen 


zur Lehre von der 


Elektrizitat und dem Magnetismus 


(Reprint of Papers on Electrostatics and Magnetism.) 
von 
William Thomson. 
Autorisirte deutsche Ausgabe von Dr. L. Levy und Dr. B. Weinstein. 
Mit 59 in den Text gedruckten Abbildungen und 3 Tafeln. 
Preis M.14,-; geb. M. 15,20. 


Dieser Band enthalt hauptsachlich Neudrucke von Artikeln iiber die 
statische Elektrizitit und andere damit durch die Art der mathematischen Be- 
handlung in Zusammenhang stehende Gegenstinde, die urspriinglich zu ver- 
schiedenen Zeiten im Verlauf der letzten dreissig Jahre verdffentlicht wurden. 
Der Rest, etwa ein Viertel des ganzen Bandes, ist jetzt zum ersten Male nach 
dem Manuscript gedruckt, welches, abgesehen von einem kleinen, etwa zwanzig 
Jahre alten Theile, mit der Ueberschrift ,Elektromagnete* eigens fiir die vor- 
liegende Ausgabe geschrieben ist. Der vorliegende Band enthalt méglichst voll- 
stindig alles, was ich bisher iber Elektrostatik und Magnetismue geschrieben habe. 

Aus der Vorrede des Verfassers. 
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Abhandlungen aus der reinen Mathematik 


von 


N. Vandermonde. 


In deutscher Sprache herausgegeben 
von 
Carl Itzigsohn. 
Preis M. 3,—. 

Die neuen Ausgangspunkte und Principien, welche Vandermonde in seinen 
1770—72 der franzésischen Akademie vorgelegten Abhandlungen fir die Theorie 
und die Auflésung der algebraischen Gleichungen feststellt, haben der Algebra 
einen neuen Aufschwung gegeben und die tiefen Untersuchungen unseres Jabr- 
hunderts auf diesem Gebiete vorbereitet. Man kann der Verlagsbuchhandlung 
nur dankbar dafiir sein, dass sie ibrer deutschen Ausgabe von Eulers Analysis 
infinitorum und von Cauchys Cours d’analyse die schwer zugiinglichen Abhand- 


lungen V’s. folgen liess. Deutsche Litteraturseitung. 


Lehrbueh der Physik. 


Von 
J. Violle, 
Professor an der Heole Normale zu Paris. 
Deutsche Ausgabe 
von 
Dr. E. Gumlich, Dr. L. Holborn, Dr. W. Jaeger, Dr. D. Kreichgauer, Dr. St. Lindeck, 


Assistenten an der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt. 


Erster Theil: Mechanik. 


Erster Rand. Zweiter Rand. 
Allgemeine Mechanik und Mechanik der festen Kirper. Mechanik der fliissigen und gasfirmigen Kirper. 
Mit 257 Textfiguren. Mit 309 Textfiguren. 
Preis M. 10,—; gebundeo M. 11,20. Preis M. 10,—; gebunden M. 11,20. 


Zweiter Theil: Akustik und Optik. 
Erster Band. Zweiter Band. 
Akustik. 0 ptik. 
Mit 163 Textfiguren. : 
Preis M. 8,—; gebunden M. 9.20. (Befindet sich unter der Presse) 


Das klar und elegant geschriebene Werk wendet sich an alle, die sich 
mit der Physik ernstlich beschaftigen wollen oder miissen. Es behandelt ein- 
gehend die wichtigeren und weniger bekannten Fragen und giebt im iabrigen 
eine allgemeine Uebersicht, ohne irgend etwas wesentliches auszulassen. Mit an- 
erkennenswerther Besonnenheit hat Violle davon Abstand genommen, aus dem 
Satze von der Erhaltung der Energie die ganze Physik abzuleiten. Eine leitende 
Idee kann als Ausgangspunkt der Satwuelbenn fir den Forscher werthvoll sein, 
aber Versuche und Messung allein zeigen den zuverlissigen Weg zur Gewissheit. 
Mit grosser Sorgfalt behandelt daher Violle die Verfahren und die Werkzeuge 
der physikalischen Messung. Dies giebt dem Werke ein besonderes Geprage; 
man darf es geradezu im Gegensatz zu den alteren Lebrbiichern gleichen Umfangs 
als ein Handbuch der praktischen Physik bezeichnen. Eine weitere hocherfreuliche 
Neuerung des Buches liegt in der nachdricklichen Betonung der geschichtlichen 
Entwickelung eines jeden Problems. Himmel und Erde. 
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Abhandlungen aus der Functionenlehre 


von 
Karl Weierstrass. 
Preis M. 12,—; gebunden M. 13,20. 


Eine hoch willkommene Gabe fiir die vielen Verehrer und Bewunderer 
des Meisters der Analysis. Die Abhandlungen beziehen sich ausschliesslich auf 
das Gebiet der allgemeinen Functionentheorie: die vier ersten auf die Theorie der 
eindeutigen Functionen einer Verinderlichen; die finfte, welche bisher noch nicht 
im Buchhandel erschienen war, auf eindeutige Functionen mehrerer Argumente; 
die sechste beschiftigt sich mit der Untersuchung der Periodicitét der Functionen 
mit mehreren Verinderlichen; und die letzte endlich ist die bekannte ,Ueber die 
Theorie der analytischen Facultiten“. So rollt sich in dieser Zusammenstellung 
ein Bild der Leistungen des Herrn W. auf diesem einen Felde der Mathematik 
auf, und der Fortschritte, die durch ihn die Analysis erfahren hat. Die mathe- 
matische Welt wird mit grosser Freude diese Sammlung bogriissen. 


Deutsche Litteraturseitung. 


Formeln und Lehrsatze 


Gebrauche der elliptischen Funcetionen. 


Nach Vorlesungen und Aufzeichnungon 
von 


Karl Weierstrass 


bearbeitet und herausgegeben 
von 


H. A. Schwarz. 


Zweite Ausgabe. 
Erster Theil (enthaliend Bogen 1— 12). 
Preis M. 10,—. 


Alle diejenigen, welche sich mit der Theorie oder mit Anwendungen der 
elliptischen Functionen beschiiftigen, wissen, wie grosse Erleichterung es gewihrt, 
eine wohlgeordnete Sammlung zuverlissig richtiger Formeln, welche sich auf 
diesen wichtigen und ausgedehnten Zweig der Analysis beziehen, als Grundlage 
benutzen zu kénnen. Die grosse Zahl der in Betracht kommenden Formeln, aus 
denen fir jeden einzelnen Fall der Anwendung die am meisten geeigneten, 
beispielsweise die fir die Ausfihrung numerischer Rechnungen zweckmissigsten, 
ausgewahlt werden miissen, macht fir Jeden, der sich mit elliptischen Functionen 
oder deren Anwendungen zu beschiftigen hat, eine solche Sammlung zu einem 
nahezu unentbehrlichen Hilfsmittel. 

Diese Erkenntniss hat die unter dem vorstehenden Titel herausgegebene 
Sammlung hervorgerufen. Der Inhalt derselben bezieht sich auf diejenige 
Behandlungsweise der elliptischen Functionen, welche Herr Weierstrass in die 
Wissenschaft eingefihrt hat, enthalt aber zugleich ein ausgedehntes System von 
Formeln, welche sich auf den Uebergang von der Jacobischen Bezeichnungs- 
weise zu der von Herrn Weierstrass angewendeten bozichen. 

Die erste fiir einen engeren Kreis von Interessenten bestimmte Ausgabe 
dieser Formelsammlung wurde in kurzer Zeit véllig vergriffen. 
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Handbuch 


der 


Physikalischen Maassbestimmungen 


von 


Dr. B. Weinstein, 
Privatdocent an der Universitit zu Berlin 
und Hilfsarbeiter bei der Kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission. 


2 Bande. 
Erster Band: Zweiter Band: 
Die Beobachtungsfehler, ihre rechnerische Einheiten und Dimensionen, 
M Messungen fiir Langen, Massen, Volumina 
Ausgleichung und Untersuchung. und Dichtigkeiten. 
Preis M, 14,—; geb. M, 15,20 Preis M, 14,—; geb. M. 15,20. 


_Dritter Band (én Vorbereitung): 
Messungen fiir Drucke und Krifte, thermische, optische, akustische, elektrische 
und magnetische Maassbestimmungen. 


Im Gegensatze, namentlich zum Astronomen und Geodiaten, fehlte dem 
Physiker bisher ein Werk, welches in ausreichender Weise und mit der néthigen 
Begriindung die Methoden der Verarbeitung der von ihm erhaltenen Versuchs- 
resultate darstellte, iam die Ableitung des wahrscheinlichsten Resultates aus den 
stets mit Fehlern behafteten, aus seinen Beobachtungen gewonnenen Zahlen und 
die Bestimmung der Zuverlissigkeit dieses Resultates lehrte. Nicht als ob bei 
physikalischen Arbeiten diese Bestimmungen versiumt worden wiren; der Forscher 
musste aber bisher sich seine Methode selbst bilden oder dieselbe aus astrono- 
mischen und geoditischen Werken entlehnend auf den von ihm behandelten Fall 
anwenden. Die physikalischen Lehrbicher gingen nur auf die erhaltenen Resul- 
tate ein; die Methoden, nach denen dieselben erhalten worden waren, mussten 
aus den Originalarbeiten oder aus Unterweisungen beim Arbeiten im Laboratorium 
entnommen werden. Durch das Erscheinen des kleinen Leitfadens der Physik 
von Kohlrausch, welches Buch zum ersten Male auf die Kunst des physikalischen 
Experimentirens einging und auch die erhaltenen Zahlen in richtiger Weise 
verwenden lehrte, wurde dieser Ueoelstand wohl gebessert, aber nicht in aus- 
reichender Weise. Der Leitfaden trug also nur dazu bei, das Bediirfniss nach 
einem erschépfenden Werk, welches den vielen entsprechenden astronomischen 
und geoditischen wiirdig an die Seite trat, noch mehr hervorzuheben, und diesem 
Bedirfniss will das vorliegende Buch abhelfen, dessen Verfasser seine langjahrigen 
Arbeiten bei der Kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission unter der Leitung 
des Geh. R. Forster hierzu besonders befahigt machten. Davon legt das Buch 
selbst das vollgiltigste Zeugniss ab. Das Versténdniss der vorgetragenen Theorien 
wird in der gliicklichsten Weise durch vollstandige Durchfihrung von Beispielen 
aus den verschiedensten Theilen der Physik erleichtert, die geeignet sind, als 
Muster zu dienen, und so kann, auch im Hinblick auf die vortreffliche Ausstattung, 
das Handbuch der physikalischen Maassbestimmungen auf das wirmste empfohlen 
werden. 


Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure. 
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Die Bestimmung des Molekulargewichts 
theoretischer und vetiitiadees Beziehung. 


Dr. Karl Windisch. 


Mit einem Vorwort von Professor Dr. Eugen Sell. 
Mit in den Text gedruckien Figuren. 
Preis M. 12, -; geb. M. 13,20. : 





Das zeitgemiisse Buch enthilt eine sehr fleissige Zusammenstellung der auf 
die Theorie und Praxis der Molekulargewichtsbestimmungen beziiglichen Arbeiten. 
Nach einer Einleitung iiber die geschichtliche Entwicklung des Molekularbegriffs 
werden zunichst die chemischen Methoden, sodann die physikalischen, und zwar 
die aus dem Gasvolumgewicht, dem osmotischen Druck, der Gefrierpunkts- 
erniedrigung, der Dampfdruckverminderung und der Léslichkeitsinderung erértert. 
Es folgen dann die Erscheinungen der eo und der elektrolytischen 
Dissociation, die Bestimmung der Molekulargewichte aus den elektromotorischen 
Kraften und endlich die Molekulargewichte fester Kérper nach van’t Hoffs Theorie 
der festen Lésungen. Der Verfasser hat eine sehr schatzbare Vollstaindigkeit in 
der Zusammensteliung und Bearbeitung der vorhandenen Litteratur erreicht, wie 
ich denn in der That keine Liicke von irgend welchem Belang gefunden habe. 
In der Darstellung halt er sich mit Recht vorwiegend an den Wortlaut der 
Originale. Das Buch ist somit fir jeden Chemiker, insbesondere fir die lehrenden 
Kollegen, von grossem Nutzen. Zeitschrift fiir physik. Chemie. 


Zeitschrift fiir Instreumentenkunde. 


Organ fiir 
Mittheilungen aus dem gesammten Gebiete der wissenschaftlichen Technik. 
Herausgegeben unter Mitwirkung 
der zweiten (technischen) Abtheilung der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt. 
Redaktion: Dr. A. Westphal in Berlin. 
Jihriich 1a Hefie. 
Preis fiir den Jahrgang M. 18,—. 


Zeitschrift 


fiir den 


Physikalischen und Chemischen Unterricht. 


Unter der besonderen Mitwirkung 
von 


Dr. E. Mach, und Dr. B. Schwalbe, 
Professor an der deutschen Universitit Professor und Direktor des Dorotheen- 
zu Prag. stiidtischen Realgymnasiums zu Berlin. 
herausgegeben 
von 


Dr. F. Poske. 
— /Jihrlich 6 Hefie — 
Preis fiir den Jahrgang M. 10,—. 
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